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«El acto de indicar cualquier ser, objeto, cosa, o unidad, implica hacer un acto de distinción que 
distingue lo indicado de su fondo. Siempre que hacemos referencia a algo, implícita o explícitamente, 
estamos especificando un criterio de distinción, que indica sobre qué estamos hablando y especifica sus 
propiedades como ser, unidad u objeto. 
Esta situación es frecuente y no es única: necesaria y permanentemente estamos inmersos en ella. 
Una unidad (entidad, objeto) procede de un acto de distinción. Recíprocamente, siempre que nos 
referimos a una unidad en nuestras descripciones, implícitamente lo hacemos a la operación de 
distinción que la define y la hace posible.» 
—Humberto R. MATURANA y Francisco J. VARELA (p. 40, de la versión inglesa revisada de 1998*) 

 
ResumenResumen::    Partiendo de nuestra firme creencia en que todo acto de decisión (o indecisión), conlleva uno o 
varios juicios por comparación, hemos: 

 
X De…nido un marco teórico adecuado para comparar conjuntos borrosos, ordinarios o no (Φ-borrosos, de 

nivel n, de tipo n, etc.), que se constituye en un espacio de representación y comparación de las 
unidades (objetos, entidades) vagamente perfiladas, fruto de los actos de distinción posibles en los 
sistemas de representación de conocimiento efectivamente computables, en los que presumimos que 
podemos operar, es decir, en los sistemas humanamente manipulables de unidades humanamente 
interpretables. 

 
Como muchos actos de decisión conllevan actos previos de inferencia (transducciones, deducciones, 

inducciones, abducciones o retroducciones), de sentido común, circunscripciones, convicciones, percepciones, 
etc., y muchos de ellos, por mor de nuestra condición humana, se razonan lingüísticamente, hemos: 

 
X De…nido un marco teórico adecuado para trabajar con expresiones lingüísticas de asignaciones de 

probabilidad acerca de sucesos relativos a unidades vagas, preocupándonos por cómo se actualizan 
estas probabilidades, en particular, por cómo se propaga la vaguedad a través de las inferencias 
bayesianas. 

 
Para intentar exponer mejor nuestras ideas, hemos: 

 
X Incluido estudios y ejemplos ilustrativos en: 

• Administración con y para las personas en las organizaciones (elección de candidatos o 
puestos, trabajadores o grupos de trabajo especializados o polivalentes; actos de comunicación 
interna y externa; etc.); 

• Evaluación de los aprendizajes; 
• Evaluación de las destrezas de ejecución; 
• Ingeniería del Software basada en componentes; 
• Comparación de imágenes digitales; 
• Reconocimiento de lenguas de signos; 
• Salud medioambiental (molestias por exposición al ruido); 
• Diagnosis y prognosis sintomática y por imagen; 
• Teoría de Juegos (de votación ponderada); 
• Pensamiento estereotipado. 

                                                           
* [1]: El Árbol del Conocimiento, Editorial Universitaria, Santiago de Chile, 1987 (<The Tree of Knowledge: The 
Biological Roots of Human Understanding>, Shambhala Publications, Inc., Boston, Massachusetts, EE. UU., 1998) 
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«Tenemos ante nosotros una tarea que debe ser cumplida velozmente. Sabemos que la demora será ruinosa.
La crisis más importante de nuestra vida exige, a grandes voces, energía y acción inmediatas. Ardemos, nos
consumimos de ansiedad por comenzar la tarea, y en la anticipación de su magní…co resultado nuestra alma
se enardece. Debe, tiene que ser emprendida hoy y, sin embargo, la dejamos para mañana; y ¿por qué? [...]
El día siguiente llega, y con él una ansiedad más impaciente por cumplir con nuestro deber, pero con este
verdadero aumento de ansiedad llega también un indecible anhelo de postergación realmente espantosa por
lo insondable. Este anhelo cobra fuerzas a medida que pasa el tiempo.»
—Edgar Allan Poe [2] (p. 188)





.

«“Pero, ¿cuál es la piedra que sostiene el puente?”, pregunta el Kublai Khan.
“El puente no está sostenido por una u otra piedra”, responde Marco, “sino por la línea del arco que forman.”
El Kublai Khan se queda en silencio, re‡exionando. Luego agrega: “¿Por qué me hablas de las piedras? Lo
único que me interesa es el arco.”
Polo responde: “Sin piedras no hay arco”.»
—Italo Calvino <Ciudades invisibles>, via Jerome S. Bruner [3] (p. 47)

«Sopesemos la ganancia y la pérdida, eligiendo la cruz [cara, cuando se juega a cara o cruz] de que Dios
existe. Consideremos estas dos posibilidades; si ganáis lo ganáis todo; si perdéis, no perdéis nada. Apostad
que existe, sin vacilar.»
—Blaise Pascal <Pensamientos>[4]

«De cara a nuestros propósitos actuales, deseamos explorar la característica fundamental del lenguaje que
hace posible nuevos fenómenos tales como la re‡exión y la conciencia. Esta característica fundamental
consiste en que el lenguaje les permite a aquellos que operan con él, describirse a sí mismos y a sus cir-
cunstancias mediante la distinción lingüística de distinciones lingüísticas. [...] De este modo, cuando un
observador opera en un dominio de lenguaje, opera en un dominio de descripciones.»
—Humberto R. Maturana y Francisco J. Varela [1] (pp. 210-211 de la versión inglesa revisada de 1998)





«El dibujo no es la forma, es la manera de ver la forma.»
—Edgar Degas

Para que una «medida» sea de utilidad en un entorno de trabajo, debe existir una gran correlación entre
los valores observados (las mediciones) y los juicios subjetivos sobre cuáles deberían ser tales mediciones (si un
procedimiento de medida hace que deduzca que la distancia de la puerta de mi casa a la puerta de la casa de
mi vecino de enfrente es de 1km, de seguro que no me es de utilidad).

Esta correlación expresa la cohesión, coherencia y consistencia, que existe entre su representación (sintáctica)
y su interpretación (semántica). Lo cierto es que se trata de un problema muy difícil el de aunar la expresividad
y signi…cación subjetiva con la propiedad de ser matemáticamente tratable (esto es, y por ahora, sintácticamente
representable). Las soluciones de compromiso son inevitables. Asimismo, el problema se agrava por lo subjetivo
del propio acto de aunamiento.

Pero, ¿por qué no emplear la lengua natural desde el principio?

Algo muy recurrido en las demostraciones matemáticas, en las derivaciones formales, o en los procedimientos
de veri…cación, es imponer desde un principio conclusiones, tesis (o pre-tesis) como hipótesis (guíese por la
conclusión, suele ser la máxima).

Lo característico del ser humano es el lenguaje. Entonces, ¿por qué no ir tras, o partir de, una matemática
humana, una matemática lingüística, en la que la base del razonamiento sea el lenguaje y el signi…cado, la
semántica y no la sintaxis?

Porque es muy difícil.

Actualmente, aunque nuestra guía sea semántica, no deja de ser un lazarillo, pues el …nal expresivo es
sintáctico. Piense el lector, que todo lo que lee, perteneciente a cualquier ámbito que imagine, está expresado
sintácticamente. En otras palabras, una máquina podría hacerlo (en los modelos teóricos, la memoria de la
máquina y el tiempo de que dispone para computar son in…nitamente extensibles): es mera sintaxis, la semántica
surge porque existe una unidad (entidad, objeto) con capacidad para generarla y otra unidad —que puede ser
ella misma— que la observa.

J.M.L.R.
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«¿No dañamos las cosas al expresarlas?»
—Virginia Wolf<Al faro> (1927)

Todo lo escrito en las páginas siguientes tiene su origen en nuestra …rme creencia en que todo acto de
decisión o indecisión, conlleva un juicio basado en la comparación, entendiendo ésta en su sentido
más genérico. Según el diccionario de la Real Academia Española (D.R.A.E.), comparar es «parangonar, …jar
la atención en dos o más objetos para descubrir sus relaciones o considerar sus diferencias o semejanzas».

No somos los únicos en pensar esto. Así lo exponen Douglas L. Medin, Robert L. Goldstone y Arthur
B. Markman en la introducción a su artículo Comparison and choice: Relations between similarity processes
and decision processes [5] (p. 1). Ellos usan la expresión «similarity judgment», pero el sentido es el mismo.

Tanto los unos, los actos de decisión, como los otros, los juicios por comparación, están dominados por la
subjetividad.

Somos diferentes. Los seres humanos son dispares, diversos, variables. Físicamente, es indudable: «Por
lo general, el esquimal tiene un torso grande y fornido y extremidades cortas, mientras que el dinka africano
es alto, delgado, de piernas y brazos muy largos» —ejemplo de Richard C. Lewontin [6], citado por Michael
Ruse [7] (p. 181)—. Como discurre B. Roberto Colom Marañón [8] (p. 186), el comportamiento de una
persona (su fenotipo), es el resultado de agregar la in‡uencia genética (su genotipo1), mas las in‡uencias del
ambiente, tanto del ambiente no compartido, especí…co de la persona, como del ambiente compartido con
otros, necesarios, ambos, para la expresión del genotipo. En este sentido caminan los mundos arti…ciales
que proponen Jong-Chen Chen, Tze-Lan Lin y Mao-Hung Kuo [9] para investigar en la gestión de recursos
humanos; en su caso, los rasgos genotípicos representan las características implícitas de un individuo (no genes
biológicos reales), mientras que los rasgos fenotípicos representan las características explícitas que pueden
observarse a partir de la apariencia de una persona. No podemos olvidar el problema conocido como detección
del punto extremo (endpoint-detection problem): hasta qué grado debemos esforzarnos en la detección de las
características, de modo que su contribución sea la mejor posible. Es un problema típico a la hora de clasi…car
patrones (desconocidos) en clases de…nidas por patrones de referencia (conocidos).

Y podemos comparar. Gordon [10] (pp.161-168) presenta un estudio del crítico francés de arte Roger
De Piles [11], sobre lo estético en 56 pintores. Lo «novedoso» para la fecha en la que fue publicado (1708)
consiste en que De Piles consideró cuatro características (composición, dibujo, color y expresión) y asignó un
número entero, entre 0 y 20, para cada pintor y característica.

Imaginemos que esa gradación de 0 a 20 es adecuada para representar, de peor a mejor, la calidad de cada
pintor con respecto a cada una de las características. En este caso podríamos buscar el mejor pintor entre
los que analicemos. Cada pintor es pues una alternativa de elección. Podemos representar cualquier pintor
mediante su per…l de características, cuya evaluación tendrá la funcionalidad de criterio para la decisión.

¿Cómo elegir las características?, ¿cuántas hay que considerar?, ¿son cuantitativas o cualitativas?, ¿cuánta
capacidad discriminatoria poseen?, ¿qué captamos mejor, las diferencias o las similitudes?, son preguntas que
debemos hacernos. Además, puede haber categorías latentes, no directamente observables, o categorías
emergentes, categorías quasi-predeterminadas de modo indirecto o mediado, no listadas materialmente en el
análisis actual, pero posiblemente en análisis futuros. Son categorías supra-latentes, pues se de…nen a partir
de futuros observables y no de perpetuos no observables.

La …nalidad, el porqué y el para qué de la comparación, condicionan qué métodos usar, qué datos recoger,
qué instrumentos utilizar, qué decisiones tomar y qué acciones emprender.

Respecto de cómo agregar la información obtenida para todas y cada una de las características, resultado de
su evaluación, básicamente podemos pensar en tres modelos: el conjuntivo, el disyuntivo, y el compensatorio.

1 ¿Se da cuenta el lector, por ejemplo, que los hijos de gemelos, genéticamente, no son primos hermanos, sino hermanos?
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xx Preludio

En el primero los evaluados deben superar todos los umbrales particulares de satisfacción de cada una de las
características, para obtener una puntuación global satisfactoria. En el segundo, basta que superen uno de los
umbrales de satisfacción. En el tercero, se trata de agregar todas las puntuaciones obtenidas, de manera que
las altas compensen las bajas.

El empleo de un modelo particular dependerá del problema. Por ejemplo, muchos de…enden cinco carac-
terísticas fundamentales que un buen médico debe poseer en su relación con el paciente: conocimientos médicos,
calidez, empatía, respeto y concreción. Pero, por muy cálida y empática que sea una persona, esto no la convierte
en médico (y por tanto, tampoco en buen médico) si carece de conocimientos médicos.

¿Y qué es poseer conocimiento? Quien tenga de nota media un cinco en su carrera, ¿posee conocimientos
su…cientes sobre la misma?

«Tengo por imposible conocer las partes en tanto partes sin conocer al todo pero tengo por no menos imposible
la posibilidad de conocer al todo sin conocer singularmente a las partes.»
—Blaise Pascal, via Edgar Morin [12] (p. 144, de la edición española)

La carencia de un repositorio donde se almacene el conocimiento completo, compele a las personas y a sus
organizaciones sociales a inclinarse hacia la búsqueda de soluciones satisfactorias, más que óptimas —cfr.
Orti [13] (p. 312); Mintzberg, Raisinghani y Théorét [14] (pp. 146ss.).

Repositorios con información de todos los recursos (humanos y materiales). Si el problema es, por ejemplo,
la formación de un equipo de trabajo, esta multiplicidad de la procedencia de los recursos (tanto humanos como
materiales) hace necesaria una labor de evaluación de sus características como «componentes» previas a su
«ensamblaje».

Para esta ensambladura, debemos tener en cuenta los variados estudios de formalización de las percep-
ciones y relaciones de las partes con el todo (part-whole relations) que existen en la literatura —cfr. v.
gr. Rescher y Oppenheim [15]; Gerstl y Pribbenow [16]; Latimer y Stevens [17]; Mortensen [18]2 .

En esta sociedad, repleta de información, a la que nos vemos abocados, no podemos, ni debemos, olvidar el
proceso de publicación y difusión de estos recursos. Las características de estos recursos no son atemporales, sino
que van mejorando con el tiempo. Nos referimos a la creación de nuevos materiales y a la formación continua
de las personas. Mi derecho a no cambiar acaba justo allí donde comienza el derecho de la sociedad al mejor
profesional que llevo dentro, conviene en decirnos Miguel Fernández Pérez [22] (p. 32). En consonancia con
la expresión «software release management», propuesta por André van der Hoek y Alexander L.Wolf [23]
(p. 78), proponemos denominar al conjunto de estos problemas: gestión de la publicación de recursos.
En los problemas de decisión, podrán emerger soluciones que incluyan más de una alternativa, y seremos

nosotros, quienes al …nal deberemos decidir. Los algoritmos que se proponen en toda la Tesis, no son algoritmos
de decisión, que deciden, sino que son algoritmos que ayudan a decidir —cfr. v. gr. Ríos, Bielza
y Mateos [24]—. No debemos relegar al olvido que los decisores son los seres humanos, y no los sistemas
de apoyo a la decisión que estos elaboran. Las personas son las únicas responsables de las decisiones …nales.
Creemos …rmemente en la existencia de decisiones que atañen a humanos, que nunca debieran ser adoptadas por
automatismos3. Las máquinas podrán ayudar a esa toma de decisiones, pero insistimos, estamos convencidos
que nunca deben sustituir al ser humano decisor.

Pero todo esto quizás sea preguntarnos mucho para lo rápido que discurre todo. Nuestra sociedad, en su
2No sólo eso; de cara a la «construcción» del equipo debemos considerar si queremos uno en el que sus unidades componentes

posean especialidades distintas pero complementarias (combinación modular) o un equipo donde todas sean verdaderamente
versátiles —un ensamblaje, una ensambladura (ensamble).
Aunque el término «ensamble» es el más frecuente [19, 20], en el entorno de redes de neuronas arti…ciales, también se usan

de manera sinónima los términos «comité» [21] o «máquina comité». Las unidades componentes de la ensambladura deben ser
«distintas» en el sentido de que generalicen de forma diferente (o dicho de otro modo, que los errores que posiblemente cometan
sean diferentes). De nada nos sirve una ensambladura de individuos, todos siempre con la misma opinión. Lo que se intenta
con una ensambladura es aprovechar lo bueno de las diferentes estrategias. Por ejemplo, la estructura de un tribunal evaluador es
típicamente la de una ensambladura: n individuos que aportan a la ensembladura su vasta y diferente experiencia. Pero imaginemos
que los miembros del tribunal evaluan, exhaustivamente, subconjuntos disjuntos de cuestiones (por ejemplo, si hay 10 cuestiones y
5 miembros, cada uno puede dedicarse a evaluar 2 cuestiones). Esto es una combinación modular: se han con…gurado 5 módulos.
Lo dicho, en una ensambladura, las estrategias componentes son redundantes en el sentido de que aportan una solución al mismo

problema. Lo que resta es fusionar todas las soluciones en una única.
A diferencia de las ensambladuras —en las que los datos son procesados libremente por todos sus componentes—, en las

combinaciones modulares se asume tradicionalmente la exclusividad mutua en el procesamiento de los datos. Lo que sí puede
ocurrir es que cualquiera de las componentes de una ensambladura sea en realidad una combinación modular, o lo recíproco, las
componentes de una combinación modular pueden ser ensambladuras.

3A colación de lo dicho, podemos mencionar a George Boole, quien en el capítulo XXI de su Investigación sobre las Leyes del
Pensamiento [25] (pp. 335-353), trata de las posibles aplicaciones de la probabilidad a los juicios con jurado de causas criminales.
Constituye éste un ejemplo de situación que, casando con nuestra opinión, nunca debiera estar en mano de ningún automatismo.
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modo actual, no es la sociedad de la información, y mucho menos del conocimiento y ni por asomo, de la
sabiduría. Es tal la inmensidad de datos en acecho, que no nos es posible su procesamiento para su trastro-
camiento en información. Pero tampoco es, la nuestra, la sociedad de los datos, sino más bien, la sociedad de
los bosquejos. La rapidez con la que transitamos por la vida, hace que lo incompleto valga por exhaustivo,
lo dudoso, por seguro, y lo vago, por preciso.





«Aquél a quien yo amo me arrebata parte de mi libertad, pero soy yo quien así lo ha querido. Quien me
ama, me la arrebata totalmente.»
—Henry Millon dé Montherlant <Les Jeunes Filles> (1936-1939)

Si ya nos interesaba la vaguedad desde nuestros estudios de licenciatura —y no en un único sentido, pues
ya habíamos tomado apuntes del Master para estudiantes vividores de Warren Leslie [26]—, el conocimiento
de la existencia de la teoría de los conjuntos borrosos y de la lógica borrosa, se lo debemos a conversaciones,
a sabor de cafés, chatos y tapeos, con dos compañeros de nuestra Universidad, allá por comienzos de los 90,
a saber, Miguel Ángel Jaramillo Morán, del Departamento de Electrónica e Ingeniería Electromecánica, y
José Antonio García Muñoz, del Departamento de Matemáticas —quien trabajaba por aquél entonces bajo
la atenta mirada de Sixto Ríos Insua—. Nuestro interés se acrecentó en el año 1991, a partir del Primer
Congreso Español sobre Tecnologías y Lógica Fuzzy, y en concreto, a raíz de una conferencia del profesor Enric
Trillas, en la que nos relataba su idea de la Lógica, de la única lógica, de la uni…cación de la Lógica.

Nuestra predilección por temas relacionados con los ámbitos que referimos a continuación, ha brotado y
rebrotado durante estos años, por efecto de la sinestesia presente en el vivir diario: Administración con y para
las personas (elección de candidatos o puestos —recruiting, insisten en llamarlo muchos gestores—, trabajadores
o grupos de trabajo especializados o polivalentes; actos de comunicación interna y externa; etc.); Evaluación
de los aprendizajes; Evaluación de las destrezas de ejecución; Ingeniería del Software basada en componentes;
Comparación de imágenes digitales; Reconocimiento de lenguas de signos; Salud medioambiental (molestias por
exposición al ruido); Diagnosis y prognosis sintomática y por imagen; Teoría de Juegos de votación ponderada;
Pensamiento estereotipado.

Sin embargo, diversas circunstancias personales, muy dolorosas algunas, sumamente gozosas otras, así como
el sinsentido que sufre mi mujer4, conmovieron el curso natural de nuestras investigaciones, cuyos primeros

4Acerca de por qué el autor piensa que la Junta de Extremadura menosprecia a algunas madres.-

«Non hay tan buen thesoro
como el bien facer,
nin tan prescioso oro
ni tan dulce plaser.»
—Don Sem Tob De Carrión [27]

Igual que de justicia es agradecer, «porque el ser agradecido, la obligación mayor es para el hombre bien nacido» —Ángel
de Saavedra (Duque de Rivas): Don Álvaro o la fuerza del sino—, de justicia es perdonar. «Se puede perdonar, pero olvidar
es imposible», decía Honoré de Balzac en Pequeñas miserias de la vida conyugal. Aunque se intente perdonar, siempre están
presentes las palabras de Alonso de Ercilla en La Araucana : «Que en parte ya parece que consiente, quien perdona ligera y
fácilmente».
Parece mentira que sea en España, un país anheloso de impulsar la natalidad, y sea en Extremadura, una comunidad que presume

y se ensoberbece de ser puntera en la aplicación de la tecnología, donde la Administración siga produciendo situaciones, que según
creo yo, son actos de discriminación en el acceso al trabajo de la mujer. Aquí voy a hablar de la discriminación hacia ciertas
mujeres que acaban de dar a luz, a las que la Junta de Extremadura castiga, precisamente, por haber alumbrado.
Las antipatías mías que quiero re‡ejar en este punto se dirigen hacia dos personas: al Director General de Personal Docente,

Diego Mostazo López, y al Secretario General de Educación, Ángel Benito Pardo. La Junta de Extremadura —personi…cada
en ellos, que son los …rmantes de los nombramientos y tomas de posesión del personal docente no universitario de los Cuerpos
de Profesores de Enseñanza Secundaria y Profesores Técnicos de Formación Profesional— ha castigado a mi esposa por ser
culpable de haber dado a luz a nuestra segunda hija, Sara. Al castigarla a ella, me han castigado también a mí y a toda
nuestra familia.
Resulta que la ley vigente obliga a la mujer que acaba de dar a luz, a descansar durante las seis semanas posteriores al parto

(art. 30.3 de la Ley 30/1984, de 2 de agosto, de Medidas para la Reforma de la Función Pública, modi…cado por el art. 20 de
la Ley 39/1999, de 5 de noviembre, de promoción de la conciliación de la vida familiar y laboral de las personas trabajadoras).
Mi mujer es profesora interina de Enseñanza Secundaria. Los nuevos nombramientos y toma de posesión se llevan a cabo durante
esas seis semanas, salvo el de mi mujer, que se pospone 16 semanas. ¿Por qué? Su delito o falta, llámese como quiera, es haber
dado a luz a Sara. Si no hubiese estado obligada, por mor de Ley, a descansar durante las seis semanas inmediatas posteriores al
parto, estaría en la misma situación que sus compañeros interinos varones, pues habría elegido el momento de solicitar el descanso
por maternidad, de manera que no entrase en con‡icto con el proceder de la Administración, y que no pudo hacerlo por el simple
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xxiv Exordio

resultados, por …n, exponemos en la presente Tesis Doctoral.

Debo mi reconocimiento a los Departamentos de Matemáticas e Informática de la Universidad de Extremadu-
ra, y a mi centro «o…cial» de trabajo, la Escuela Politécnica, mi hogar académico, proveedora incansable de
estudiantes a los que enseñar, y colegas con los que discutir. En especial, a mi amigo y director de tesis,
José Moreno del Pozo, sin cuya supervisión, revisión y visto bueno de…nitivo, esta empresa no habríase
redondeado en tesis doctoral.

Ciertos contenidos de esta Tesis se han ensayado y escrutado en diversos foros: congresos, talleres (work-
shops), revistas, y sobre todo, en pasillos, comidas y cafetines. Son todos ellos cuna de esenciales, a la par que
complejos, nutrimentos intelectuales, de interesantísimas re‡exiones, y de ricos debates. Como decía Séneca

hecho de ser mujer, ya que al marido no se le obliga a descansar durante las seis semanas posteriores al parto de su mujer (art.
30.3 de la Ley 30/1984, citado anteriormente).
Lo mire por donde lo mire, considero lesiva la actuación de la Administración. El efecto inmediato se re‡eja en el cómputo de

la experiencia docente, y en cualquier cómputo basado en ella, pues la cuantía de la experiencia docente que la Administración
reconoce disminuye en 16 semanas. De este modo, pienso que la Junta de Extremadura menosprecia a algunas madres, en
contra de la protección integral que está obligada a asegurar por el art. 39.2 de la Constitución Española (CE), en cuanto a que
este artículo atribuye a los poderes públicos el deber de asegurar «la protección integral de los hijos, iguales éstos ante la ley con
independencia de su …liación, y de las madres, cualquiera que sea su estado civil», y en contra de lo propugnado por el art. 39.1 CE,
en cuanto a que éste atribuye a los poderes públicos el deber de asegurar «la protección social, económica y jurídica de la familia».
Asimismo, debido a este menoscabo del curriculum vitæ de la madre, pienso que la Junta de Extremadura coarta el derecho
al trabajo y a la promoción a través del trabajo, propugnado por el art. 35.1 CE, la raíz de lo cual, estoy convencido, está
en una discriminación por razón de sexo, como argumentaba en el párrafo anterior. Recordemos que la discriminación por
razón de sexo, en relación al derecho al trabajo y a la promoción a través del trabajo, queda prohibida expresamente por el art.
35.1 CE.
Es mi opinión, que —y a renglón seguido, cito al Tribunal Constitucional— las actuaciones discriminatorias contrarias a la

protección integral de la familia y en particular de las madres, «constituyen un grave obstáculo para la conservación de un bien
tan preciado como es la permanencia en el mercado laboral que afecta de hecho mayoritariamente a las mujeres perpetuándose
así la clara situación de discriminación que tradicionalmente ha sufrido la mujer en el ámbito de lo social y laboral (Sentencia del
Tribunal Constitucional (STC) 166/1988, de 26 de septiembre, Fundamento Jurídico (FJ) 2).» (STC 240/1999, de 20 de diciembre,
FJ 7, y STC 203/2000, de 24 de julio, FJ 6o).
He de resaltar que en Andalucía esto ya no ocurre. El art. 4.1.1 de la Base V de la Resolución de 9 de julio de 2001

(BOJA de 19 de julio de 2001) y de la Resolución de 2 de mayo de 2002 (BOJA de 25 de mayo de 2002), de la Dirección General
de Gestión de Recursos Humanos de la Junta de Andalucía, por la que se establecen las bases aplicables al profesorado interino
para los cursos académicos 2001-2002 y 2002-2003, respectivamente, dice: «Al personal interino con tiempo de servicios reconocido
por Resoluciones de esta Dirección General se le contabilizará, a todos los efectos, el periodo que le haya correspondido, en cada
momento, al sustituto que pase a ocupar el puesto que habría correspondido al afectado, salvo que a efectos económicos disponga
otra cosa la normativa vigente reguladora del régimen general de la seguridad social.»
No entiendo el porqué de la obduración extremeña. Como ocurre en Andalucía, en el momento del llamamiento, las profesoras (es

decir, personal interino con tiempo de servicios reconocido por Resoluciones de la Dirección General) que acaben de dar a luz —y
más estando dentro del período de seis semanas, obligatorio de descanso por Ley—, deben ser contratadas para el puesto docente
que les corresponda, de manera que cuando …nalice su descanso maternal, se incorporen a su puesto de trabajo, y mientras, se
contrate a otra persona para sustituir a la madre, persona que no le supone coste añadido al empleador, en cuanto a las cotizaciones
a la Seguridad Social, por la Ley 39/1999, de 5 de noviembre, de promoción de la conciliación de la vida familiar y laboral de las
personas trabajadoras.
Por el contrario, la no contratación de la madre sí que afecta a su vida laboral, pues al no ser contratada, no cotiza a la

Seguridad Social. Como decíamos anteriormente, el efecto inmediato se re‡eja en el cómputo de la experiencia docente, y en
cualquier cómputo basado en ella, lo que afecta a la valoración de sus méritos en las listas de interinidades a las que pertenezca, y
por tanto, posiblemente, a un descenso en su orden de prelación. Además, dicha falta de cotización a la Seguridad Social, implica
la posible pérdida de futuros bene…cios en su vida laboral (por ejemplo, un trienio o un quinquenio), y repercute negativamente
en su jubilación. Y todo ello por descansar después de haber dado a luz, descanso al que, insistimos, está la madre obligada por
Ley.
En nuestro caso, en primera instancia, en Cáceres, la jueza, su Señoría DaMaría José Javato Ollero, ha sentenciado a favor de

la Junta de Extremadura —Procedimiento Abreviado 266/2002, seguido en el Juzgado de lo Contencioso-Administrativo No1 de
Cáceres; Sentencia No329/2002—. Como ciudadanos, respetamos y cumplimos la sentencia, porque creemos en nuestro Estado
de Derecho y en nuestro Poder Judicial. No obstante, como ser humano que soy, he opinado. Ahora, que sea el Tribunal
Constitucional, el máximo intérprete de nuestra Constitución, quien tenga la última palabra.
En Extremadura, si eres profesora interina de Enseñanza Secundaria o profesora interina técnica de Formación Profesional

—y como la Ley es común (Decreto 55/2001, de 17 de abril, regulador de la provisión interina de puestos de trabajo de personal
docente no universitario, D.O.E. 45, de 19 de abril), suponemos que la actuación de la Administración es la misma en el caso del
resto de los Cuerpos: Maestros, Profesores de Escuelas O…ciales de Idiomas, Profesores de Música y Artes Escénicas, Profesores
de Artes Plásticas y Diseño y Maestros de Taller de Artes Plásticas y Diseño—debes saber que tienes prohibido dar a luz
durante ciertos días de agosto y septiembre, so pena de merma de tu curriculum vitæ, de mengua de tu vida laboral, y de
pérdida de derechos de cara a tu jubilación.
Querido lector, la tendencia en toda persona es a vivir en estado de equilibrio espiritual, de homeostasis, toda vez que son bienes

preciosos en la vida la paz y la tranquilidad del espíritu. La actuación de la Administración ha provocado, en el caso de nuestra
familia, un daño moral, manifestado subjetivamente en el sufrimiento (dolor, malestar, turbación, pesar, angustia y a‡icción) que
causa, transgediéndose nuestros derechos personalísimos a través de un agravio a nuestro sosiego e integridad psíquica, alterando la
normalidad en nuestras facultades mentales y espirituales, ofendiendo a nuestra personalidad moral e hiriendo nuestros legítimos
sentimientos.
Todo este perjuicio moral, desconsuelo y desazón, que la actuación de estas personas ha generado en el animus

de nuestra familia, en mi caso, ha provocado un retraso de dos años en la publicación de mi Tesis.
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que hay que ser agradecido en todo momento y no sólo cuando la persona a la que se agradece está presente,
debo decir que es enorme mi deuda con amigos y colegas, con diversos moderadores (chairs), con desconocidos
revisores (referees) y con otros participantes en tales escenarios, a los que desde aquí, deseo expresar mi más
sincera y enorme gratitud. Todos ellos han aportado una valiosísima realimentación de la Tesis. Y aunque
casi no debería citar a nadie, por no parecer que desprecio al resto, sobre la aplicación del «minero de datos»
—Caps. 15, 16 y 17— a la evaluación de los aprendizajes, agradecemos las palabras del Dr. Burghard Rieger
de la Universidad de Trier. También estamos muy agradecidos al Dr. Javier Montero de Juan, de la Uni-
versidad Complutense de Madrid, por facilitarnos algunas de sus ideas sobre la probabilidad, lo borroso y lo
bayesiano.

Y esto no es todo, a ello se une que a los profesores interinos no universitarios de Enseñanzas Medias o Técnicos de Formación
Profesional, la Junta de Extremadura les «echa de comer aparte». Resulta que una profesora interina perteneciente a cualquiera
de esos cuerpos docentes no tiene derecho a una excedencia para cuidar de su hija menor de tres años. No sólo se le niega el derecho
a la madre, sino también a la hija. De nuevo la Administración, menosprecia y desampara a la madre y a la hija, en contra de la
protección integral que está obligada a asegurar por los arts. 39.2 y 39.1 CE, citados anteriormente.
Vox clamantis in deserto. En las dependencias de la Junta de Extremadura debes aguantar vilipendios y vituperios tales como

«un interino no tiene derecho a nada» (sección de personal de la Dirección Provincial de Cáceres) o «Diego Mostazo es quien
decide si te damos una excedencia o no» (sección de personal de la Dirección Provincial de Badajoz) —aunque a renglón seguido
te explican procazmente que en realidad no es una excedencia, sino que todo consiste en un cese, y que ya se le concede mucho al
interino, asintiendo en darle de alta antes de que …nalice su contrato—. O sea, que de computar el tiempo de servicios, que es lo
que caracteriza una excedencia por cuidado de un hijo menor de tres años, nada de nada.
Debe saber el lector que una trabajadora interina, sí tiene derecho a ello, según el Estatuto de los Trabajadores, a una excedencia

real, con cómputo verdadero del tiempo de servicios a todos los efectos. Debe también saber el lector que la Junta de Andalucía,
para el caso del profesorado interino no universitario de Enseñanzas Medias o Técnicos de Formación Profesional, reconoce el
cómputo del tiempo de servicios a efectos de bolsa de trabajo (algo es algo):

«Instrucciones de 18 de septiembre de 2000, de la Dirección General de Gestión de Recursos Humanos,
en relación con el seguimiento e interpretación del apartado séptimo del acuerdo de 23 de febrero de 2000 entre la
Consejería de Educación y Ciencia y las organizaciones sindicales presentes en la mesa sectorial, sobre determinadas
medidas sobre el profesorado interino, y en particular, sobre situaciones relacionadas con la maternidad.

En cumplimiento de lo establecido en el Acuerdo arriba citado, esta Dirección General de Gestión de Recursos
Humanos, después de su tratamiento en la Mesa Sectorial de Educación con las Organizaciones Sindicales, dicta las
siguientes INSTRUCCIONES que sirven para complementar y clari…car otras anteriores sobre la materia y para dejar
sin efecto las que se opongan a las mismas.

[...]

La problemática que relacionada con la maternidad y la condición de personal interino de las personas afectadas
interesa matizar en estas Instrucciones es la siguiente:

[...]

c) Renuncia al puesto de trabajo por cuidado de un hijo menor de 3 años, y cómputo de tiempo de servicios a efectos
de bolsa de trabajo.

De la misma manera que la no identidad absoluta entre dos situaciones es lo que posibilita la diferencia de trato, la
concurrencia de principios comunes permite la traslación de consecuencias y efectos a situaciones análogas. Así, tanto
la excedencia voluntaria, para el cuidado de hijos menores en el ámbito de lo regulado para el personal funcionario
como la causa no6 de las explicitadas en las Instrucciones de 17 de julio de 2000 sobre determinadas medidas sobre el
profesorado interino (“cuando tengan al cuidado un hijo menor... ”), responden a la necesidad de cooperar al efectivo
ejercicio del deber constitucional de los padres de prestar asistencia de todo orden a los hijos durante la minoría de
edad (art. 39.3 C.E) y de contribuir a la efectiva realización del principio rector de la política social que establece
que los poderes públicos aseguran la protección social de la familia (art. 39.1 .C.E.).

Sí dicho razonamiento lo completamos con lo que establece el art. 105 de la Ley de Funcionarios Civiles del Estado: “a
los funcionarios de empleo les será aplicable por analogía, y tal cuanto sea adecuado a la naturaleza de su condición,
el régimen general de los funcionarios de carrera, con excepción del derecho a la permanencia en la función, a niveles
dc remuneración determinadas, o al régimen de clases pasivas”, se concluye, y se adopta como Instrucción, que el
personal interino que renuncie al destino adjudicado por tener a su cuidado un hijo menor de 3 años, no resultará
excluido de la bolsa, y se le computará como tiempo de servicios a efectos de dicha bolsa el periodo a que alcance la
renuncia. Tal medida entendemos que resulta plenamente coherente con las de orden social de protección a la familia
preconizadas por la Constitución española y la normativa actualmente vigente.

Sevilla, 18 de septiembre de 2000-09-21

EL DIRECTOR GENERAL DE GESTIÓN DE RECURSOS HUMANOS,

Fdo. Carlos Gómez Oliver»

Y si alguien todavía se está preguntando por qué menciono estas antipatías, en este lugar, le recuerdo que lo hago porque ha
tenido consecuencias directas en el desarrollo de mi Tesis. Por un lado, siempre que mi director de Tesis me apremiaba, veíame
obligado a apelar a la misma respuesta: sine díe. Por otro, el Efecto Zeigarnik [28] —pensamientos perseverantes y recurrentes
relacionados con los …nes impuestos y no conseguidos—, en su modo más negativo, y el efecto de rebote producido por el rechazo
activo a los continuos diabólicos pensamientos acuciantes —cfr. v. gr. Wegner, Schneider, Carter y White [29]; Wegner
[30].
Por todo ello:
Aborrezco, ad náuseam, la actuación de la Junta de Extremadura, personi…cada en el Director General de

Personal Docente, Diego Mostazo López, y en el Secretario General de Educación, Ángel Benito Pardo, pues
todo este perjuicio moral, desconsuelo y desazón, que la actuación de estas personas ha generado en el animus de
toda mi familia, ha provocado, en particular, un retraso de dos años en la publicación de mi Tesis.
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Decía Chamfort, en sus Pensamientos y máximas [31]: «En el mundo tenéis tres clases de amigos: los
amigos que os aman, los amigos que no se preocupan de vosotros y los amigos que os odian.» Dedico este párrafo
a cuatro amigos a los que yo amo: a Miguel Ángel Montañez Robles —doctor en Ciencias Químicas—,
por sus valiosos consejos y estímulos, y particularmente por su permanente actitud investigadora, desa…ante e
instigadora; a Francisco JavierMáximo Hombre—biólogo—, cuyas atrevidas ideas despertaron en mí aún más
el interés hacia otros seres «vivos»; a María del CarmenMartínez Picón —pedagoga terapéutica, intérprete
de la lengua de señas española (LSE), y conocedora de la lengua de señas marroquí—, por sus enseñanzas
sobre los sistemas alternativos y aumentativos de comunicación (AAC), y por su disposición para emprender
el camino de las transcripciones necesarias para las futuras simulaciones y experiencias; y a José Luis López
Gutiérrez —Ingeniero Agrónomo—, por 27 años de amistad, y en especial, por su continua insistencia y
defensa del sentido común.

No puedo olvidarme de otros dos grandes amigos, que han participado activamente en una de las experiencias
llevadas a cabo, mostrándonos la realidad empresarial. Hablo de Andrés Pedrera Carvajal, coordinador
de desarrollo de software (Software Manager) de YA.COM INTERNET FACTORY [www.ya.com], y de Ángel
Bejarano del Bosque, gerente consultor de ACCENTURE [www.accenture.com].

Mi más profundo agradecimiento también a mis amigos y compañeros en la Escuela Politécnica, Valentín
Masero, doctorando en Informática, y Arthur Richard Pewsey, doctor en Estadística, por su inestimable y
más que generosa ayuda en las traducciones desde el inglés.

Finalmente, y sin embargo, en primer lugar, deseo expresar mi enorme gratitud a mi familia, cuya paciencia,
ánimo, y amor han hecho realidad conseguir una de mis metas. A aquellos que ya no están físicamente entre
nosotros, mis padres Caridad y José, y mi tía Encarnación, cuyas vidas y muertes me enseñaron a ser
fuerte. Y a aquellas que iluminan e inspiran cada momento de mi vida, y que por culpa de esta Tesis se han
visto privadas de muchísimas horas de convivencia, imposibles de recuperar: mis hijas Marina y Sara y mi
mujer Montaña. A Marina por haber entendido que su papá tenía que trabajar los …nes de semana porque
todavía estaba en el colegio, y tenía que hacer los «deberes». A Sara, por sus muestras de alegría al verme,
lo que me hacía esforzarme mucho más en llegar a la meta.

En especial, a mi mejor amiga, mi mujer Montaña, por su amor, constante aliento, extraordinaria pa-
ciencia y vehemente colaboración. Ella ha sido mi sostén, día a día, desde su disponibilidad para revisar las
implementaciones y simulaciones, en su papel de profesional de la informática, desde su fugacidad, alejándose
con nuestras hijas, proporcionándome esos necesarios momentos de calma para pensar, y desde su disposición
al diálogo y al encuentro para contrastar ideas. El valor de su desprendida cooperación es inconmensurable.
Ella ha estado ahí siempre, y sabía perfectamente cuando desa…arme y cuando felicitarme. Gracias a ella, a su
abnegación, esta Tesis ve la luz. Lo único que espero es estar a tu altura cuando me necesites.

¡Para tí, Montaña!



«Las cosas pasan y hay que decidirlas de algún modo; no existe una solución mágica única para ellas.
Nunca son totalmente blancas o totalmente negras., no basta con leer un código donde se encuentran todas
las soluciones del desarrollo ético y el político; tienen más que ver quizá con el arte que con la ciencia. El
arte, en el sentido de que nunca se puede aprender del todo, de que hay que estar siempre re‡exionando uno
mismo, considerando las circunstancias tal como se dan, no en abstracto, sino en un punto determinado,
concreto.»
—Fernando Savater [32] (p. 43)

Querido lector:

Es mi deseo, que disfrutes de la lectura de estas páginas, por igual a como yo he gozado de su escritura.
Que como rezaba un cartel, de cuya existencia en un saloon del antiguo Oeste, nos habla Óscar Wilde: «Por
favor, no dispare contra el pianista. Lo está haciendo lo mejor que puede.» En mi caso, ocurre, que, no sólo soy
pianista, sino como poco, además, explorador, descriptor y compositor, con argumentos teóricos y empíricos,
pero también especulativos, algunos otros.

Es éste que tienes en tus manos, el resultado de cinco años de trabajo, en los que más que mudar mis
opiniones con el tiempo, se han depurado los impulsos dominantes de mi pensamiento, en busca de un sentido
a una ín…ma parte de la zaleada realidad que me abruma.

Pero no pienses que estas páginas son un simple relato de lo que acude y pasa por mi cabeza. Tras donde
quizás tú puedas ver una simple metáfora, hay mucho tiempo de re‡exión y mucha búsqueda de rigor. Si a
veces domina la coloquialidad, es fruto del entusiasmo, mas no de la repentización.

Detrás de mis cavilaciones se encuentra el trabajo de muchos, demasiados para poder mencionarlos. Esto es
indudable. Por eso, permíteme dirigirme a todos aquellos que se han sentido olvidados en los agradecimientos
y a esos otros que se busquen en el índice onomástico y no …guren: sólo decirles, que no se preocupen, porque
gozan de una más que excelente y apropiada compañía.

En cuanto al porqué de su lectura en el Departamento de Informática de la Universidad de Extremadura, el
«culpable» de ello es José Moreno del Pozo. O, mejor dicho, la culpa es de su manera de ser, de su apego
a la libertad de vuelo de las ideas —pero no de la sinrazón— y de su inagotable paciencia. Y lo bueno es, que
no puede decirse que mudes en liberto, porque nunca fuiste siervo, sino de la cordura y del sentido común, que
volatiliza la volatería. Él es culpable de su notoriedad en un mundo universitario donde en la otredad habitan
enjalbegados seres, escutiformes y liberticidas, ellos.

Lo que podrían contener estas páginas, en teoría, «tiende» al in…nito. En ningún caso he pretendido, ni
siquiera, acercarme a la exhaustividad de mis propuestas, pues creo que son revisables de continuo desde la
auto(r)-re‡exión y desde tu y su estratos extrínsecos. Pero todo tiene su …nal, y esta obra no iba a ser menos.
Debido a su naturaleza, insisto, está inacabada, aunque creo que he conseguido que lo dicho en ella, vaya más
allá de la mera indicación. Por todo ello, tengo la esperanza, rayando en el egoismo, de despertar la curiosidad
en tí. Busco mi enriquecimiento, mi perfeccionamiento, y por ello, doy la bienvenida a cuantos pensamientos
juzgues a bien obsequiarme, por los que te adelanto mis más candorosos agradecimientos.

Una vez que decidí comenzar a escribir estas páginas, entre las dudas que me asaltaron …guraba hasta dónde
debería profundizar la redacción de los temas preliminares y colaterales. No es fácil dar una respuesta simple
a esta cuestión. Te dejo a tí, querido lector, decidir si mi elección fue la acertada.

En cuanto a las citas y referencias, gozo pensando en las palabras de Bruno Latour:

«Un artículo que no contenga referencias es como un niño sin acompañante que camina de noche por una
gran ciudad que no conoce: aislado y perdido.»
—Bruno Latour [33] (pp. 32-33)
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xxviii Carta al lector

Te pido perdón por aquéllas que pueda haber malinterpretado o errado en su vaciado. Ya lo decía Ambroise
Bierce:

«Cita: acción de repetir de manera errónea las palabras de otro.»
—Ambroise Bierce <Diccionario del diablo>

Mi propósito ha sido siempre ilustrar, y nunca alardear —si bien, he notado que se ha deslizado algún
que otro párrafo generado por una máquina generadora de frases altisonantes (MGFA) que me prestó durante
un tiempo un buen amigo—. Por cierto que, aunque la máquina de mi amigo no es de dominio público, el
lector interesado puede encontrar interesantes, como ideas primarias dos de estas máquinas que alardean de
hacer alarde (aunque más básicas que la MGFA): una es la Máquina generadora sistemática de frases de moda
(Systematic Buzz Phrase Projector) de Philip Broughton [34] —cfr. Postdata (bis)—, y otra, la Máquina de
hacer exámenes de Warren Leslie [26], que con el módulo ad hoc adecuado, es capaz de satisfacer a los más
vanilocuentes etimólogos —cfr. Postdata (ter).

Estoy obligado a solicitar tu perdón anticipado, por alguna que otra vez que te haré pensar en vano; por mis
titubeos, escarbaduras, repeticiones y tanteos inconclusos; y en general, y pese a mi constante preocupación,
por todas las erratas, faltas y defectos que te encuentres. Aunque, con toda seguridad, descubriré los que
se escondieron, una vez encuadernados, espero haber reducido su número y su importancia a una proporción
aceptable. Ni que decir tiene que el único responsable de todos y cada uno de ellos es quien suscribe.

También te pido disculpas por no haber llevado a cabo una revisión realmente crítica y prácticamente
exhaustiva de todas las re‡exiones de los demás, desde el nacimiento de la teoría de los conjuntos borrosos,
pero esto habría exigido por sí solo un trabajo inmenso, del orden de magnitud, pienso, de otra tesis. He hecho
lo que he podido: piensa que actualmente se publican unos 15:000 artículos al año sobre temas borrosos.

Podrás estar o no de acuerdo con lo que digo en las siguientes páginas, pero no es mi meta tu convencimiento
sino tu incomodidad, tu perturbación. Mi propósito es animarte a «repensar» la realidad, al menos una ín…ma
parte suya. A que nunca abandones la pesada carga de pensar por tí mismo. A que encuentres en estas páginas
ideas y conceptos, que de alguna u otra manera intuíste, o que ahora, de sopetón, adivines.

De corazón te digo, querido lector, que si, tras la lectura de estas páginas, en tí nada ha cambiado, no dudes
en expurgar tu mente de cualquier recuerdo suyo.

No obstante, es un orgullo para mí, presentarte mi tesis doctoral, que más que una tesis es un ensayo, que
aunque entre sus temas están la elección y la selección, peca más de abarcadora que de electiva o selectiva, y
que a pesar del lugar en el que se presenta, a veces se deja llevar de la mano de lo irreverente, más que de lo
puramente académico. ¡Te pido disculpas!

Pero, sobre todo, gracias por tu con…anza y gracias por tu disposición a leerla.

Que como dice el poeta granadino Rafael Guillén:

Mi única certeza
es esta incertidumbre.

Olivenza (Badajoz), julio de 2003.

Un abrazo,

Juan Miguel León Rojas

Postdata

¡Cuidado! Algunos asertos y párrafos contenidos en esta Tesis, casi me atrevería a cali…carlos de «imposturas»,
si no fuese por lo grimoso del término y por lo ofendido que pudieras mostrarte, querido lector, ante la poca
ortodoxia y quizás descomedimiento que pareciera yo demostrar, el autor de tales …ngimientos, por advertirte
de forma general y no advertirte, en cada momento particular, y, sobre todo, porque tal cali…cativo responde a
mis creencias en determinadas creencias ajenas. Esto último es lo signi…cativo: en ninguno de tales momentos
asumo el protagonismo, me limito a impregnarlos con las opiniones de otros, eso sí, a veces, matizadas y, otras,
de manera más rigurosa, al menos, aparentemente.

Por poner algunos ejemplos detectados. En la arenga 1.10 aparecen varias. En el Capítulo 4 también se
han deslizado algunas, por ejemplo, en §4.8. Otro ejemplo, concreto, es la respuesta a: «¿Es aleatorio que
un profesor imparta un día mal sus clases?» (pág. 426), así como las preguntas contenidas en el párrafo
inmediatamente anterior.
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Te pido mis más sinceras disculpas, aunque te adelanto que trataré de proporcionar una explicación conve-
niente de su porqué, llegado el desenlace (Cap. 18, §18.5).

Postdata (bis):
El generador sistemático de frases de moda de Philip Broughton

PhilipBroughton [34] ideó un instrumento para construir frases «de moda», que hiciera parecer grandilocuente,
a oídos del profano, a quien las pro…riese. Lo denominó el generador sistemático de frases de moda (GSFM)
(Systematic Buzz Phrase Projector) —cfr. v. gr. Broughton [34]; Bolles [35] (p. 148).

Su funcionamiento es extremadamente sencillo. Se dispone de una tabla de palabras «de moda», distribuidas
en tres columnas —cfr. Tabla 1—. La frase resulta de elegir tres tres números al azar, entre 0 y 9, cada uno
correspondiendo a una columna diferente. Por ejemplo, el código 628 corresponde a «optional monitored
hardware» («hardware supervisado opcional»), un nuevo concepto, sin duda.

Generador sistemático de frases de moda (GSFM)
0. integrated 0. management 0. options

(integrado) (dirección, administración, gestión) (opciones)
1. total 1. organizational 1. ‡exibility

(total) (organizativo) (‡exibilidad)
2. systematized 2. monitored 2. capability

(sistematizado) (supervisado) (capacidad)
3. parallel 3. reciprocal 3. mobility

(paralelo) (recíproco) (movilidad, expresividad)
4. functional 4. digital 4. programming

(funcional) (digital) (programación)
5. responsive 5. logistical 5. concept

(sensible) (logístico) (concepto)
6. optional 6. transitional 6. time-phase

(opcional) (transicional, de transición) (etapa, ciclo, transcurso)
7. synchronized 7. incremental 7. projection

(sincronizado) (gradual, incremental) (proyección)
8. compatible 8. third-generation 8. hardware

(compatible) (de tercera generación) (hardware)
9. balanced 9. policy 9. contingency

(equilibrado) (política) (eventualidad, contingencia)

Tabla 1: El generador sistemático de frases de moda, de Philip Broughton [34].

Decía Philip Broughton [34]: «Nadie tendrá ni la más remota idea sobre qué estás hablando, pero lo
importante es que no lo van a admitir.» En Internet, encontramos sitios que incluso nos ahorran el trabajo de
la elección al azar, por ejemplo:
http://webdeveloper.earthweb.com/repository/javascripts/1999/12/30/JS_23164/script23164.html
http://www.acronymfinder.com/buzzgen.asp

Postdata (ter):
La Máquina de hacer exámenes de Warren Leslie

En esta máquina —cfr. Leslie [26]—, la generación de la frase «de moda» sigue un procedimiento similar al del
GSFM. Se dispone, igualmente, de una tabla de expresiones «de moda», distribuidas en cuatro columnas —cfr.
Figura 1—. En este caso, la frase resulta de elegir 4 números al azar, entre 1 y 20, cada uno correspondiendo
a una columna diferente, y de componer secuencialmente los circunloquios que …guran en las casillas elegidas.
Por ejemplo:

A9–B3–C12–D6

corresponde a: «Aspectos fundamentales nos obligan a reconocer que – la especi…cación del signi…cado – plantea
cuestiones de difícil resolución – (y esto es tan sólo un detalle).»

Sin lugar a dudas, una frase tremendamente sustancial.



xxx Carta al lector

Su libro Master para estudiantes vividores: «Aprobar sin estudiar» viene acompañado de un «icosaedro
mágico aprueba exámenes», esto es, un «dado» de 20 caras que permite elegir al azar, analógicamente, la frase
al momento, con el único esfuerzo de 4 tiradas.

 A B C D 

1 Numerosas hipótesis 
confirman que 

la presunta ley general configura un cierto 
equilibrio armónico 

dentro del más puro 
enfoque materialista 

2 
Es incluso razonable 
afirmar que 

el predicado constituyente 
de las llamadas oraciones 
legales fundamentales 

nos pone en guardia 
contra posibles 
refutaciones 

especialmente en los 
últimos tiempos 

3 
Los últimos 
descubrimientos indican 
que 

la especificación del 
significado 

asume en sí su propio 
concepto 

reincidiendo en lo 
anterior 

4 Un hecho probable y 
muy discutido 

la caracterización anímica 
satisfactoria para 
propósitos de explicación 

constituye un serio 
soporte teórico 

y marca las pautas 
de su posterior 
evolución 

5 

No obstante, 
considerando las 
numerosas 
implicaciones, cabe 
suponer que 

la referencia a individuos 
particulares 

dignifica sus oscuros 
orígenes 

dentro del «pathos» 
afirmativo par 
excellence 

6 
Motivos de un orden 
superior rodean al 
hecho de que 

el poder explicativo del 
enunciado 

potencia la igualdad (y esto es tan sólo 
un detalle) 

7 
Por una clara analogía 
con lo expuesto se 
deduce que 

la concepción general de la 
explicación 

respalda 
intelectualmente 
otras líneas más 
difusas 

como bien puede 
comprobarse 

8 

Sería muy pobre 
nuestra respuesta si no 
incidiéramos en el hecho 
de que 

la subsunción deductiva 
bajo leyes generales y 
principios pasivos 

puede considerarse 
un buen punto de 
partida 

con la virulencia 
propia de una idea 
triunfante 

9 
Aspectos fundamentales 
nos obligan a reconocer 
que 

el modelo deductivo-
gnomológico 

predomina sobre 
otras clausas 
prosódicas afines 

a pesar de 
atavismos culturales 

10 
En todo momento, es 
digno de consideración 
saber si 

el quinto paradigma básico 
de argumentación científica 

reasimila el antiguo 
concepto de 
«Vorstellung» 

en un delirante 
asalto a la razón 

11 A nadie se le oculta que la uniformidad expresada 
por dichos principios 

emparenta con las 
últimas corrientes 
críticas 

en el marco de una 
próspera 
investigación 

12 
Las inapreciables 
circunstancias 
colaterales sugieren que 

el penetrante examen de 
tales conceptos 

plantea cuestiones de 
difícil resolución 

según los trabajos 
del Dr. Kous 
Magnus Holstein de 
Ginebra 

13 
Igualmente, criterios 
obsoletos aparte, 

una distinción no siempre 
valorada en los medios 
académicos 

subraya su carácter 
apodíctico 

en opinión de 
Rudolf Steiner 

14 Se hace evidente que, 
con el tiempo, 

el cúmulo de fenómenos 
empíricos que 
mencionaremos 

favorece 
configuraciones 
altamente flexibles 

(tómese en un 
sentido metafórico) 

15 El ímpetu científico 
garantiza que 

el ilimitado ámbito de la 
población 

no tolera 
comparación con 
otros predicamentos 

a causa del 
determinismo lógico 
insoslayable 

16 No está de más 
preguntarse si 

el ordenamiento y 
distribución de las 
cláusulas 

extrae todo su valor 
de la idea de 
«fraternitas» 

dentro de los 
paralelismos 
póstumos e 
inevitables 

17 
Evidentemente, y sin 
caer en imprecisiones, el nexo ideológico existente 

precisa enormes 
finezas para su 
comprensión 

en pleno engarce 
con la más pura 
tradición 
soteriológica 

18 
Los numerosos tratados 
bibliográficos coinciden 
en afirmar que 

la acentuación de una 
característica 

conduce a un 
vigoroso ejercicio 
crítico 

desde los oscuros 
tiempos 
preconciliares 

19 
Es propio de nuestra 
asignatura asumir que 

la línea de pensamiento 
anterior al 
postmalthusianismo 

implica la refutación 
de antiguos dogmas 

Sub quadam specie 
æternitatis 

20 Pero es indudable que la pretensión de veracidad 
permanente 

supedita nuestros 
razonamientos a la 

¡Santiago y cierra 
España! 

Figura 1: La Máquina de hacer exámenes de Warren Leslie [26] (pp. iii-iv).



«—“Todo es relativo”,
decían algunos contemporáneos de Aristóteles.

Respondió el Estagirita:
—Entonces, también es relativo

que “todo es relativo”.
Por lo tanto,

la verdad existe ...»
—Javier Fernández Aguado [36] (p. 184)

«Es conocida la historia del ebrio que andaba a gatas por la calle, bajo un farol, cuando le sorprendió un
policía. Entonces, éste le preguntó: “¿Qué hace usted?”. “Busco mi cartera”, respondió el ebrio. El policía
le ofreció ayuda, y le preguntó que dónde había perdido su cartera. El ebrio se quedó pensando un momento,
y contestó: “A media calle de aquí, en el callejón.” Con una mezcla de curiosidad y sarcasmo, el policía le
preguntó: “Y, ¿por qué demonios no la busca usted en donde la perdió?” Y el ebrio contestó rápidamente:
“Allí está demasiado oscuro para buscar.”»
—Lee S. Shulman y Evan R. Keislar [37] (p. 225), via Ricardo Marín Ibáñez [38] (p. 71)

En el cuerpo de nuestra Tesis podemos encontrar discusiones, de…niciones, teoremas, proposiciones,
lemas, corolarios, demostraciones, ejemplos y estudios ilustrativos. Aunque las de…niciones, teoremas,
proposiciones, lemas y corolarios, expresan las ideas y a…rmaciones principales, no podemos olvidar las sugeridas
en algunas demostraciones, en las discusiones y en los ejemplos y estudios ilustrativos, al igual que en la
multiplicidad de observaciones que aparecen dispersas —aunque numeradas y por tanto, identi…cadas—
entre los pensamientos anteriores, y entremezcladas con los comentarios, observaciones, contribuciones,
autocríticas, conjeturas, cuestiones para un futuro y conclusiones, también dispersas, o concentradas
en varios puntos a lo largo de la tesis, bajo títulos que comparten la idea de ser una síntesis re‡exiva.

El hecho de ser resúmenes, presentaciones o recapitulaciones, principios o …nales, depende úni-
camente del lugar donde se acomoden y no de sus contenidos —los que, sin lugar a dudas, son objeto de
nuestras arremetidas contingentes, que encararemos aunque sea a rempujones—. Todo esto permite que po-
damos situar tales síntesis, tanto antes como después de la materia sobre la que hemos de escribir o hemos
escrito extensamente, de manera que, por ejemplo, las metas o …nes, sean las contribuciones, o viceversa.

Una última puntualización: no te dejes sorprender, querido lector, por la palabra conjetura, que mas bien
nos referimos a su sentido según Karl Raimund Popper:

«Puedo resumir algunas de mis conclusiones de la manera siguiente: (1) La inducción, es decir, la inferencia
basada en muchas observaciones, es un mito. No es un hecho psicológico, ni un hecho de la vida cotidiana,
ni un procedimiento cientí…co. (2) El procedimiento real de la ciencia consiste en trabajar con conjeturas:
en saltar a conclusiones, a menudo después de una sola observación (como lo destacan, por ejemplo, Hume
y Born). (3) Las observaciones y los experimentos repetidos funcionan en la ciencia como test de nuestras
conjeturas o hipótesis, es decir, como intentos de refutación. [...].»
—Karl Raimund Popper [39] (pp. 80-81, de la versión española)

En el mismo sentido, se expresa, por ejemplo, Edwin Thompson Jaynes [40] (p. 1) con sus hipótesis
tentativas de trabajo, o Carl G. Hempel [41], con su método de las hipótesis:

«Al conocimiento cientí…co se llega mediante el llamado Método de las Hipótesis, es decir, inventando
hipótesis como intentos de respuesta a un problema en estudio, y sometiéndolas después a contrastación
empírica.»
—Carl G. Hempel [41], via Gene Duch [42] (pp. 37-38)
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xxxii Desde el otero

Y mucho más allá nos atrae la conocida frase de Manet, el pintor:

«La naturaleza es sólo una hipótesis.»
—Édouard Manet, via Jerome S. Bruner [3] (p. 61)

Capítulo 1:
«Arengas»

Aunque rechazo cualquier expresión de violencia, y arenga, etimológicamente, procede del gótico harihrings
(reunión del ejército), el …n común de las que propago en este capítulo, es que sean vistas por el lector como
enardecimientos y no —así lo deseo y espero— como peroratas o so‡amas, a pesar de que a algunos bien
pudiéranle parecer.

Y como tantos han dicho: «no están todas las que son, pero sí son todas las que están». Al resto podrá
encontrarlas el lector en su transitar por mi Tesis. Todas ellas forman parte de su espíritu. Muchas, las que
más, permanecen sin respuesta, al menos, sin una convincente. Y la mayoría persevera en mi rebinar, incluso
en sueños.

Pido disculpas, de antemano, pues dado su carácter, su resumen no me pertenece.

Capítulo 2:
«Oberturas»

Parece indiscutible que el aprendizaje humano —responsable, sin duda, de su evolución y progreso—, está
fuertemente in‡uenciado por el conocimiento previo poseído. Los sistemas de representación de conocimiento
prestan una ayuda empírica razonable a los estudios sobre cambio conceptual, al permitir simular las interfer-
encias que se producen entre los conocimientos nuevos con los que se poseían de antemano, así como el proceso
de desarrollo y evolución conceptual.

Suponemos que los sistemas computacionales de representación de conocimiento, con los que tra-
bajamos, son efectivamente computables, humanamente manipulables y que sus elementos son distinguibles
descriptivamente. Para esto último, nos basamos en el principio de la variedad limitada, propugnado por
John Maynard Keynes y Charles Dunbar Broad, es decir, que los atributos de los individuos se reúnen en
un número …nito de grupos, y en los actos de distinción que, como humanos, ejecutamos continuamente, y
cuyos resultados son las unidades (objetos, entidades), en el sentido de Humberto R. Maturana y Francisco
J. Varela [1] (p. 40 de la versión inglesa revisada de 1998) —cfr. Cita en la pág. 4—. Si bien estas unidades
están vagamente per…ladas, porque desconocemos con precisión su per…l de atributos, han de ser humanamente
interpretables. Como intérpretes en estos papeles de unidades vagamente per…ladas, hemos elegido a los
objetos borrosos.

Actualmente, en la mayoría de los sistemas computacionales de representación de conocimiento, los meca-
nismos primarios de inferencia como la categorización y la clasi…cación, se llevan a término utilizando criterios
de subsunción. Pero el uso de argumentos de subsunción acarrea ciertos problemas computacionales, por
ejemplo, con respecto a la comprobación de tipos, la autorreferencia y las clases cíclicas.

Por otro lado, las consultas basadas en similitud se constituyen en un paradigma de búsqueda para
muchísimas aplicaciones, como bases de datos multimedia, minería de datos (data mining), reconocimiento de
patrones, biología molecular, comercio electrónico, o la búsqueda en Internet, por poner varios ejemplos.

El presente capítulo nos motiva, descubre y conduce hacia la primera meta de nuestra Tesis: de…nir un
marco teórico de trabajo adecuado para comparar conjuntos borrosos, ordinarios o no (©-borrosos, de nivel n,
de tipo n, etc.), y nos propone basar las comparaciones en similitudes, evitando así los, a veces, arriesgados,
argumentos por subsunción.

Capítulo 3:
«Exámenes preliminares»

Comoquiera que a lo largo de este estudio hablaremos de clasi…caciones y ordenaciones, porque serán básicos
para nuestros actos de decisión o juicios por comparación, no está de más comenzar por recordar las propiedades,
de más frecuente aparición, de las relaciones binarias, nociones acerca de los retículos, prestando una
atención especial, a los retículos normados; estudiamos los intervalos, presentando las extensiones, ya clásicas,
de las operaciones elementales de la aritmética, a intervalos ordinarios y a intervalos de tipo 2 (intervalos
cuyos extremos son intervalos), y la noción de función de inclusión, esto es, una función de intervalos (su
argumento y su resultado son intervalos o n-tuplas ordenadas de intervalos) generada como extensión de una
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función real de variable real (cuyo argumento y resultado son números reales o n-tuplas ordenadas de números
reales), distinguiendo entre la extensión natural de funciones reales factorizables—que es la que nosotros
usaremos—, la extensión de valor medio y la extensión mediante un polinomio de Taylor (Brook) de
grado 2.

Capítulo 4:
«Idas y venidas entre lo nítido y lo borroso»

La mayor parte del presente capítulo, se centra en revisar algunas nociones, propiedades y teoremas, relativos
a la lógica y a la teoría de conjuntos borrosas, así como a su historia. No obstante, lo original, además de en las
diferentes observaciones que surgen a lo largo de la exposición, se aglomera en dos contribuciones concretas:

² En §4.4.5, destacamos la importancia de los números borrosos no normales, a los que denominamos cuasi-
números borrosos, motivando su de…nición con varios ejemplos: …abilidad de dispositivos medidores
como los sonómetros (medidores de nivel sonoro); desempeño de tareas, interpretando la …abilidad como
con…anza en el trabajador ; comparación de cali…caciones en un supuesto de evaluación de capacidades
subjetivas; y valoración de la capacidad de juicio de un evaluador.

² El anexo anticipador §4.11 recoge algunas investigaciones nuestras a partir de los conjuntos borrosos o
L-borrosos intuicionistas de Krassimir T. Atanassov. Un conjunto borroso queda caracterizado por
su función de pertenencia. Un conjunto borroso intuicionista considera, además, la función de no-
pertenencia; es un caso particular —para L = [0; 1]— de conjunto L-borroso intuicionista, siendo (L;·) un
retículo. Las funciones de pertenencia y no-pertenencia se relacionan mediante una involución de inversión
de orden en (L;·). La idea que aportamos en esta sección es ampliar estos conceptos considerando una
lógica base trivalente, que re‡eje situaciones de duda sobre «la pertenencia o no pertenencia» (el típico
«no sabe, no contesta» de una encuesta) —tres valores: [Sí], [No], [Ns/Nc]—, o tetravalente: ¿por qué
no considerar dudas separadas, es decir, dudas sobre «la pertenencia» y dudas sobre «la no pertenencia»?

Capítulo 5:
«Comparar para aprender»

Al ser una de nuestras metas la de…nición de un marco de trabajo adecuado para comparar conjuntos
borrosos, ordinarios o no, parece ser de cajón que comencemos preocupándonos de la propia noción de com-
paración. Comenzamos estableciendo la re‡exividad y la irre‡exividad, como esencia de la comparación,
y de…nimos los conceptos de asignación básica de similitud, de asignación básica de disimilitud y de
medida de comparación entre objetos. Asimismo, re‡exionamos sobre ciertas propiedades que cualquier
asignación de medida de comparación entre objetos debería satisfacer. La introducción de la simetría, nos
permite de…nir las nociones de similitud y disimilitud, a partir de las asignaciones básicas respectivas.

Los capítulos 6, 7 y 10, y los cuatro ensayos (Caps. 11, 12, 13 y 14), completarán el marco de trabajo, aquí
iniciado, para comparar conjuntos borrosos, sean ordinarios o no.

Capítulo 6:
«Asignaciones de comparación entre intervalos»

En este capítulo ampliamos la idea clásica de medir como distancia entre dos intervalos, el promedio de
las distancias entre sus extremos correspondientes, a medir dos colecciones de puntos pertenecientes a los in-
tervalos, siempre con los puntos extremos entre sus elementos, o sea, los que llamamos dos ®-percentilados
de los intervalos, respondiendo así a la existencia de situaciones de no discernibilidad, cuando para com-
parar intervalos, sólo se tienen en cuenta, como clásicamente, sus puntos extremos. Hemos estudiado los que
denominamos intervalos y líneas de confusión para las métricas ®-percentiladas de Minkowski. Hemos
encontrado condiciones su…cientes en el caso …nito, para que estas disimilitudes ®-percentiladas y ponderadas
que hemos propuesto, sean pseudodistancias, distancias o métricas, en el espacio de intervalos considerado. En
§6.19.1 hemos logrado identi…car una subclase de '-métricas basada en subaditividad, mientras que en
§6.19.2, una subclase de '-métricas basada en concavidad.

Extendemos la idea de disimilitud entre intervalos, calculada a partir de disimilitudes locales entre puntos,
a la idea de calcularla a partir de disimilitudes locales entre subintervalos de los intervalos originales,
proponiendo un esquema iterativo de cálculo. Como un primer ejemplo ilustrativo, observamos que las quasi-
normas de los espacios lineales complejos `Nq (`

M
p ) (M;N 2 N; 0 < p; q · 1) son un caso particular de

las de…nidas por dicho esquema iterativo. Como segundo ejemplo ilustrativo, re‡exionamos sobre varios temas
relacionados con las di…cultades de evaluar los aprendizajes.
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Capítulo 7:
«Comparando conjuntos borrosos»

En este capítulo proponemos asignaciones de medida de comparación entre conjuntos borrosos,
disimilitudes, algunas de ellas, métricas. Las unas, «horizontales», comparando conjuntos borrosos a partir de
las diferencias entre los referentes —para lo que hemos supuesto que el universo de discurso es R o un retículo
normado, de tal forma que los ®-cortes son intervalos del retículo, y, en de…nitiva, comparamos conjuntos
borrosos a partir de las comparaciones entre sus ®-cortes, pudiendo utilizar las asignaciones de comparación
entre intervalos propuestas en el capítulo anterior, para el caso de ®-percentilado …nito, in…nito numerable y
continuo—. Las otras, «verticales», referida al grado de «superposición» entre conjuntos borrosos. Como
ejemplos ilustrativos, pensamos en el reconocimiento de queiremas aislados y en la comparación de
…guras planas.

Capítulo 8:
«Estudio ilustrativo: administración con personas»

Uno de los factores más in‡uyentes en la buena marcha de las organizaciones es la elección de candidatos,
sin duda, una actividad muy política, dado que todo el proceso de elección, la propia elección y el resultado de la
misma pueden mudarse en armas arrojadizas dentro de las luchas internas por el poder. Una buena elección es
sumamente importante, y aunque peque de perogrullada, es así, y hay que decirlo. Las investigaciones muestran,
que, en media, incluso los reclutadores más experimentados eligen con acierto a los candidatos sólo en un 50
por ciento. Los programas informáticos y el reclutamiento electrónico pueden contribuir a conseguir
mejores resultados. En este sentido, este capítulo penetra en los entresijos de las organizaciones, en el mundo
de la elección de candidatos, de la promoción interna, de la valoración de tareas, de la evaluación del
desempeño, de la polivalencia, destacando, en todo momento, la importancia de la comunicación abierta,
interna y externa, en una administración que, cada vez más, es con personas y para las personas, donde
las barreras de las estructuras jerárquicas o piramidales se derrumban, dando paso a la participación total, a la
estructura de la organización en red, en múltiples direcciones: verticales descendentes (jerárquicas), verticales
ascendentes (desde los subordinados), horizontales (entre compañeros) o diagonales (interdepartamentales).

Capítulo 9:
«Estudio ilustrativo: prejuicios auguradores»

«¿Quién es el hijo de mis padres que no es hermano mío?»
—Roger Dawson [43] (p. 288, de la edición española)

¿Por qué no respondemos de inmediato que yo? ¿Por qué buscamos relaciones extrañas de parentesco?
Roger Dawson dice que se debe al pensamiento estereotipado: «Los estereotipos se forman porque la
mente busca siempre el camino más corto para una decisión, la vía de mínima resistencia. Es más fácil dar por
supuesto que una persona o una situación se ajusta a las pautas de nuestra experiencia anterior, que tener que
juzgar, partiendo de cero, a cada persona o situación según su realidad.» —cfr. Dawson [43] (p. 287, de la
edición española).

A lo largo y ancho de todas estas páginas, no paramos de hablar de prototipos, estereotipos, arquetipos,
ideales, omodelos. Pero la realidad es que, la mayoría de las veces, no resulta nada sencillo de…nir un estereotipo.
Por ejemplo, cuando se hace un diseño curricular, se trabaja con estereotipos o modelos de alumnos. Sin
embargo, ¿quién de…nió tales estereotipos? (si los hay), ¿y cómo lo hizo?

Animados por nuestra inquietud y por la lectura de «clásicos» como el maravilloso artículo de Douglas L.
Medin, Robert L. Goldstone y Arthur B. Markman [5], decidimos emprender nuestra propia investigación
acerca de nuestra concepción apriorística, y mal que nos pese, prejuzgadora y estereotípica, de los alumnos a
los que impartimos clases, corroborada por el rumor de pasillos que circula constantemente, sobre, al menos
dos estereotipos, los alumnos «de la técnica» y los «de la superior». A tal estudio, dedicamos este capítulo.

Capítulo 10:
«Desarrollo y evaluación de TOPSIS-0/1: Información orientada a objetos y clases borrosas»

En este capítulo, desarrollamos y evaluamos TOPSIS-0/1, una técnica modi…cadora de TOPSIS, que nos
permitirá eludir los argumentos basados en subsunción en los sistemas basados en conocimiento borroso,
que han sido los que hemos elegido para interpretar el papel de los sistemas de conocimiento basados en unidades
vagamente per…ladas.

Como decíamos en §2.3, suponemos que cualquier objeto y cualquier clase —de cara a nuestros …nes, clase
será sinónimo de tipo, e incluso de vista (clase virtual)—, se representa en el sistema por un per…l descriptivo
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consistente en un conjunto de puntuaciones relativas a unos atributos pertenecientes a una colección …nita
preestablecida. Cada una de estas puntuaciones denota el grado en el que el atributo al que se re…ere la
puntuación es satisfecho por el objeto o clase.

Capítulo 11:
«Primer ensayo: comparación de conjuntos nítidos»

Como decíamos en páginas anteriores, empezando por el Capítulo 5, una de nuestras metas es la de…nición
de un marco de trabajo adecuado para comparar conjuntos borrosos, ordinarios o no. Dedicábamos el comienzo
de dicho capítulo, a de…nir los conceptos de asignación de medida de comparación, de similitud y de disimilitud
entre objetos. En este primer ensayo, seguimos construyendo dicho marco, extendiendo las ideas anteriores
para objetos al caso de conjuntos nítidos. Estas de…niciones se establecen para los conjuntos de una ¾-álgebra
M(U), aunque las extendemos, de manera natural, a una colección cualquiera S de subconjuntos de U . Usando
una asignación básica de medida ¹, en lugar de la medida discreta (el cardinal), y extendemos, de manera
natural, las de…niciones de coe…ciente de similaridad y de coe…ciente de disimilaridad, que resultarán ser casos
particulares de las medidas de parecido y distinción, respectivamente, que aquí también de…niremos. Las
de…niciones anteriores pueden extenderse al caso de conjuntos borrosos, utilizando la ¾-álgebra borrosa en vez
de la ¾-álgebra nítida. Finalizamos considerando valoraciones lingüísticas de una comparación, como es
natural en nuestros actos corrientes de lenguaje, por lo que proponemos la de…nición de asignación básica de
medida de conjuntos con valoración borrosa. En el capítulo 17, concretamente en §17.2, completamos
estos conceptos, de…niendo los de asignación lingüística de medida de conjuntos, cuasi-probabilidad
lingüística, y probabilidad lingüística.

Capítulo 12:
«Segundo ensayo: ¿cuál es la más cercana? ¿y la más lejana?»

En este segundo ensayo, introducimos el concepto de relación de cercanía desde un punto de vista
intuitivo: si algo es cercano a nosotros dos, es que es cercano a tí o a mí, y recíprocamente, si algo es cercano a
tí o a mí, es cercano a nosotros dos (si lo es a mí, lo es a tí, a través de mí). De manera similarmente intuitiva,
introducimos la noción de relación de lejanía: si algo está lejos de nosotros dos, es que está lejos de tí y de
mí, recíprocamente, si algo está lejos de tí y de mí, entonces, está lejos de nosotros dos.

Una relación de cercanía no tiene que ser simétrica. Por ejemplo, una relación de cercanía entre diferentes
puntos de una ciudad, bajo el supuesto de que todos los desplazamientos se hacen en coche, cumpliendo el
código de circulación. En este caso, el hecho de que un punto A esté cercano a un segundo punto B, no implica
el recíproco: basta con imaginar que A y B sean los puntos extremos de una calle de una sola dirección, y que
ir (en coche) desde B hasta A, suponga dar un rodeo considerablemente largo.

Extendemos estas relaciones a conectivas distintas a la disyunción y la conjunción y, en §12.2, a
relaciones entre subconjuntos completos de un retículo, de…niendo la cercanía sup-inf entre dos de ellos, como
el agregado (según la conectiva elegida) entre las cercanías entre los extremos. Para conseguir gradaciones
intermedias en la valoración de verdad de «ser cercano a», introducimos, en §12.3, la noción de cercanía
borrosa, y demostramos que podemos interpretar el grado de pertenencia como un grado de cercanía.

Prestando, en todo momento, una atención particular a los problemas de categorización de prototipos
y de clasi…cación de ejemplares, en §12.10, proponemos indicadores de cercanía y lejanía para intervalos
®-percentilados; en §12.11, extendemos estos indicadores a intervalos de tipo 2; y en §12.12, los extendemos
a subconjuntos ©-borrosos, considerando dos aproximaciones: una basada en secciones verticales, y la otra
basada en ®-cortes.

Capítulo 13:
«Tercer ensayo: ¿cuál es la más cercana y la más lejana, a la vez?»

Varias han sido las aproximaciones que se han desarrollado para de…nir los conceptos de una manera natu-
ral. Este tercer ensayo mantiene el espíritu engendrado, principalmente, por las aproximaciones de Wittgen-
stein, Rosch (Heider) y Zadeh.

Lo que proponemos y hacemos nosotros es que, en vez de relaciones de parecido, similaridades, diferencias,
etc., utilizamos los indicadores de cercanía y de lejanía vistos en el ensayo anterior. Los primeros nos permiten
tener una idea sobre la semejanza de un ejemplar no clasi…cado con respecto a los miembros de una clase dada,
mientras que con los segundos podemos determinar su diferencia respecto del resto de las clases. El hecho de
que no necesitemos una medida simétrica de cercanía (resp., lejanías), nos conduce a la tercera idea en juego,
las cercanías (resp., lejanías) dobles: Dado un ejemplar, no sólo es importante encontrar el prototipo a cuyo
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per…l de características sea más cercano el per…l del ejemplar, sino también encontrar el prototipo cuyo per…l
sea el más cercano al del ejemplar.

Clásicamente, la cuestión es la primera, o en todo caso, ambas son abordadas implícitamente debido a la
simetría de las medidas de parecido y semejanza más usadas. La aproximación por doble cercanía, considera
ambas cuestiones a la vez, obteniendo un único prototipo, y permitiendo modular la pertinencia o relevancia
de cada cuestión en el prototipo …nalmente obtenido. Este tipo de asimetría es bien conocido en las ciencias
cognitivas.

La aproximación por doble cercanía está parametrizada por operadores de lógica borrosa, así como por
operaciones de agregación, algo que resulta frecuente en el desarrollo de Sistemas «Inteligentes» Borrosos.
Presentamos el marco de trabajo de las dobles cercanías/lejanías en el escenario de la administración para y
con las personas, en concreto, en relación a la Elección multicriterio de personal o puestos. Analizamos
cuatro situaciones de elección desde una perspectiva integradora y simultánea de la elección de aspirantes por
las organizaciones y su recíproco, la elección de las organizaciones por los candidatos. Ambas situaciones son
frecuentes, debido a los constantes cambios en el mercado de trabajo. Finalmente, describimos el método
brevemente en otros escenarios: Diagnosis y prognosis médicas sintomáticas (§13.4), Comparación
de imágenes digitales (§13.5) y Diagnosis y prognosis médicas por imagen (§13.6). En todos ellos,
la descripción …nal de los prototipos (lo conocido) y de los ejemplares (los hechos) se lleva a cabo mediante
subconjuntos ©-borrosos de tipo 2 (la pertenencia es expresada mediante un intervalo cuyos extremos son
subconjuntos borrosos ordinarios). Como, en general, la negación de una cercanía es una lejanía, ya sea en
intervalos, en intervalos de tipo 2, en conjuntos borrosos, en conjuntos ©-borrosos o en conjuntos ©-borrosos
de tipo 2, reducimos el estudio principalmente a cercanías.

Capítulo 14:
«Cuarto ensayo: ajustes y desajustes»

Cuando comparamos los per…les de un puesto de trabajo y un aspirante, podemos encontrarnos ante
cualquiera de las nueve siguientes que mostramos en la Fig. 2:

i)

ii)

iii)

Situación 1         Situación 2        Situación 3

   Trabajo  |  Aspirante Trabajo  |  Aspirante Trabajo  |  Aspirante

Figura 2: Esquema de las diferentes situaciones posibles al comparar per…les de
puestos y candidatos.
— Fuente: Elaboración propia.

Todas las situaciones (x.i) son absolutamente insatisfactorias: el puesto y el aspirante no tienen nada
en común. Las situaciones (x.ii) son satisfactorias, en mayor o menor grado, dependiendo del tamaño de la
intersección. La situación (3.iii) es la ideal: representa el hecho de un perfecto ajuste entre los per…les de un
puesto y un candidato. Las situaciones (1.iii) y (2.iii), conllevan un desaprovechamiento del puesto de trabajo
y del aspirante, respectivamente.

Esto nos motiva a proponer un marco de trabajo de asignaciones básicas de medida de ajuste y
desajuste, que incluirá las cercanías y lejanías anteriores como casos particulares. Dependiendo de la naturaleza
del problema, serán utilizadas las unas o las otras. Los resultados obtenidos se aplican a algunos ejemplos
concretos. Finalmente, en §14.6, mostramos algunas de las relaciones de inclusión entre algunas de las diferentes
asignaciones de medida de las diferencias que hemos de…nido en estos cuatro ensayos.

Capítulo 15:
«Un minero de datos ataviado con indumentaria tornasolada (borrosa y bayesiana)»
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El apego metodológico sigue siendo una seña de identidad en la comunidad cientí…ca. No olvidemos que
muchos todavía consideran no ortodoxo a lo bayesiano. Baste recordar, por ejemplo, lo que …gura en la
contracubierta de Introduction to Probability and Statistics (from a Bayesian Viewpoint). Part 2. Inference de
Dennis V. Lindley [44], publicado en 1965: «El tratamiento de la inferencia adopta el punto de vista bayesiano;
esto es, está basado en el concepto de una medida numérica del grado de creencia en una hipótesis cientí…ca.
Aún hoy en día, se considera algo no ortodoxa esta aproximación pero cada año que pasa se generaliza más su
aceptación.»

Con estos tres capítulos: «Un minero de datos ataviado con indumentaria tornasolada (borrosa y bayesiana)»,
bis y ter, tratamos de contribuir a suavizar el tajante exclusivismo existente en la disyunción entre lo bayesiano
y lo borroso. En todo momento nos hemos sentido animados por un «espíritu ecuménico» —como decía House
[45]—, un talante ecléctico, postulante de la complementariedad metódica y teórica, arraigado …rmemente
en nuestra naturaleza humana.

Para lograr estos …nes, pensamos que deben usarse formalismos de representación de conocimiento incierto
e inexacto. La aplicación de lo borroso y lo bayesiano se ha visto colmada de éxitos. La lógica borrosa —cfr.
Klir y Yuan [46]— y las redes bayesianas —cfr. Pearl [47]; Castillo, Gutiérrez y Hadi [48]—, junto a los
algoritmos asociados a ellas que se usan para razonar, son dos formalismos de representación del conocimiento
que han sido usados para tratar esta cuestión, en multitud de estudios punteros.

En este primero, suponemos que disponemos de una evidencia nítida que se ha asignado al ítem bajo estudio
con relación al grado de satisfacción de una propiedad, grado que se clasi…ca en tipos diversos. Por ejemplo,
cualquier nota o puntuación numérica nítida (p. ej., en media, por una comisión evaluadora de expertos) que
sea dada a un trabajador, con relación al grado de destreza en el desempeño de una tarea determinada,
según la realice torpemente, atolondradamente, con soltura, con pericia, o con habilidad sorprendente.

Para conseguir que varios expertos compartan información relacionando la evidencia con tales clases, parece
mucho más conveniente usar evidencia borrosa en vez de evidencia nítida. Consideramos un conjunto de
términos de cinco valores lingüísticos o palabras, de cinco valores borrosos de evidencia: L(E) = fmuy bajo
(MB), bajo (B), medio (M), alto (A), muy alto (MA)g.

Abundando en ello, y de forma explícita, la idea que subyace a nuestra propuesta es la asunción de que
ningún valor numérico preciso puede considerarse como una puntuación razonable para asignarla a un ítem (p.
ej., un trabajador) en relación al grado de satisfacción de una propiedad (p. ej., el grado de destreza en el
desempeño de una tarea).

El problema consiste en estudiar la propagación bayesiana borrosa de tal imprecisión en la evidencia.
La ejempli…cación ilustrativa que vemos de tal problema es: dado un trabajador, al que se le ha asignado (p.
ej., en media, por una comisión evaluadora de expertos) una puntuación numérica nítida, en referencia a la
evaluación del desempeño de una tarea (por una prueba o test rápido de desempeño), entonces, decidir cuál
es el grado de destreza del trabajador en el desempeño de la tarea en cuestión (durante una actividad normal
y no en una prueba o test rápido), es decir, clasi…car la tarea, con respecto a dicho trabajador, en una de
las cinco clases mencionadas anteriormente, según la tarea sea desempeñada por dicho trabajador, torpemente,
atolondradamente, con soltura, con pericia, o con habilidad sorprendente.

Capítulo 16:
«Un minero de datos ataviado con indumentaria tornasolada (borrosa y bayesiana) (bis)»

En esta segunda parte, suponemos que disponemos de una evidencia nítida, valorada con intervalos, que se
ha asignado al ítem bajo estudio con relación al grado de satisfacción de una propiedad, grado que se clasi…ca en
varios tipos. Continuaremos con el mismo ejemplo relativo al grado de destreza en el desempeño de una
tarea. El problema es: dado un trabajador, al que se le ha asignado (p. ej., en media, por una comisión eva-
luadora de expertos) una puntuación nítida, en forma de intervalos, en referencia a la evaluación del desempeño
de una tarea (por una prueba o test rápido de desempeño), entonces, decidir cuál es el grado de destreza del
trabajador en el desempeño de la tarea en cuestión (durante una actividad normal y no en una prueba o test
rápido), es decir, clasi…car la tarea, con respecto a dicho trabajador, en una de las cinco clases mencionadas
anteriormente, según la tarea sea desempeñada por dicho trabajador, torpemente, atolondradamente, con soltura,
con pericia, o con habilidad sorprendente.

Insistimos en la diferencia con el planteamiento del capítulo anterior: la evidencia se valora aquí con
intervalos. En el capítulo siguiente, la tercera parte del «minero», abordaremos el problema suponiendo que
la evidencia se valora con palabras.

Capítulo 17:
«Un minero de datos ataviado con indumentaria tornasolada (borrosa y bayesiana) (ter)»
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Como decíamos en el capítulo anterior, ha sido muy habitual el representar las probabilidades por números
reales del intervalo [0; 1]. Sin embargo, esta es sólo una posibilidad, y quizás no sea la más frecuente. Allí
tratamos el caso de que las probabilidades se representasen por intervalos. Este capítulo lo dedicamos a las
palabras. «Gran probabilidad», «mucha probabilidad», «probabilidad baja», etc., son expresiones frecuentes
en nuestro lenguaje natural.

El origen de estas expresiones está en una información insu…ciente, en una falta de datos, que nos impide
estimar de manera precisa las probabilidades. Las anteriores son ejemplos de «probabilidades» lingüísticas o
cualitativas, pero también empleamos intervalos de probabilidades numéricas («la probabilidad está entre 1=5
y 1=4»), intervalos de «probabilidades» lingüísticas («con una probabilidad media-baja») o probabilidades de
segundo orden («la verdad es que hay una probabilidad bastante alta de que la probabilidad de que llueva
mañana esté entre 0:2 y 0:3»).

Tradicionalmente, también se ha exigido la aditividad en los juicios basados en probabilidades o frecuencias
(esto es, que la frecuencia asignada a un suceso sea igual a la suma de las frecuencias asignadas a un conjunto
exhaustivo de componentes suyas, mutuamente excluyentes). Pero, de nuevo, en las relaciones humanas, esta
es una mera posibilidad. Es mucha la evidencia, por ejemplo, a favor de la Teoría del Soporte, de Amos
Tversky y Derek J. Koehler [49], según la cual lo más frecuente es la subaditividad.

Capítulo 18:
«Desenlace»

Como decía Charles F. Kettering: «cuando se la encuentra, la respuesta es sencilla». No esperes lector
conclusiones de…nitivas ni a…rmaciones categóricas del tipo «el presente estudio ha alcanzado los objetivos
metodológicos y teóricos que planteaba». Nosotros no estamos seguros de que hayamos encontrado respues-
tas, sólo lo creemos, aunque con lo que sin duda nos hemos topado es con una multitud de preguntas. Aún
más, ignoramos si mucho de lo que hemos encontrado son respuestas, porque desconocemos las preguntas.

Apéndice A: «Lenguas de señas»

Este primer apéndice, dedicado a las Lenguas de Signos Gestuales, tiene su razón de ser en el Ejemplo ilus-
trativo 7.3, que propone el problema del reconocimiento en tiempo retardado de queiremas aislados. Comienza
el apéndice con una brevísima exposición histórica —cfr. §A.1—, estableciendo las de…niciones de pose, postu-
ra, gesto y signo en §A.3. Sigue la presentación de la estructura lingüística y articulatoria de un signo gestual
—cfr. §A.5— y del caso concreto de la Lengua de Signos Española (LSE), con los parámetros manuales que
intervienen en la articulación de un signo genérico —cfr. §A.6—. Finalmente, en §A.7 comentamos la impor-
tancia de la expresión de la cara, en el proceso de reconocimiento e identi…cación de los signos pertenecientes
a las lenguas naturales de signos gestuales.

Apéndice B: «Medidas de disimilitud entre distribuciones de probabilidad»

En el Capítulo 17, proponíamos, para cada individuo, convertir su per…l descriptor dado por intervalos
de extremos distribuciones de probabilidad, en un per…l descriptor donde no intervengan probabilidades, en
realidad, en un per…l descriptor ©-borroso de tipo 2, donde los extremos de los intervalos son subconjuntos
borrosos ordinarios. Para llevar a cabo esto, necesitamos saber medir la distancia o divergencia entre
distribuciones de probabilidad. Podemos hacerlo, directamente, esto es, a partir de las disimilitudes locales
entre valores de las funciones de distribución, o indirectamente, a partir de medidas locales entre valores de sus
funciones de densidad asociadas. En este último caso, Krzanowski [50] distingue entre: medidas relacionadas
con la medida de a…nidad propuesta por Bhattacharyya, y medidas basadas en ideas provenientes
de la teoría de la información. En cualquier caso, destacábamos la necesidad de utilizar divergencias
ponderadas entre distribuciones de probabilidad. Todas ellas las recogemos en este Apéndice.

Apéndice C: «La comunidad moral de los iguales»

Es otra arenga. El haber hablado de la comunidad de los iguales, comunidad humana, en el capítulo 8.2,
ha conmovido mis sentimientos de ser vivo, más que de especie. Aunque debemos ser realistas: pretender
ampliar esta comunidad a los grandes primates, como de…enden en su libro, Paola Cavalieri y Peter Singer
[51], es un objetivo a largo plazo, a muy largo plazo; y pretender ampliarla a otros seres vivos, es, sencillamente,
una utopía. Pero la justicia, como la estabilidad y el equilibrio, sólo es una cuestión de tiempo, así que no es
una ucronía. He ahí el porqué de este apéndice. Al igual que en el primer capítulo, donde se reunieron otras
tantas arengas, pido disculpas, pues dado su carácter, su síntesis re‡exiva no me pertenece.

¤ ¤ ¤
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Cuando tras transcribir textualmente una cita de un autor, usamos la fórmula «via Autor1 y ... y Autorn»,
queremos indicar que han sido ellos quienes nos han permitido acceder al conocimiento del primero, bien porque
nos dirigieron hacia la lectura directa de la cita, bien porque nos la mostraron en su obra.

También hemos de decir que, a veces, hemos manejado recopilaciones de citas. En concreto, tres: Cal-
endario de la Sabiduría de León Tolstoi [52], Diccionario de Citas Literarias, de Florence Montreynaud
[53] (ampliado por Ana Quintanilla), y The Macmillan Dictionary of Quotations, de Macmillan Publishing
Company [54].





«Hay una anécdota que se cuenta sobre un muy famoso y brillante teórico de la decisión.
Se le ofreció un puesto de trabajo en otra universidad,

aunque estaba muy comprometido con la universidad en la que estaba trabajando.
Fue a discutir con su mejor amigo si debía aceptar o no.

Su amigo le hizo ver que era un famoso teórico de la decisión, y que
debía ser capaz de aplicar su teoría de la decisión para tomar la decisión en cuestión.

El teórico de la decisión quedó completamente anonadado.
La teoría de la decisión sólo se aplica, en la mayor parte de los casos,
cuando las partes más difíciles de la decisión ya han sido tomadas.»

—John R. Searle [55] (p. 155)

[...] Pero estaban empezando a desvanecerse en la monocromía de lo que se tiene demasiado aprendido.
Quedarse en el mismo sitio durante tanto tiempo estaba comenzando a nublarle la mente.»
—Richard Powers [56] (p. 125)

Aunque rechazo cualquier expresión de violencia, y arenga, etimológicamente, procede del gótico
harihrings (reunión del ejército), el …n común de las que aquí propago es que sean vistas por el lector
como enardecimientos y no —así lo deseo y espero— como peroratas o so‡amas, a pesar de que a
algunos bien pudiéranle parecer.
Y como tantos han dicho: «no están todas las que son, pero sí son todas las que están». Al resto
podrá encontrarlas el lector en su transitar por mi Tesis. Todas ellas forman parte de su espíritu.
Muchas, las que más, permanecen sin respuesta, al menos, sin una convincente. Y la mayoría
persevera en mi rebinar, incluso en sueños.
Pido disculpas, de antemano, pues dado su carácter, su resumen no me pertenece.

1.1 Comienzos

«El fundamento de cualquier teoría es el ejercicio social.»
—Isaac Newton

Dicen las malas lenguas que las ocasiones de utilizar en la vida real los conocimientos matemáticos adquiridos
son muy raras y que, fuera de las cuatro reglas y la noción de proporcionalidad (regla de tres), el adulto normal
no tiene apenas ocasión de, por ejemplo, calcular la longitud de una circunferencia o el volumen de un cono.
Por otro lado, algunos de los que han llegado a profesionales, grandes empresarios u hombres de Estado se
jactan de no haber comprendido en absoluto «las Matemáticas».

«Para triunfar en el mundo de los negocios no se precisa título académico alguno. Las escuelas y las fa-
cultades preparan a gentes subalternas para desempeñar funciones rutinarias. No producen, desde luego,
empresarios; no se puede fabricar empresarios. El hombre deviene empresario sabiendo aprovechar oportu-
nidades y llenando vacíos. El certero juicio, la previsión y la energía que la función empresarial requiere no
se consigue en las aulas.»
—Ludwig Von Mises [57], via Javier Fernández Aguado [36] (p. 86)
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2 Capítulo 1. Arengas

«Que nadie entre aquí si no es geómetra» (entiéndase matemático) decía Platón. Y es que estos altane-
ros zotes de lo formal, no comprenden que su analfabetismo matemático no es tal, sino que han conseguido
sobrepasar la matemática concreta traduciéndola a una nueva lengua depurada, más abstracta si cabe, pero
que conserva los principios de la matemática, expandiendo su, ya de por sí, gran potencia de razonamiento, y
permitiendo simpli…car de alguna forma su visión del mundo para dar a su acción más fuerza y e…cacia.

La realidad es que en muchísimas ocasiones nos sentimos obligados a la precisión. Rechazamos lo vago.
Nos asusta lo impreciso, aun siéndolo nuestra lengua, con toda seguridad, el medio más frecuente de ejecutar
actos de comunicación.

No obstante, hay ocasiones en las que no queda más remedio que exigir tal precisión: ahora que tan de
actualidad, por desgracia, está el término de «armas inteligentes», las armas no han de ser inteligentes, han de
ser precisas. No podemos permitir la imprecisión a la hora de construir puentes, edi…cios, o peraltar las curvas
de una carretera.

Usamos una matemática precisa para responder de nuestras cuentas ante el Estado. Pero muchos de
nosotros, seríamos partidarios de una menor precisión, de una burocracia más ‡exible. Quizás sea éste un
término con connotaciones no tan dramáticas como «vagos». Por ello, algunos pre…eren cali…car de ‡exible a
lo vago y de in‡exible a lo no-vago.

Pero por mucho que hayamos sido educados en la sobriedad y precisión del lenguaje matemático, preferimos
razonar, en nuestros actos sociales, con palabras y no con «matemáticas». Preferimos decir gris oscuro que
RGB(60,60,60). Quizás sea Bart Kosko el más pertinaz defensor de la introducción de los razonamientos con
palabras en el quehacer social cotidiano. Recomendamos la meditada lectura de sus escritos, en particular de
Pensamiento borroso [58] y de El futuro borroso o el cielo en un chip [59].

Una situación reciente en la que me ví implicado, corroboró mis sospechas. Ante una columna de
hormigón armado, ligeramente combada, «un poquito sólo», según un arquitecto amigo, quien me comentaba
que podríamos hacer los cálculos necesarios para demostrar que la combadura no iba a afectar a la estructura
del inmueble, pero que no merecía la pena: la probabilidad de verse afectada era bajísima, prácticamente nula.
Lo que hizo mi amigo no fue más que una previsión bayesiana sobre datos no precisos, que valoró borrosamente
(con palabras). Bayesiana, porque su dilatada experiencia como arquitecto le proporciona un vasto conocimiento
a priori, que supo aprovechar para realizar su inferencia. Sobre datos no precisos, porque en ningún momento
midió la combadura de la columna, se limitó a utilizar una palabra para valorar tal combadura: «ligeramente».
Y, …nalmente, valoró borrosamente una probabilidad: no proporcionó un valor numérico, sino que emitió un
juicio sobre ella con palabras, la probabilidad es «bajísima», «prácticamente nula» —y no sólo borrosamente,
sino que empleó dos palabras, dudaba entre ellas; en realidad la valoración borrosa era también imprecisa.

En el esquema de la Fig. 1.1, nuestro caso se sitúa en el último eslabón: se trata de una abstracción
cualitativa imprecisa —la culpa, de los cali…cativos de la comba: «ligeramente», «un poquito sólo»—, a partir
de la cual, el proceso de inferencia nos proporciona una solución (auto-)explicativa. Es decir, hemos sido capaces
de generar una explicación a partir de una abstracción de la realidad, sin tener que recurrir a un intérprete
de valores numéricos —cfr. v. gr. Forbus [60]—, sean estos precisos (números) o no (intervalos). Y ello,
¿por qué? Porque hemos trabajado con términos similares a los que emplea el razonamiento humano, términos
cualitativos frente a cuantitativos.

Esto nos trae a la memoria el modelado y razonamiento cualitativo, en todas y cada una de sus
tres principales aproximaciones: la basada en restricciones —cfr. Kuipers [61]—; la centrada en componentes
—cfr. De Kleer y Bobrow [62]; Williams [63]—, y la centrada en procesos —cfr. Forbus [64].

Un modelo cualitativo es una abstracción del modelo formal, basado en relaciones de causalidad y di-
recciones de cambio de los parámetros, sin prestar mayor atención a los valores numéricos. Del mismo modo,
razonar en base a cualidades, sin prestar la menor atención a las cantidades, corresponde al razonamiento
cualitativo —cfr. Vadillo [65].

En general, modelar un problema surgido en un campo especí…co, signi…ca traducir su percepción, su
«modelo mental», su computabilidad intuitiva, en un modelo formal, en computabilidad formal, abstrayendo
las propiedades reales de los objetos, usando variables y relaciones matemáticas, y, ¡cómo no!, la tesis de Alonzo
Church y Alan Mathison Turing, es decir, creyendo, con…ando, en nuestra intuición.

«Un modelo matemático es cualquier sistema completo y compatible de ecuaciones matemáticas, diseñadas
para que se correspondan con alguna otra entidad, su prototipo. Tal prototipo puede ser una entidad física,
biológica, social, psicológica o conceptual, tal vez, incluso, otro modelo matemático.»
—Rutherford Aris [66], via Philip J. Davis y Reuben Hersh [67] (pp. 67-68)
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Figura 1.1: Abstracciones cuantitativas y cualitativas. Las primeras producen solu-
ciones cuantitativas, numéricas, que requieren de un intérprete de va-
lores numéricos. Las segundas llevan a una solución (auto-)explicativa.
—Fuente: Elaboración propia.

Philip J. Davis y Reuben Hersh [67] (p. 68), apuntan que el término «ecuaciones» en la cita precedente,
podría reemplazarse por «estructura», pues no siempre se trabaja con modelos numéricos.

Tras elegir, descubrir o inventar el modelo, y una vez resuelto el problema, exacta o aproximadamente, sólo
hay que trasladar el resultado matemático al campo de aplicación, traduciendo inversamente. Un esquema de
este proceso podría ser el que aparece en la Fig. 1.2.

En todo caso, la elección de un modelo no es tarea fácil. Sea como fuere, es preciso decidir si el modelo
matemático proporciona una descripción aceptable del problema en estudio. Para ello, parece necesario estudiar
cada uno de ellos, con el carácter de una realidad distinta dotada de propiedades peculiares. El estudio del
modelo matemático se efectúa utilizando matemáticas rigurosas hasta donde es posible, con matemáticas for-
males o no rigurosas hasta donde se puede, y con muchos tipos de cálculo realizados con ayuda de ordenadores:
simulaciones, truncamientos, discretizaciones, etc. El estudio del problema quizás pueda realizarse en laborato-
rio; o bien, si existe en la naturaleza alguna aproximación a él, podrá ser estudiado donde las condiciones más
se parezcan a las ideales; incluso podríamos simularlo por ordenador, si es que imaginamos poder decir a la
máquina lo su…ciente acerca de cómo se comportaría nuestro problema. En este último caso, lo que en realidad
estamos haciendo es comparar dos modelos matemáticos distintos —cfr. Davis y Hersh [67] (pp. 271-272).

Howard S. Becker [68], con su tipología constructivista, a…rmaba que el tipo construido, como tal cons-
trucón, no se encuentra en la naturaleza, sino en la mente del observador, y que ninguna de estas imágenes
propiedad del observador tiene una correspondencia «exacta» en la realidad.

Anteriormente, Max Weber ya habló de tipo, en el sentido kantiano de ideal —aunque se distinguen «dos
Webers», el primero, para el que el tipo es meramente heurístico, y el segundo, para el que el tipo necesita
ser explicativo:

«Constituye éste un cuadro conceptual que no es la realidad histórica, al menos no la «verdadera», y
que mucho menos está destinado a servir como esquema bajo el cual debiera subsumirse la realidad como
especimen, sino que, en cambio, tiene el signi…cado de un concepto límite puramente ideal, respecto del cual
la realidad es medida y comparada a …n de esclarecer determinados elementos signi…cativos de su contenido
empírico.»
—Max Weber [69] (p. 82), via Anna Estany [70] (p. 319)

John C. McKinney introduce nuevos matices en las concepciones de Weber y Becker:
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Figura 1.2: Proceso de abstracción.
—Fuente: Adaptado de Davis y Hersh [67]
(p. 102).

«El tipo construido no se re…ere necesariamente a la forma más común de un fenómeno, sino en general a
la forma más signi…cativamente representativa.
El tipo construido no es un estereotipo, en cuanto el estereotipo carece con frecuencia de un referente empírico
y constituye una exageración afectiva impremeditada que no es empíricamente útil porque le faltan criterios
explícitos que la hagan comparable a casos concretos.»
—John C. McKinney [71] (p. 27), via Anna Estany [70] (p. 321)

Carl G. Hempel [72] distingue entre tipos clasi…catorios, extremos u ordenadores e ideales. En particular,
según Hempel, los tipos extremos u ordenadores no admiten como instancia un caso individual, sino que éste
puede clasi…carse como dicho tipo en base a una aproximación: no podremos decir que x es T o no-T , si T
es un tipo extremo, sino que x es más o menos T . Hempel insiste en que este «más o menos» no puede
caracterizarse numéricamente, sino comparativamente. La distinción, que hace Hempel, con los tipos ideales,
es que estos últimos son aquéllos que están englobados en un modelo teórico más general.

Nosotros no consideramos la distinción última de Hempel entre tipos extremos e ideales. Si bien estamos de
acuerdo con él —y de paso con Becker y McKinney— en la característica de aproximación de la realidad al
tipo. Los tipos extremos o ideales (en adelante, prototipos, arquetipos, estereotipos o ideales) que consideramos,
son abstracciones de ejemplos, que desde el punto de vista empírico-observacional es el más común.

1.2 Por siempre en las fronteras

«Los límites de mi lenguaje son los límites de mi propio mundo.»
—Ludwig V. Wittgenstein

Y los límites del mundo —del nuestro— son los límites de nuestros sentidos, de nuestros pensamientos y de
nuestro lenguaje. Y cada uno de ellos se erige como factor limitador de lo que en esencia no es limitable. ¿Cómo
se nos manifestarían entes que poseen sentidos, pero ninguno de ellos es el tacto, ni el gusto, ni el olfato, ni el
oído, ni la vista, ni nuestro sentido común, y que por tanto, ni veremos, ni oiremos, ni oleremos, ni gustaremos,
ni tocaremos, ni intuiremos? ¿Cómo abordamos la existencia de un ente en cuya existencia nos es imposible
pensar? ¿Cómo nos comunicamos con un ente sin un lenguaje común?

¿Por qué podemos hablar de entes distintos? ¿Será porque comparamos?

«El acto de indicar cualquier ser, objeto, cosa, o unidad, implica hacer un acto de distinción que distingue
lo indicado de su fondo. Siempre que hacemos referencia a algo, implícita o explícitamente, estamos especi-
…cando un criterio de distinción, que indica sobre qué estamos hablando y especi…ca sus propiedades como
ser, unidad u objeto.
Esta situación es frecuente y no es única: necesaria y permanentemente estamos inmersos en ella.
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Una unidad (entidad, objeto) procede de un acto de distinción. Recíprocamente, siempre que nos referimos
a una unidad en nuestras descripciones, implícitamente lo hacemos a la operación de distinción que la de…ne
y la hace posible.»
—Humberto R. Maturana y Francisco J. Varela [1] (p. 40 de la versión inglesa revisada de 1998)

Comparamos varios entes a través de sus per…les representadores de cualidades. Penetramos así en el feudo
de las estimaciones de valor. Atribuimos valores, pero la existencia se reserva el valor verdadero, «objetivo»,
de cada cualidad, para cada ente. Nuestra de…nición pragmática de «objetividad» es como mínimum de la
«subjetividad», que es lo humanamente medible, sea con o sin ayuda de máquinas, creadas por humanos o por
máquinas creadas por humanos1.

Si la existencia no es predicable —cfr. v. gr. Searle [77]; Reyes [78](p. 67)—, entonces, la ciencia está
adherida al convenio de lo no precisable objetivamente. El mundo que experimentamos es un mero intérprete,
alentado por nuestros sentidos y pensamientos, del mundo verdadero.

«La ciencia no tiene génesis pre-cientí…ca, no hay verdad primera, sino errores primeros» —cfr. Reyes
[78](p. 78)—. Y añadimos: el progreso de la ciencia resulta de iterar este aforismo. Hemos aprendido a convivir
con el error, ab ovo. «Una verdad sobre un fondo de error: tal es la forma del pensamiento cientí…co», son
palabras de Gaston Bachelard —via Román Reyes [78](p. 45).

Aunque quizás más, la cultura oriental que la occidental. El Ying y el Yang, la relación entre opuestos que
se intertransforman: si el Ying aumenta, el Yang disminuye, y si el Ying disminuye, el Yang aumenta. Por eso
dice Bart Kosko [58, 59] que la teoría de conjuntos borrosos y la lógica borrosa calaron muchísimo más hondo
en la cultura oriental, porque su pensamiento, sus …losofías, aceptan la gradación entre opuestos.

Nuestra actitud no debe ser conformista, no debe ser la del inductivista baconiano a la espera de un patrón
(cualquier patrón), sino la del inquieto buscador, en este caso, de modelos que se ajusten a la evidencia,
re…nando, si es posible, ese ajuste a medida que se mani…este nueva evidencia; eliminando, si no obviando, el
error.

Así, cuando describimos, mudamos la existencia en interpretación. Somos entes receptores y constructores
de los entes que imaginamos objetivar. Incluido el error. Por eso nos equivocamos. E intentamos explicar el
error. Y reincidimos. Por eso existen tantos tratamientos y teorías del error.

Sea como fuere, a lo único a lo que podemos aspirar es a una teoría no más allá de una mera simpli…cación
de la realidad (objetiva). Conseguir esta simpli…cación raya en el arte. Algo usual es eliminar, con frecuencia de
manera inconsciente, otras veces presintiendo su parva importancia, un ingente tropel de relaciones concurrentes
en el mundo real. No menos habitual es sustituir algunas de las relaciones identi…cadas, por aproximaciones. Lo
desconocido no suele atañernos. A los resultados, los llamamos modelos (percepciones de la realidad objetiva), y
sobre ellos, construimos las teorías. Esta inexactitud puede llevar y así sucede a veces, a reacciones inesperadas
de los modelos, a que el modelo siga un camino lógico no previsto, a efectos secundarios, ante cambios en las
entradas, o condiciones de trabajo del mismo. Mediante rutinas de prueba se intenta demostrar que el modelo
funciona en todos los supuestos concebibles. Pero siempre podremos albergar dudas acerca de su verdad: «El
ordenador no elimina los errores humanos, pues él mismo es un producto humano.» —cfr. Davis y Hersh
[67]—. La veri…cación —esto es, la demostración matemática de la validez del modelo— sólo es posible para
modelos simples.

1.3 Ambigüedades, decisiones, elecciones, selecciones y preferencias

«Cualquiera es capaz de elegir lo que pre…ere; pero sólo los soberbios saben preferir lo que eligen.»
—Luc de Capliers, Marqués de Vauvenargues <Re‡exiones y máximas>

elegir (del lat. eligere, sacar, arrancar) tr. Escoger a una persona o cosa para un …n, pre…riéndola a otras.

seleccionar tr. Elegir, escoger a una persona o cosa pre…riéndola a otras de su especie por su condición o
cualidades.

Según Douglas John White [79] (p. 20), «elección» y «selección» son términos intercambiables: los
humanos eligen o seleccionan, mientras que las máquinas sólo pueden seleccionar. Lo con…rma el uso del
lenguaje:

1 La posibilidad de la autoduplicación de una máquina, fue demostrada teóricamente por John Von Neumann [73] —cfr.
Arbib [74]; Cutland [75] (pp. 204ss.)—. Este concepto ha sido …elmente asimilado por las sondas espaciales (sondas de Von
Neumann auto-reproductivas) propuestas por Frank J. Tipler [76] (pp. 86ss. et passim ) para recorrer el Universo.
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selector.-m. COMUNIC. Dispositivo de conmutación, electromecánico o de otro tipo, que permite conectar
un circuito de entrada con otro de salida, seleccionado entre una variedad de ellos.

elector, ra.- w adj. Que elige o tiene potestad o derecho de elegir. Ú.t.c.s. jj w m. y f. DER. Persona que
reúne las condiciones exigidas por la ley para ejercitar el derecho de sufragio.

Decía Smith [80]2 que decidir es resolver una ambigüedad.

ambiguo, gua.- (del lat. ambiguus) adj. Dícese de las palabras o expresiones que pueden entenderse de
varios modos o admitir varias interpretaciones y que, por tanto, dan lugar a dudas, incertidumbre o confusión.
jj Vago, incierto, dudoso.

White [79] (p. 13) de…ne un estado de ambigüedad como aquel en el que existe un conjunto de…nido de
alternativas. En general , una ambiguedad se resuelve mediante una elección, que bien puede ser una decisión.

Decidir es más restrictivo que elegir. La decidibilidad3 de cualquier acto de decisión es previa al acto en sí.

Decidir comporta razonamiento, ha de justi…carse nuestra preferencia. Al elegir, puede que simplemente se
pre…era, se razone o no la preferencia. Churchman [81] advierte que de la observación de la elección realizada
por una persona, no podemos saber si es o no el resultado de una decisión: lanza una moneda al aire y elegirás
—que no decidirás— entre A o B, según salga cara o cruz4. Churchman [81] llama a las decisiones, «elecciones
preferidas». Con un mecanismo aleatorio no se obtiene preferencia, no se obtiene decisión, sino únicamente
elección, y es tan maquinal el asunto, que diríamos que, en realidad, sólo se obtiene selección5.

En los procesos de elección,White [79] (p. 16) distingue entre aquellos que son cognoscitivos e identi…cables6

(a los que denomina «decisiones puras») y aquellos otros que no lo son (a los que llama «elecciones puras»).
La realidad es que, por lo general, la resolución de la duda, comporta un compuesto de ambos tipos de procesos
de elección. Hay todo un continuo entre ambos —cfr. Fig. 1.3.

elecciones 
puras 

decisiones 
puras 

DECISIONES 

ELECCIONES 

Figura 1.3: El continuo de la elección.
— Fuente: Elaboración propia.

A la vista de ello, White [79] (p. 17) sugiere trocar la denominación habitual «decisor» por la de «decisor
parcial».

«Puede haber elección sin decisión; pero no puede haber decisión sin elección.»
—W. Dunlop [82]

Al ente decisorio se le denomina comúnmente «decisor»7.
2via White [79] (pp. 13-14).
3De una manera informal, pero rigurosa, podemos decir que B es un conjunto efectivamente decidible en un superconjunto

suyo, A, precisamente si existe un algoritmo efectivo tal que para todo elemento de A, decida si está en B o en AnB. Alternativa,
pero equivalentemente, podríamos de…nir estos conceptos basándonos en la función característica del conjunto B respecto del
superconjunto A. Sea CB;A : A ! f0; 1g, de…nida como 1 si a 2 B y 0 si a 2 AnB. Así, B es efectivamente decidible en A,
precisamente si CB;A es efectivamente computable. Decimos que un predicado ®(x) es un predicado decidible, precisamente si
su función característica C®, es computable. Cualquier algoritmo que compute C® se denomina proceso de decisión para ®(x).

En el caso que nos ocupa, se trata del predicado: «la alternativa A es la mejor, entre todas las pertenecientes al conjunto de
alternativas determinado, para el problema de decisión considerado». El problema de decisión se resuelve hallando un proceso de
decisión para este predicado, esto es, encontrando un método efectivo para decidir acerca de la validez de una alternativa frente a la
no-validez del resto. Otro tema es el coste computacional del método, y su realización física, su implementación y su implantación.

4White [79] (p. 27) denomina «decidibilidad débil» a la afectada probabilísticamente, a aquélla para la que la preferencia
«pierde signi…cado».

5Pero puede que el mecanismo nos ayude a «ver la luz». Y si no, pensemos en cuántas veces, el lanzamiento de una moneda,
ha contribuido a despejar nuestras dudas.

6Lo cual no sólo se re…ere a la identi…cación de las operaciones que intervengan en el proceso, sino también a sus aspectos
cognoscibles —cfr. White [79] (p. 15).

7Por cierto, que no confunda el lector con «decidor», como hemos visto en alguna literatura, pues éste último es un adjetivo
cuyo signi…cado es: que dice, que habla con facilidad y gracia.
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1.4 Irracional elige racional

«Un jugador no puede razonar: Yo soy racional, luego que yo adopte el argumento A le convierte en un
argumento racional. Por tanto mi oponente hará lo mismo que haga yo. Esto pone el carro delante del
caballo. Un argumento no es racional porque es aceptado por una persona racional. Por el contrario, una
persona es racional porque él o ella sólo acepta argumentos racionales.»
—Ken Binmore [83] (p. 304)

Es la opinión de muchos que la irracionalidad forma parte de la esencia humana más que de la de esos otros
seres que llamamos «irracionales».

«La tradicional fórmula de que el hombre es un ser racional ha sido casi siempre mal entendida. Ha inducido
siempre a que se haga el hombre extravagantes ilusiones sobre sí mismo ... Decir del hombre que es racional
representa algo así como decir del vecino de Castuera que es madrileño porque ha tomado el tren para
Madrid.»
—José Ortega y Gasset

Cuatro operadores aparecen con frecuencia en los razonamientos lógicos: modus ponendo ponens (A !
B ^ A ` B), modus tollendo tollens (A ! B ^ :B ` :A), la ley del silogismo (A ! B ^ B ! C ` A ! C)
y la ley de los contrapuestos (A ! B ` :B ! :A). No es raro saber que el ser humano los confunde, como
también confunde validez y verdad. Es típica, por ejemplo, la confusión de modus tollendo tollens con la ley
de los contrapuestos, a partir de apreciar únicamente la verdad de q, cuando se considera la validez de p ) q
—cfr. Wason y Johnson-Laird [84]; Revlin, Leirer, Yopp y Yopp [85]; Nickerson, Perkins y Smith
[86].

Más aún. Bruno Latour [33] (p. 189) relata la experiencia de comprensión de razonamientos sencillos que
realizó Alexander Romanovich Luria [87] entre campesinos de la antigua Unión Soviética. Por ejemplo: «En
el polo norte todos los osos son blancos; Novaya Zemyla está en el polo norte. ¿De qué color son allí los osos?
—No lo sé. Deberías preguntarle a los que han viajado por allí y los han visto.» El campesino no es capaz
de aplicar modus ponendo ponens. De esta experiencia, uno podría inferir que estos campesinos no son nada
lógicos, pues no aplican el operador adecuado. Sin embargo, Michael Cole y Sylvia Scribner [88] hicieron un
experimento similar en Liberia, donde a los campesinos que decían esto, se les pedía explicar su razonamiento,
diciendo que para conocer el color de algo, tenían que verlo, y que para ver algo, tenían que estar junto a
ese algo. Como ellos no estaban en el polo norte y no podían ver los osos, no eran capaces de responder a la
cuestión. ¡Pues anda si son lógicos! Su razonamiento es un ejemplo de aplicación de modus tollendo tollens.

La tarea de selección de Wason (Wason’s Selection Task, WST) fue propuesta en su forma original por
Peter Cathcart Wason [89]. Se presentan cuatro cartas, todas con una letra en una cara y un número en la
otra. Se proporciona una regla condicional, por ejemplo: «si una cara de una carta es A, entonces la otra cara
es 1». Las cuatro caras que se ven de las cartas muestran: A, B, 1, 2. En general, si la regla condicional es
p) q, entonces las caras que se muestran corresponden a: p, :p, q y :q. La tarea consiste en decir qué cartas
hay que voltear para averiguar si la regla es verdadera o falsa. Dos respuestas muy frecuentes son: «sólo la
carta p», y «las cartas p y q» —cfr. Newstead y Evans [90].

Pero las respuestas también dependen del «contenido»: se dice que se produce un efecto de contenido
temático. Cuando p y q cambian su contenido semántico, a las anteriores, se unen dos nuevas respuestas: «p y
:q» y «:p y q» —cfr. Dominowski [91]—. Por ejemplo, Griggs y Cox [92] nos cuentan cómo la respuesta
«p y :q» fue la mayoritaria cuando los encuestados debían imaginar ser policías que comprobaban si se cumplía
p) q, en este caso: «si una persona está bebiendo cerveza, entonces esa persona debe tener más de 18 años».

Otro de los «errores» lógicos que suele cometer el ser humano, es el denominado error (o falacia) de la
conjunción por Tversky y Kahneman [93]. Ocurre que suele estimarse mayor la probabilidad de que un
objeto pertenezca a una clase que a una superclase, basándose en la «similitud» de la descripción del objeto
con la descripción de la subclase. Por ejemplo, cuando se dice que «Linda es una mujer joven, soltera, sin
pelos en la lengua, ..., profundamente vinculada en temas de discriminación y justicia social, ...», entonces,
aproximadamente un 80 por ciento de individuos, incluso aquellos con un nivel socio-cultural elevado, aseguran
que es mucho más verosímil que Linda sea «una cajera feminista» que «una cajera» —cfr. Tversky y
Kahneman [94].

En cuanto a la forma de explorar lo racional o irracional del comportamiento humano, también hay algo
que decir. Amos Tversky y Daniel Kahneman [95] llevaron a cabo una experiencia en la que planteaban la
misma cuestión de dos formas distintas —cfr. Gambara [96] (pp. 63-64):
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«Problema 1: Imagina que se ha descubierto una extraña enfermedad que se espera provoque 600 muertes. Se
han propuesto dos programas alternativos para combatirla. Asumamos las siguientes estimaciones cientí…cas
sobre las consecuencias de los programas:
Si se adopta el programa A, se salvarán 200 personas.
Si se adopta el programa B, existe una probabilidad de un tercio de que las 600 personas se salven, y de dos
tercios de que nadie se salve.
¿Qué programa elegirías?
Problema 2: Imagina que se ha descubierto una extraña enfermedad que se espera provoque 600 muertes. Se
han propuesto dos programas alternativos para combatirla. Asumamos las siguientes estimaciones cientí…cas
sobre las consecuencias de los programas:
Si se adopta el programa C, morirán 400 personas.
Si se adopta el programa D, existe una probabilidad de un tercio de que nadie muera, y de dos tercios de
que los 600 mueran.
¿Qué programa elegirías?»

Unos 300 estudiantes fueron preguntados sobre esta cuestión, a la mitad, digamos grupo G1, sobre el
problema 1 y a la otra mitad, digamos grupo G2, sobre el problema 2. El resultado fue que del grupo G1, el 72
por ciento eligió la alternativa A y el 28 por ciento, la B. Del grupo G2, el 22 por ciento eligió la alternativa
C y el 78 por ciento la D. Sorprendente, ¿o no?

Podríamos decir mucho más sobre la racionalidad irracional, pero pensamos que las siguientes palabras de
Bruno Latour, conforman un magní…co epítome:

«Hay, en nuestras sociedades modernas, una ley muy dura que prohibe a las personas matarse entre sí.
Las personas que infringen esta ley se llaman “asesinos”. También hay una práctica, bastante frecuente,
consistente en arrojar bombas contra poblaciones enemigas. Los pilotos de estos aviones deberían llamarse,
por consiguiente, “asesinos” y deberían ser juzgados. Nada de eso, advirtió con cierta perplejidad un antro-
pólogo azande enviado a Gran Bretaña. En vez de sacar esa conclusión lógica, los británicos simplemente
consideran que los pilotos son “asesinos por obediencia debida” (son inocentes y no son juzgados), y que
los “asesinos premeditados” son peligrosos y deben ser juzgados y encarcelados. Así, un caso claro de
irracionalidad se presenta al mismo jurado que tuvo que decidir sobre la falta de juicio de los azande. Desde
el punto de vista del antropólogo africano, los británicos aplican dos normas al mismo tiempo; norma 1:
matar personas es asesinar; norma 2: matar personas no es asesinar. En vez de observar esta contradicción e
intentar resolverla, a los británicos simplemente les trae sin cuidado. Esta indiferencia escandalosa ofrece un
motivo claro para justi…car un juicio por irracionalidad que podría llamarse “la razón contra los británicos”.
Por supuesto, pueden encontrarse circunstancias atenuantes de dicha irracionalidad. Si los pilotos fueran
llevados a los tribunales, se destruiría la autoridad militar, lo cual aterraría al tejido entero de la sociedad
británica. Por ello, para proteger sus instituciones sociales, los británicos pre…eren no sacar conclusiones
lógicas. Aquí, una vez más, se sacan a colación razones sociales para explicar por qué dicha conducta no
está en concordancia con las leyes de la lógica.»
—Bruno Latour [33] (p. 181)

a las que añadimos otras, no por excusar el epítrope, pues las que siguen son secuaces, al menos en el tono,
sino por su relevancia con respecto al signi…cado de las anteriores:

«¡Paz!, ¡paz!, ¡paz! Sí, sea paz, pero sobre el triunfo de la sinceridad, sobre la derrota de la mentira. Paz,
pero no una paz de compromiso, no un miserable convenio como el que negocian los políticos, sino una
paz de comprensión [...]¡Raza de víboras la de esos que piden paz! Piden paz para poder morder y roer y
emponzoñar más a sus anchas.»
—Miguel de Unamuno <Vida de Don Quijote y Sancho>

En …n, suele entenderse por hipótesis de racionalidad del decisor, que ella o él debe estar en posesión
de una hipótesis de comportamiento coherente, en el sentido de que:

«la alternativa elegida por un decisor debe ser, al menos, tan buena, de acuerdo a sus preferencias,
como cualquier otra alternativa disponible.»

Pensemos que, por ejemplo, en Economía, al modelar la interacción consumidor–productor, la hipótesis de
racionalidad del consumidor implica que sólo piense en el conjunto de aquellos bienes de consumo que pueda
permitirse —esto es, que se olvide del «cuento de la lechera»—. Por otro lado, suponer que el productor es



1.5. Habilidades, inseguridades y cajas grises 9

racional implica que cualquier acción que emprenda generará, a corto, medio o largo plazo, un bene…cio igual
o mayor que cualquiera de las otras acciones posibles.

Unas palabras de Jerry Alan Fodor [97] (pp. 57-58, de la edición española):

«No puedes preferir A a B a menos que creas que preferirías A a B si conocieras todos los hechos(¤).
(Obsérvese que no se serviría a la racionalidad con el requerimiento más débil según el cual no crees que
haya hechos que, si los conocieras, invirtieran tu preferencia. Si un agente no tuviera opiniones acerca de lo
que preferiría si todos los hechos estuvieran presentes y si, por tanto, se viera obligado a escoger, lo racional
para él sería decidir a cara o cruz.)»
(¤) Más precisamente, la fuerza de la preferencia de A respecto de B igualaría la fuerza de la convicción
de que uno preferiría A a B si todos los hechos estuvieran presentes. Si se le ofrece a uno elegir a cara o
cruz, se haría mal en preferir uno u otro lado de la moneda; y se haría mal en pensar que habría sido más
probable que se pre…riera cara y no cruz en caso de haber sabido de qué lado caería la moneda.

A ellas, debemos añadir que en muchas situaciones, una vez lanzada la moneda, nos da igual lo que elijamos.
Si no, ¿cuántas veces no nos ha pasado que tras lanzar la moneda, y vernos obligados a preferir B a A, nos
«arrepentimos», y al …nal elegimos A? La moneda sólo fue un medio para despejar nuestras dudas, para aclarar
nuestras preferencias.

Insistimos, el ser humano no siempre actúa racionalmente. Está comprobado experimentalmente que si a
un conjunto de acciones, entre las que uno tenía claro cual elegir, se le añade una acción no deseable, a veces
ocurre que produce tal efecto en nuestro esquema mental, que cambia de manera signi…cativa nuestro criterio
último para elegir, y cambiamos nuestra elección, escogiendo una acción peor que la que inicialmente teníamos
en mente —cfr. Rabin [98] (p. 38).

Por ejemplo, en un bar donde sólo ofrecen dos bocadillos, de tortilla española y de jamón, observamos que
un cliente «siempre» pide el de jamón, por lo que deducimos que pre…ere el jamón a la tortilla española. Un
buen día, se ofrece un tercer bocadillo: de lomo. Y precisamente, ese día, observamos que el mismo cliente pide
el bocadillo de tortilla española. La «pregunta del millón»: ¿es racional deducir que las elecciones del cliente
son inconsistentes con la hipótesis de racionalidad?

Estas imperfecciones del modelo de la elección racional, de naturaleza humana, son bien conocidas, por
ejemplo, por los teóricos de la publicidad, que las aprovechan para diseñar campañas publicitarias especí…cas
que modi…quen las preferencias del consumidor a favor de los productos promocionados.

Por otro lado, si hay más de un decisor, entonces debemos hablar de la hipótesis de racionalidad múltiple
entre decisores, en el sentido de que ellos, como un todo, posean una hipótesis de comportamiento coherente:

«la alternativa elegida por ellos, debe ser, al menos, tan buena, de acuerdo a sus preferencias, como
cualquier otra alternativa disponible.»

Ante múltiples decisores, debemos hablar de consenso. Miguel Fernández Pérez [22] (p. 556) distingue
tres zonas de racionalidad —cfr. Fig. 1.4.

1.5 Habilidades, inseguridades y cajas grises

«¡Elegir! Es la chispa de la inteligencia. ¿Vaciláis? ... Todo está dicho, os equivocáis.»
—Honoré de Balzac <El ilustre Gaudissart>

Por lo general, un decisor no es novicio con respecto al problema que intenta resolver. Dispone de un bagaje
especí…co proveniente de sus experiencias con problemas similares. Posee una estructura de referencia, un
concepto cercano al de esquema de Horton y Mills [99] en psicología cognitiva o al de los dominios habituales
de Yu [100]. En realidad, para cada problema, Yu, Zhang y Huang [101], proponen pensar en su conjunto
de competencia asociado.

«Por ejemplo, comprar una casa es un problema importante de decisión para la mayoría de la gente. Por lo
general, empleamos bastante tiempo y esfuerzo en recordar nuestras propias experiencias, hablar con nuestros
amigos, visitar inmobiliarias, mirar anuncios, para poder así ampliar nuestro conjunto de competencia, que
incluye identi…car preferencias, desglosar y digerir la información de mercado, hacer cábalas …nancieras,
conocer las viviendas en venta y sus calidades, etc. No estaremos preparados para comprar a menos que
nuestro conjunto de competencia no sea lo su…cientemente grande.»
—Po L. Yu, Dazhi Zhang y Shude Huang [101] (p. 473)
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Figura 1.4: Zonas de racionalidad.
— Fuente: Adaptado de Fernández Pérez [22] (p. 556).

Este conjunto consta de ideas, conocimiento, información y habilidades, para solucionar el problema. Este
conjunto puede ser reducido, ontológicamente, al conjunto de competencias verdaderamente necesario, que
permite al decisor resolver el problema, una vez que él o ella haya adquirido y dominado tal conjunto. Por
tanto, podemos hablar acerca del conjunto de habilidades adquiridas por el decisor, y así entender la estructura
de referencia como una parte del conjunto de habilidades adquiridas por el decisor. Cuando más adelante,
hablamos de probabilidades a priori y verosimilitudes, este conjunto es parte esencial de su construcción.

El modelo de Daniel Vanderpooten [102] entiende el proceso de toma de decisiones como un proceso
retroactivo dividido en dos etapas: etapa de aprendizaje, en la cual, la estructura de referencia del decisor es
reforzada, o incluso creada, mediante una exploración libre del conjunto de alternativas potenciales, y la etapa
de búsqueda, en la que, una vez que la estructura de referencia del decisor ha quedado bien establecida, se busca
una solución de compromiso satisfactoria mediante exploración directa del conjunto de alternativas. Nuestro
trabajo se localiza en la etapa de búsqueda. Es el tipo de problemas que Ackoff [103] denomina problemas
de decisión evaluativos8. Este conjunto de alternativas que exploramos durante el proceso de decisión es
estable y global, en el sentido de Vincke [104] (p. 2), esto es, está de…nido a priori y no cambia durante el
procedimiento y, por otro lado, cada alternativa excluye a cualquier otra.

Ha de tenerse en cuenta la incertidumbre que rodea las preferencias y los juicios. Bullinger [105] advierte
de la inseguridad de toda persona en cualquier acto de decisión y por tanto de la práctica imposibilidad de que
proporcionen juicios precisos. La elección racional se ve contaminada por la incertidumbre. Parece que en vez
de un valor numérico, sería, a veces, más conveniente, usar un intervalo o un término lingüístico, una palabra.
Estas situaciones tienen su correspondencia en los subconjuntos ©-borrosos y los subconjuntos borrosos de tipo
2, respectivamente. No obstante, no podemos olvidar que la capacidad lingüística de los seres humanos para
describir categorías con términos verbales es muy limitada. Dado un conjunto inicial de categorías, podemos
hablar de categorías umbrales entre ellas, que podrían usarse si el decisor duda entre categorías vecinas. El
uso de modi…cadores lingüísticos con las categorías iniciales nos permitiría acceder a las categorías umbrales.

En el futuro inmediato posterior a la lectura de esta tesis, se sitúa la creación de una interfaz persona-
método. No podemos olvidar, en ella, que la explicación automática de la lógica subyacente a la elección
recomendada por la máquina es fundamental para su aceptación por los decisores —cfr. Erdman [106]; Klein,
Weber y Shortliffe [107]; Kosey y Wise [108]; Waterman [109]—. Es bien conocido que los sistemas
de consulta de tipo «caja negra» —o sea, los que simplemente proporcionan respuestas …nales— no son bien
aceptados por los usuarios. Las empresas se resisten a las «cajas blancas». Por tanto, que sean grises las cajas.

1.6 Equivócate, perfecciona tus hábitos y decide «por la tangente»

«Y los que no hacen nada, no se equivocan jamás.»
—Théodore de Banville <Occidentales>

8Ackoff [103] distingue dos tipos de problemas de decisión: evaluativos y de desarrollo. En los primeros, se conocen
todas las alternativas, mientras que en los segundos, es necesario buscar alternativas.
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Lo que escribimos en las siguientes páginas versa sobre decisiones humanas, y no sobre sistemas de elección
pura ni de selección pura, donde se haya suprimido el esfuerzo mental. En realidad, no creemos que estos últimos
deban ser los que «elijan o seleccionen una decisión». Afectando a humanos, la resolución de las ambigüedades
ha de ser mediante decisiones. Como decíamos anteriormente, Bullinger [105] advierte de la inseguridad
de toda persona en cualquier acto de decisión. Pero, precisamente por ser humanos, y aun en presencia de
información previa sobre los entes entre los que ha de decidirse, es muy difícil, si no imposible, eliminar, ni lo
subjetivo ni lo cualitativo.

Además de esa inseguridad, debe asumirse la posibilidad de error. No hay escape, porque no existe la
alternativa ideal. Cuenta Andrés Senlle [110] (p. 37), reputado consultor, cómo el señor Hasunuma, Director
General de Sony, antes de la …rma de un contrato con él, le dijo: «Mire señor Andrés, quiero que inculque a
mis “managers” que tomen decisiones y que se equivoquen, porque es mejor tomar una decisión equivocada que
no tomar ninguna, pero que se equivoquen una sola vez.»

Pero nada de ello debe acibararnos. Hemos de realizar la decisión: la acción que ella conlleva ha de llevarse
a la práctica. Sin esta última fase, eso sí, bien plani…cada (cuándo, quién, cómo, dónde, ...), no se culminaría
el proceso, y en realidad, podríamos decir que no ha habido decisión alguna. Claro que, como recomienda
Javier Fernández Aguado [36] (pp. 33ss. et passim), bajo las batutas de los llamados hábitos operativos
(entendiendo que siempre nos referimos a buenos hábitos) —sobre los que ya re‡exionaba Aristóteles y
que en la actualidad se acogen en el ámbito de la Dirección por Hábitos9, que «enseña que la fuente del
verdadero valor del trabajo subjetivo es el perfeccionamiento mismo de la persona» —Op. cit., p. 96—,
plasmándose esta realidad en el perfeccionamiento de sus hábitos, como por ejemplo, la prudencia —la auriga
virtutum de los griegos— y la paciencia (Op. cit., pp. 75ss. et passim) —cfr. item v. gr. Tenzin Gyatso
(Dalai Lama) [111]—, a las que podríamos añadir la humildad, dignidad, libertad, ‡exibilidad y con…anza, así
como, la lealtad, sinceridad, puntualidad, laboriosidad, reciedumbre, saber estar, buen gusto, responsabilidad,
alegría, naturalidad, sencillez, generosidad, magnanimidad, justicia, comprensión, audacia, amistad, valentía,
buen humor, agradecimiento, etc. —cfr. Fernández Aguado [36] (pp. 96-97).

Un último factor, si no el primero, es la creatividad. Cuando uno tiene ante sí varias alternativas, debería
siempre cuestionarse si en realidad esas son las únicas posibles —es el caso de la respuesta «ninguna de las
anteriores», a la que tan acostumbrada está el solucionador de tests de elección múltiple10—. Esto corresponde
a una dimensión extraña, en principio, al proceso de elección o selección: la creatividad11.

Roger Dawson describe esta necesidad de multiplicar opciones como un «fantasear disciplinado» [43] (p.
120, de la edición española). Es lo que, según Roger Dawson, caracteriza la primera fase de la toma de deci-
siones. Es lo que en Psicología —desde Guilford y su cubo representativo de la estructura de la inteligencia,
cuyo primer diseño data de 1967— se denomina pensamiento divergente12. Esta primera fase es complemen-
taria de la fase última, de aplicación de algún método concreto sobre cómo elegir la mejor opción disponible, a
la que Dawson se re…ere como pensamiento convergente [43] (p. 117, de la edición española) —de nuevo, en

9 La Dirección por Hábitos combina y mejora la Dirección por Objetivos y la Dirección por Valores, al concertar lo procedi-
mental, o sea, el conjunto de acciones a realizar para conseguir una meta pre…jada, con lo relativo a los valores relacionados con
un tipo de conducta, a las actitudes o predisposiciones y a las normas o prescripciones.

10 No obstante este ejemplo, no olvide el lector que estos tests se basan en que el reconocimiento es más fácil que la evocación,
y por supuesto, que la elaboración o la creación —cfr. Monereo (coord.), Castelló, Clariana, Palma y Cabaní, [112] (p.
104).

11 Mucho se ha escrito sobre cómo reconocer la personalidad creadora. Existen multitud de listas diferentes de carac-
terísticas. Por ejemplo, E. Paul Torrance resume en 84 los atributos propuestos por otros autores —cfr. Paul Torrance
[113]—, aunque operativamente, los redujo a cinco: ‡uidez, originalidad, ‡exibilidad, inventiva y elaboración. De igual manera,
considerando lo aportado por varios autores, José Luis Mosquera Villar [114] (p. 160, cfr. item pp. 155-165), en su análisis
de la personalidad creativa de Miguel de Unamuno propone que sean: curiosidad, sensibilidad, ‡uidez, ‡exibilidad y originalidad.
Caso de que el lector esté interesado por este tema de la creatividad, le recomendamos la atenta lectura del libro de Ricardo Marín
Ibáñez, La creatividad: diagnóstico, evaluación e investigación [38].

12 «Clásicos» ejemplos de aplicación de pensamiento divergente, es decir, de crear «nuevas» alternativas —nuevas, en el sentido
de considerar las que habitualmente no consideraríamos—, son:

² ¿Quién es el hijo de mis padres que no es hermano mío? —cfr. §9.

² Un hombre viaja en un coche con su hijo. Tiene lugar un accidente. Ambos resultan heridos. Son conducidos al hospital en
la misma ambulancia. El médico de la ambulancia determina que es necesario operar de urgencia al niño. Avisan por radio
al hospital para que el quirófano y el cirujano que esté de guardia en urgencias, estén preparados. Pero, ya en la mesa de
operaciones, cuando ve al niño, dice: «Lo siento, no puede operar, es mi hijo.»

² Un testamento determina que hay que repartir 11 coches entre los tres hijos del fallecido, de la siguiente forma: la mitad de
los coches debe ser para el mayor, la cuarta parte para el mediano, y la sexta parte, para el pequeño. (Nota: una solución
divergente sería que de los tres hijos, sólo uno tuviese capacidad legal para heredar, y por tanto para él serían los 11 coches,
¿o no? En todo caso, suponga el lector que los tres hijos viven y todos están capacitados legalmente para heredar.)
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honor de J. P. Guilford y su cubo13—, el tipo de razonamiento medido por los tests habituales de inteligencia
—cfr. Cohen [116] (pp. 166-173).

1.7 Consenso y bienestar social

«El hombre es, de todos los animales, el menos capaz de vivir en rebaño.»
—Jean-Jacques Rousseau <Emilio>

En un per…l, un dato numérico correspondiente a un criterio, se puede interpretar como un número de votos
o en función de un número de votos, y el procedimiento de elección, como un procedimiento de votación. Esto
no es otra cosa que lo que hemos hecho con respecto a la creatividad en la nota a pie de página número 11.

Son muy conocidos tres problemas en los procedimientos de votación: la generación de circuitos
(intransividades), que el método de votación sea dictatorial y la posibilidad de manipular el resultado
(proponer una estructura de preferencia que no es la real, sino la más ventajosa para favorecer a un candidato
determinado).

Los seres humanos tomamos conciencia de la propiedad transitiva sobre los siete u ocho años —cfr. Vasta,
Haith yMiller [117] (pp 268-269). A partir de ahí, comenzamos a jugar, conscientemente, con ella14. «Roca,
papel, tijeras» (RPT) es un ejemplo de juego infantil que ha ilustrado en múltiples ocasiones la intransitividad.
Lo juegan dos jugadores. Cada uno oculta una de sus manos. El juego consiste en sacar roca (puño cerrado),
papel (mano abierta con los dedos extendidos) o tijeras (los dedos índice y medio forman una V). Las reglas
son sencillas: R gana a T, T gana a P y P gana a R. Es inmediato el ciclo intransitivo de preferencias: R Â T
Â P Â R —cfr. Soto [119].

Kenneth O. May [120] —via White [79] (pp. 32-33)—, cita el caso de un piloto al que se sometió a tres
situaciones de elección: llamas o metal ardiente, metal ardiente o caída, caída o llamas. Su estructura de
preferencias fue intransitiva: preferió las llamas al metal ardiente, éste a la caída y ésta a las llamas. Ello se
debió a que focalizó su atención de manera diferente en cada situación: calor, soporte y probabilidad de muerte,
respectivamente.

Supongamos que las estructuras de preferencias de los nueve miembros de un jurado sobre tres candidatos,
Ángel Cristina y Victoria, son las siguientes. Tres opinan que:

Ángel Â Cristina Â Victoria

dos que:

Cristina Â Victoria Â Ángel

otros dos, que:

Victoria Â Cristina Â Ángel

uno, que:

Victoria Â Ángel Â Cristina

y otro, que:

Ángel Â Victoria Â Cristina

Simon Lhuilier —cfr. Moessinger [121]—, propone elegir el candidato que sea el mejor para más de
la mitad de votantes, y si esto no es posible, elegir el candidato que haya sido propuesto por la mayoría de

13Para describir la estructura de la inteligencia, J. P. Guilford [115] propuso que estaba compuesta de 120 habilidades
intelectuales distintas, organizadas en tres dimensiones: operaciones mentales (cognición, memoria, producción divergente, pro-
ducción convergente, evaluación), contenidos, o áreas de información en las que se ejecutan las operaciones mentales (…gurativos,
simbólicos, semánticos, comportamentales) y productos, resultado de aplicar operaciones especí…cas sobre contenidos particulares
(unidades, clases, relaciones, sistemas, transformaciones e implicaciones). Con el paso del tiempo, propuso dividir los contenidos
…gurativos en visuales y auditivos. De este modo, el cubo de Guilford, al que se re…ere la Psicología actual propone 150 componentes
diferentes de la inteligencia.

14 ¿Y los animales? Sara J. Shettleworth concluye, tras diversas experiencias, que las palomas y los chimpancés siguen un
esquema transitivo de preferencias —cfr. Shettleworth [118] (transparencia número 38).
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votantes en primer o en segundo lugar. En el ejemplo anterior, elegiríamos a Cristina, pues ha sido propuesta
7 veces en primer o segundo lugar, mientras que Victoria ha sido propuesta 6 veces, y Ángel, 5 veces.

Un ejemplo, para el que el método de Lhuilier no decide es el siguiente. Imaginemos los anteriores tres
candidatos, y un jurado tripartito, de tal manera que las estructuras de preferencia u opiniones individuales de
los miembros del jurado hubiesen sido:

Ángel Â Cristina Â Victoria

Cristina Â Victoria Â Ángel

Victoria Â Ángel Â Cristina

En este caso, el método de Lhuilier asigna dos puntos a cada uno de los tres candidatos.

La regla de decisión por mayoría no es, como uno podría pensar la mejor forma de agregar las voluntades
individuales. Fue Marie Jean Antoine Nicolas de CaritatCondorcet quien, hace más de doscientos años, señaló
la posible existencia de ciclos en las preferencias, de intransitividades —di…cultad conocida actualmente como
«paradoja del voto» o «efecto Condorcet» . Una manera de evitar caer en ella es aplicar el procedimiento
de Black y Coombs [122] y se basa en la condición de unimodalidad aplicada a las opiniones individuales
subjetivas que hace que éstas se reduzcan a una clase de opiniones compatibles o respetuosas con un cierto
orden objetivamente de…nido en el conjunto de alternativas —cfr. Infante [123] (tema 30, pp. 6-12)—. El
problema con esta solución es la necesidad de que exista tal orden objetivo. Por ejemplo, si se debatiese sobre
la elección de un precio de venta al público, las alternativas estarán ordenadas según el orden numérico natural.
Si se barajasen los precios, en euros: A = 18, B = 20, C = 22 y D = 25, entonces, no podríamos, por ejemplo,
considerar el orden de preferencia subjetivo: B Â A Â D Â C, pues al ser B el preferido y estar C más próximo
a B que D, C debería ser preferido a D.

Condorcet propone contar todos los votos por pares. Observemos que, en ambos ejemplos, la estrategia
de Condorcet genera la estructura intransitiva de preferencias:

Ángel Â Cristina Â Victoria Â Ángel (1.1)

En efecto, en el primer ejemplo:

Ángel Â Cristina (5 votos),
Cristina Â Ángel (4 votos),
Ángel Â Victoria (4 votos),
Victoria Â Ángel (5 votos),

Cristina Â Victoria (5 votos),
Victoria Â Cristina (4 votos).

Y en el segundo:

Ángel Â Cristina (2 votos),

Cristina Â Ángel (1 voto),
Ángel Â Victoria (1 voto),
Victoria Â Ángel (2 votos),

Cristina Â Victoria (2 votos),
Victoria Â Cristina (1 voto).

Mucho se ha escrito y se sigue escribiendo sobre agregación de preferencias individuales.
Kenneth J. Arrow (premio Nobel de Economía en 1972, en parte por estos estudios), con toda seguridad fue
el primero en aportar una luz clara sobre estas cuestiones. Su enfoque es axiomático. Exigió un conjunto de cinco
axiomas, que deberían satisfacer toda constitución —función de bienestar social, es el nombre matemático—, es
decir, todo método que asigne una ordenación de preferencias u opinión colectiva a cada una de las posibles
con…guraciones de preferencias individuales.

Los cinco axiomas de Arrow son [124]:

1. Axioma de universalidad. Arrow argumentaba que las constituciones de los países, o de las uniones entre
países, deben tener carácter universal, en el sentido de que mediante su normativa, la sociedad debe ser
capaz de agregar cualquiera de las con…guraciones de preferencia que pueda presentarse. Es un carácter
previsor universal. Por ejemplo, esta consideración cobra importancia en este momento de la historia de
la Unión Europea, cuando se dan los primeros pasos para desarrollar la Constitución Europea.
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2. Axioma de unanimidad (o de asociación positiva de valores individuales y sociales). Es admitir la idea de
que la preferencia social debe re‡ejar las preferencias individuales. Si cada uno de los individuos pre…ere
x a y, entonces, el colectivo debe preferir x a y.

3. Axioma de determinación por pares (o de independencia de alternativas irrelevantes). La preferencia que
cada individuo otorgue a x e y debe permanecer invariable frente a las preferencias de los individuos
respecto de otras alternativas. Por ello, y admitido el axioma anterior, la preferencia colectiva respecto
de x e y, deberá también permanecer invariable frente a las preferencias individuales respecto de otras
alternativas.

4. Axioma de completitud (o de soberanía ciudadana). Para todo par de alternativas, o bien, x es preferida
a y, o bien, y es preferida a x, o ambas, es decir, son indiferentes.

5. Axioma de transitividad. La relación de preferencia ha de ser transitiva, esto es, si x es preferida a y, e y
es preferida a z, entonces, x es preferida a z.

Pues bien, Arrow consigue demostrar que las únicas constituciones que satisfacen estos cinco axiomas son
dictatoriales, entendiendo por dictador cualquier individuo con poder para imponer a la sociedad su preferencia
estricta sobre cualquier par de alternativas.

Para demostrar su «teorema de imposibilidad», Arrow añadió un sexto axioma, el de ordenación no dic-
tatorial (ningún individuo es dictador), y probó que no existe constitución capaz de satisfacer simultáneamente
los seis axiomas. Se deduce, pues, lo dicho.

Por cierto que, también existe una teoría borrosa del bienestar social —cfr. v. gr. Richardson [125].

1.8 Juicios y decisiones probabilistas

«Mi padre, un buen hombre, me decía: “No pierdas nunca tu ignorancia, no podrás sustituirla”.»
—Erich Maria Remarque

Salvador Barberá [126] (p. 483) nos recuerda el siguiente ejemplo. Imaginemos que deba tomarse una
acción entre dos posibles. Una evitará que mueran 10 personas, la otra, que mueran 50. Si se opta por el azar,
como método equitativo, ¿qué probabilidades asignamos? ¿1/6 y 5/6, considerando que es cinco veces peor que
mueran 50 personas que mueran 10? ¿O bien, 1/2 y 1/2, considerando que tienen el mismo valor 10 vidas que
50?15

Surgen las ideas de juicio y función de decisión probabilistas —cfr. Barberá [126]. Un juicio probabilista
es cualquier función r : A£A! [0; 1] tal que:

8A 2 A; r(A;A) = 1 (1.2)

8A;B 2 A; r(A;B) + r(B;A) ¸ 1 (1.3)

en busca de garantizar la re‡exividad y la completitud.

Una función de decisión probabilista es cualquier función k : A £ P(A) ! [0; 1] tal que, para todo
B µ A:

k(A;B) = 0, si A =2 B (1.4)X
A2B

k(A;B) = 1 (1.5)

donde k(A;B) indica la probabilidad de escoger A entre los elementos de B.

Pero, según lo entendemos nosotros, la realidad es que los subconjuntos B de alternativas no están tan
bien delimitados. Suele ocurrir que, aunque tomemos un conjunto B de partida, éste quede abierto a poder
ser ampliado con la inclusión de «nuevas» alternativas, de manera que, en la vida real, cualquier problema de
decisión posee una componente evaluativa y otra de desarrollo16.

15No sé de quién es este pensamiento, incluso puede que sea mío. En cualquier caso, amigo lector, creo que te hará re‡exionar:
mientras que el ser humano considere que mil vidas valen más que una, habrá guerras. Y mil, por decir un número, que al ser
humano actual no nos asuste tanto como un millón, o cinco mil millones.

16Terminología introducida por Russell Ackoff [103] —cfr. nota a pie de página número 8 (pág. 10).
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Por nuestra parte, se nos ocurre que una forma en que podemos representar este hecho, es que consideremos
funciones de decisión probabilistas, con pro ba bil ida des val o rada s lingüísticamente. A modo de ejem-
plo, proponemos enunciar la condición anterior (1.4) en la forma:

si B(A) = muy baja, entonces, k(A;B) = muy baja (1.6)

es decir, si la pertenencia de A a B es muy baja, entonces, la probabilidad de escoger A entre los elementos
de B es muy baja. Pensemos en una prueba de elección para ser ala pivot en un equipo de baloncesto. Sea A
el conjunto de candidatos y B el de los candidatos muy a l t os. El aspirante A mide 1; 90 mts. Podemos decir
que su pertenencia a B, en este co n t e x t o, es muy baja. Remitimos al lector al capítulo 17, en el que de…nimos
y trabajamos con probabilidades valoradas lingüísticamente.

1.9 Acoso psicológico (mobbing, bullying) y manipuleos

«140. Habéis llegado al señorío, os habéis acercado a la nobleza; tenedles temor, que no os embriaguen, que
no os hagan orgullosos; con mansedumbre responded porque es lugar de vecinos, lugar del pueblo; ciertamente,
con tranquilidad haréis (vuestro cometido), pací…camente lo estableceréis. Con mansedumbre, con alegría
responded al señor, al de linaje; con la palabra de la gente del pueblo, de tal manera, así bien tomaréis la
tierra, el monte, es como bien haréis el señorío, la nobleza. En ninguna parte ocasionéis disputas entre
los señores, entre los de linaje; no arruinéis la estera, el sitial. Y apaciblemente dialogad acerca del que se
levanta, del que se arrastra, y del águila, del ocelote.»
—Anónimo[127] (p. 191)

Laurence John Peter dice que cuando un empleado desea ascender, más que empujar (estudios, cursos,
congresos, esfuerzos, etc.), lo que debe hacer es tirar (relaciones informales con «alguien de arriba»: amistad,
pertenencia a clubes, matrimonio, etc.) —cfr. Peter y Hull [128]—. La razón que esgrime Peter es el
miedo de los jefes a los buenos competidores. Cinco son las reglas a seguir que recomienda Peter para tirar
—cfr. Puchol [129] (p. 415):

² Búscate un «padrino» dentro de la empresa, a poder ser, todavía no incompetente17.

² Incentiva al «padrino». Si no gana algo con ello, no se empeñará en promocionarte.

² Si por encima tuya tienes un incompetente que tapona tu camino, salte de esa línea jerárquica que no
conduce a ningún sitio, pasa a un nuevo puesto. Salte de ese «callejón sin salida», dando un «rodeo».

² Se ‡exible: abandona a tu padrino cuando ya no te sirva.

² Diversi…ca la inversión: mejor dos (o más) que un único padrino. Pero procura que los unos no sepan de
los otros.

Pero son aplicables tantas leyes de sentido común ... Recuerdo algunas de Robert Frederick Loeb (el del
Tratado de Medicina Interna, referido entre los internistas como «el Cecil-Loeb»): «si lo que haces, funciona,
sigue haciéndolo»; «si lo que haces, no funciona, deja de hacerlo»; «si no sabes qué hacer, no hagas nada».

Si al argumento de Peter, unimos la conocida ley «habla y muere», o «la verdad te dejará sin empleo»
(Ley de Kinnard sobre la denuncia de problemas), parecen razones de peso para la existencia y proliferación
del acoso psicológico en el trabajo (mobbing, término americano, bullying en inglés, frecuentemente tra-
ducido también por acoso moral, psicológico, o incluso por síndrome de acoso institucional), tan de mala moda
en nuestros días, sea en el mundo empresarial o en las administraciones públicas, usualmente con personal
contratado o interino, aunque también, pero en mucha menor medida, con personal funcionario o …jo.

Iñaki Piñuel y Zabala, en su libro Mobbing, o cómo sobrevivir al acoso psicológico en el trabajo, de…ne
el acoso psicológico en el trabajo como ese «deliberado y continuado maltrato modal y verbal que recibe el
trabajador, hasta entonces válido, adecuado e incluso excelente en su desempeño, por parte de uno o varios
compañeros de trabajo (incluido su propio jefe), que buscan con ello desestabilizarlo y minarlo emocionalmente

17 Laurence John Peter a…rma que «en cualquier organización, los empleados tienden a ascender hasta alcanzar su grado o nivel
de incompetencia» —cfr. Peter y Hull [128]—. Hay que notar que la base que le permite concluir este principio, es el análisis
de una gran cantidad de empresas, que él considera incompetentes. El lector puede, si lo desea, leer la cita de Alberto Vázquez
Figueroa, que incluimos al principio de la Sección §8.13.

A propósito de leyes interdisciplinares: http://www.zippynet.com/pages/funny/rules.htm
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con vistas a deteriorar y hacer disminuir su capacidad laboral y poder eliminarlo así más fácilmente de su lugar
y del trabajo que ocupa.»

Marie France Hirigoyen [130] de…ne el acoso psicológico en el trabajo como un conjunto de «compor-
tamientos perversos ejecutados desde una posición de poder contra personas jerárquicamente más débiles»,
ocupantes de puestos subalternos, con el único …n de eliminar a una trabajadora o trabajador «no deseado»,
y donde los medios que se emplean para conseguirlo, se caracterizan por buscar la despersonalización e inuti-
lización de la víctima, su desmotivación, tristeza, apatía, nerviosismo, irritabilidad, relegándola, despreciándola,
lanzándole infames venablos o negándole la comunicación, de manera que crezcan sus sentimientos de fracasos
constantes, sus decaimientos de ánimo (distimias), su desilusión por el trabajo.

Tan «perverso narcisista» (cali…cativo aplicado por Marie France), en de…nitiva, persigue eliminar a su
«compañero», y un buen medio para conseguirlo puede ser lograr «quemarlo» (lo que ya es conocido como
«burn out» o síndrome del profesional quemado).

«En todo caso, el hombre es un ser “faciendum, no factum”, en una situación de “in …eri”: constante y
permanente proceso.»
—Enrique Gervilla Cantillo [131] (p. 150)

Aparecen en escena los «logotipos inhibidores»: el individuo afectado, antes de actuar, habla consigo
y se refrena, se auto-obstruye. Pedro G. D’Alfonso [132] (p. 41) clasi…ca estos logotipos inhibidores en:
negativos (incrementan la ejecución negativa o inhiben la acción positiva; por ejemplo, «no sirvo para nada»,
«siempre fracasaré»), aversivos (incrementan el alejamiento o se oponen a la ejecución; por ejemplo, «no tengo
capacidad para ello», «siempre me equivoco») y justi…cativos (aparta de la ejecución y busca justi…carse;
por ejemplo, «siempre se interpone alguien o algo que no me permite triunfar», «el destino me es siempre
adverso»).

En el entorno universitario, una de las consecuencias, es la investigación en solitario. El individuo afectado
no tiene colegas, y si los tiene, están muy lejos; pero el colmo de los males, es que están tan adelantados que
no se interesan por su trabajo. Esta es la historia del personaje João Dellacruz, según nos la cuenta Bruno
Latour [33] (pp. 146-148): [...] João acaba no sabiendo qué es real y qué es …cticio [...] Como a Robinson
Crusoe en su isla, las fronteras entre el soñar despierto y las percepciones le resultan confusas, ya que no tiene
a nadie con quien disentir y así crear una diferencia entre hechos y artefactos. [...] sus artículos son cada vez
menos y menos técnicos (ahora escribe sólo para revistas de actualidad; sus argumentos se vuelven cada vez
más vulgares) evita discusiones con otros expertos extranjeros. João percibe que se ha quedado fuera de la
carrera de pruebas, lo cual se acentúa cada día que pasa. Comenzar una nueva investigación casi es imposible.»

La solución puede estar en la Psicagogía (de «psuquê»=alma y «agō»=conducir), disciplina fundada por
A. Kronfeld [133] y divulgada, entre otros por Charles Baudouin [134], «que persigue como meta primaria
la promoción del autoconocimiento y autorrealización de una personalidad equilibrada y madura.» —cfr. G.
D’Alfonso [132](p. 13).

«Persona es, efectivamente, “ser suyo”, “ser que se posee”; y es aquí donde se conectan íntimamente las
nociones de persona y de felicidad. Pues si la felicidad implica plena posesión, precisa entonces de la persona
como de su ámbito propio, pues no cabe mayor posesión que aquella que consiste en poseerse a sí mismo.
La posesión de algo —sea lo que sea— es una relación y, como tal, implica una alteridad, un otro. Pero,
justamente en el caso de la relación de posesión, esta alteridad es referencia a sí mismo, al poseedor. Donde
más plenamente se pueda dar esta referencia es, por tanto, donde más plenamente se dará la posesión.
Y como la referencia es más plena cuando es autorreferencia, también es más plena la posesión cuando
es autoposesión. La posibilidad de una posesión plena se dará en un ser que sea capaz de poseerse a sí
mismo. Y si consideramos con Zubiri que “la vida de todo ser humano es, constitutivamente, personal”, la
posibilidad de plena posesión marca el camino del desarrollo humano.»
—Francisco Altarejos [135] (p. 61)

Todos conocemos personas cuyas más brillantes capacidades son su sensibilidad, su esfuerzo, su tesón, su
bonhomie18, y no su elocuencia, su presteza in extremis, su poder de persuasión y de negociación, su aparente
brillante inteligencia, o su inmensa personalidad. Las primeras, muchas de las cuales son tildadas por muchas
de las segundas de melilotas, timoratas, currutacas y cobardes, siendo además objeto de chacota y mengua por
ellas, conforman un rico elixir, un caldo vital en el que bullen conocimientos, precisión y rigor en su trabajo, a
la par que actitudes abiertas para formar al profano.

18Voz francesa que signi…ca hombría de bien, bondad de corazón, sencillez de espíritu.



1.9. Acoso psicológico (mobbing, bullying) y manipuleos 17

«Hoy, la enfermedad más peligrosa en la empresa es el despilfarro del talento y de la capacidad innovadora.»

Estas palabras de Mulder y Ortíz [136] están escoltadas por la defensa de la implantación de la ética
como la única vía posible de crecimiento de una empresa —cfr. item v. gr. Lozano [137] (passim) y Fernández
Aguado [36] (passim).

Y es que, demasiadas veces, los segundos, los detentadores de la inteligencia, esos abyectos, infamantes y
plagiarios señores, amantes concupiscentes de los sobones y de las bizmas, encumbrados a dioses sólamente por
un cacumen privilegiado, aliado con un sinnúmero de casualidades, repletas de parcialidades y favoritismos,
denigraciones y frusleras imputaciones, con…guran un mejunje nauseabundo, una bazo…a colmada de fatuidad,
gazmoñería, fraudulencia y truhanería, de arrogancia, intolerancia y prepotencia, cuyos salpicones zahieren a
los infatigables trabajadores genuinos, alebrados, a menudo, por tanto despropósito.

«Abraham Lincoln dijo: “Del mismo modo que no quisiera ser esclavo, tampoco quisiera ser amo.” ¿Cabe
decir lo mismo acerca de sí mismo? ¿O se tiende a lo que Eugene E. Jennings llamaba una “posición
de bicicleta”, inclinando ante los superiores mientras se patea furiosamente a los que están en puestos
inferiores?»
—Charles A. Dailey y Frederick C. Dyer [138] (p. 163)

«Si el activo humano no tiene una personalidad de…nida y una autoestima probada, terminará produciéndose
un servilismo ine…caz en el proceso de generación de valor añadido.»
—J. Álvarez López y F. Blanco Ibarra [139] (p. 7)

Según González de Rivera y Revuelta [140], «la presentación de acoso psicológico es más probable
en organizaciones relativamente cerradas, cuya cultura interna considera el poder y el control como valores
prioritarios sobre la productividad y la e…cacia. Por eso, dentro del ámbito laboral, parece darse con más
frecuencia en universidades, hospitales y ONGs, aunque ninguna entidad pública o privada, parece estar a salvo
del problema.»

El modelo DIR (Detección, Identi…cación, Registro) —cfr. Porto [141, 142]; Porto y Viedma [143]—, en
base al que se detectan, identi…can y registran las situaciones que afectan o pueden afectar al capital intelectual,
como provisiones y contingencias, generándose implicaciones tanto en el activo como en el pasivo del Balance
del Capital Intelectual (en concreto, ellos identi…can, debidas al acoso psicológico: minusvalía de un activo
intelectual, pasivo …nanciero del balance y un pasivo intelectual). El modelo DIR —cfr. Porto y Viedma
[143] (p. 9) —«sistematiza el tratamiento a dar a algunos pasivos contingentes y a los hechos contingentes que
afectan a la valoración del Capital Intelectual», en particular, de una universidad. A modo de ejemplo, citamos
los marcadores que estos autores proponen como indicadores de una posible situación de acoso psicológico (en
la universidad):

Nivel de bajas =
Días de baja por accidentes o bajas laborales (excepto maternidad)

Node miembros de un departamento o sección
(1.7)

Nivel de con‡icto =
Node con‡ictos + Node quejas durante el periodo

Media de personas en activo durante ese periodo en un departamento, instituto o área
(1.8)

Logro individual #1 =
Años desde el ingreso en la universidad hasta la lectura de la tesis

Media del departamento, instituto o de la universidad
(1.9)

Logro individual #2 =
Años desde el ingreso hasta dejar de ser contratado

Media del departamento, instituto o de universidad en alcanzar el funcionariado
(1.10)

Carga docente =
Número de alumnos

Media de alumnos por profesor en el departamento
(1.11)

En respuesta, fundamentalmente, a la profunda sospecha de la existencia de acoso moral en la universi-
dad española, se ha celebrado el Primer Congreso Nacional sobre la Corrupción en la Universidad Pública
Española19, y se han creado asociaciones para la justicia universitaria y asociaciones contra el acoso moral en
el trabajo —cfr. Porto y Viedma [143]. Según Iñaki Piñuel y Zabala, autor del «barómetro Cisneros»
medidor del mobbing, son al menos 20.000 los trabajadores universitarios, entre ellos unos 12.000 profesores,
que son hostigados moralmente en su trabajo (a 20 de septiembre de 2002) —cfr. Piñuel y Zabala [144].

Pero el «barómetro Cisneros» es un cuestionario dirigido a la persona acosada. Y es un cuestionario directo,
que pregunta, sin rodeos, si la persona se siente acosada. Pero ya hemos dicho que la mente de una persona

19 Madrid, septiembre de 2002, http://www2.uah.es/vivatacademia/corrupcion/primercongre.htm
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acosada se ve afectada por ejemplo por los logotipos inhibidores —vide supra (pág. 16)—, y aunque se le
prometa y garantice el anonimato, esto no basta.

¡Ni mucho menos! Los fantasmas le persiguen. El sobre lacrado con toda seguridad será abierto y su
cuestionario leído. Ese ojo del gran enemigo que siempre le observa ha visto todo.

El modelo DIR, es decir, trabajar con indicadores del acoso psicológico, parece más factible. A los indicadores
anteriores, propuestos por Porto y Viedma [143] (p. 9), nosotros, añadimos, al menos, los siguientes:

Ansiedad curricular #1 =
Node artículos publicados en congresos o en revistas fuera de ranking

Media del departamento, instituto o de la universidad
(1.12)

Ansiedad curricular #2 =
Node artículos ajustados a alguna línea de investigación del departamento

Media del departamento, instituto o de la universidad
(1.13)

Ansiedad curricular #3 =
Node temas diferentes abordados en los artículos

Media del departamento, instituto o de la universidad
(1.14)

Carga docente #2 =
Node asignaturas distintas que imparte

Media del departamento, instituto o de la universidad
(1.15)

Actuación docente =
Puntuación de la satisfacción del alumnado con la actuación docente

Media del departamento, instituto o de la universidad
(1.16)

Cumplimiento docente #1 =
Puntuación del alumnado referente a la puntualidad en clase

Media del departamento, instituto o de la universidad
(1.17)

Cumplimiento docente #2 =
Puntuación del alumnado referente al cumplimiento del horario de tutorías

Media del departamento, instituto o de la universidad
(1.18)

Asistencia a actos académicos =
Node actos académicos (apertura de curso, reuniones, etc.) a los que asiste

Media del departamento, instituto o de la universidad
(1.19)

Presencia en actos sociales =
Node actos sociales (cafés, comidas, cenas, excursiones) a los que asiste

Media del departamento, instituto o de la universidad
(1.20)

A pesar de todas estas iniquidades, gracias a Dios, los dioses, hoy, comienzan a ser constreñidos a un sueño
de mármol blanco, mientras que las personas gozan de soplos de inteligencia emocional —cfr. Gratton [145];
Cooper y Sawaf [146]; Mora y Ruiz [147]— que ventilan sus entusiasmos.

«Podemos soportar determinadas dosis de hostilidad, salvo si esta hostilidad es permanente o repetitiva o
si está colocada en una posición a la que es imposible replicar o ante la que es imposible justi…carse.»
—Marie France Hirigoyen [148] (p. 103)

Aunque sólo es el comienzo. El sinsentido que andamos vituperando sigue alcanzando tal grado que estos
sinsorgos y zainos societarios, melindrean hasta ofuscar nuestros oídos, con su adocenada culera cultalatiniparla,
con sus denostosas falsías, ahincándose en rebitarlas, como si por mucho tabaleo fuesen a mudarse en ciertas.
Estos deteriores ejemplares de persona, meli‡uos y almibarados truchimanes amantes de la crisopeya, son
artí…ces de un boscaje forrajero, que necesita urgentemente de una dríade que lo sanee, de un galeno que, como
mal menor, transforme esa sangraza en una exemia del torrente vital de cualquier sociedad:

«Al capón que se hace gallo, azotallo.»

La solución «dura» implicaría la pérdida de capital intelectual fuerte. La solución «blanda» pasa por la
identi…cación de los acosadores y su reeducación. En esto mostramos nuestro acuerdo con Porto y Viedma
[143] (p. 10). Aunque suene a la creación de un cuerpo de «policía educativa», su necesidad surge de la merma
en capital intelectual que está sufriendo nuestra Universidad, tanto en cantidad como en calidad.

La pretensión última de esta reeducación es basar las relaciones dentro de la universidad en el compañerismo
y camaradería respetuosa y no en la jerarquía impuesta. Como a…rma Jesús Ibáñez [149]:

«El orden social sólo funciona si es inconsciente. La sociedad es un sistema hiperre‡exivo, un sistema
re‡exivo con elementos re‡exivos (los individuos). Las relaciones sociales son relaciones de clase (de orden).
Nuestra especie es la única que utiliza como instrumento a miembros de la misma especie: para que se dejen
utilizar, es necesario que no sean conscientes de ser utilizados. [...] El uso de encuestas contribuye a que los
elementos (individuos) crean que la sociedad es como dicen que es. [...] La jerarquía opera por regulaciones:
acción violenta e irreversible del todo sobre las partes. La camaradería opera por agrupamientos: acción
pací…ca y reversible de cada parte sobre sí misma y sobre cada otra. La jerarquía nos vence, la camaradería
nos convence.»
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Pero también, como mani…esta Fernando G. Delgado [150] (p. 195):

«Aviso para idiotas que sufren de úlcera merecida: no seais madrastras de Blancanieves. La culpa no es del
espejo.»

Pensándolo bien, a las cinco reglas de Laurence John Peter, con las que comenzábamos la sección, pro-
ponemos añadir una sexta, omnipresente:

Hazte querer, véndete bien, habla siempre en positivo, y farolea20;

aunque no tengas nada que ofrecer, que lo parezca.

Nunca hables mal de nadie.

Adula a tus superiores inmediatos y a tus compañeros.

Sé propietario del espacio de intersubjetividad; defínelo y créalo.

Gobierna los procesos de intimación, de coexistencia y sus mediaciones.

De tí a tí: tú eres lo importante; el otro es in…nitamente egoísta por no pensar en tí.

«No es el hecho de que las cosas nos parezcan inaccesibles la razón de que no nos atrevamos; es el hecho de
no atrevernos la causa de que nos parezcan inaccesibles.»
—Séneca, via Gilbert Sinoué [152] (p. 123)

Todo esto no es más que el resultado de lo que en Psicología Social se conoce como «gestión de impre-
siones» —cfr. Núñez Liz y Gómez Barreiro [153] (pp. 2ss.)—. Según Schlenker [154], ésta se con…gura
como el conjunto de comportamientos que un individuo utiliza para proteger su imagen, para in‡uir en la forma
en la que lo ven los demás, o para ambas cosas. Paloma Núñez Liz y María Gómez Barreiro [153] (p. 2)
citan diferentes estudios que han permitido concluir la relación entre la gestión de impresiones del subordinado
y la evaluación de su rendimiento realizada por un superior suyo: Kipnis y Schmidt [155]; Wayne y Ferris
[156]; Wayne y Kacmar [157]; Ferris, Judge, Rowland, y Fitzgibbons [158]; Wayne y Liden [159].

En concreto, Wayne y Liden [159] presentan como conclusión, que los subordinados tienen más éxito
cuando emplean estrategias centradas en el supervisor —adular a sus superiores inmediatos, mostrar in…nidad
de atenciones para con ellos, hacerles favores, etc.— que cuando usan estrategias centradas en sí mismos —dar
la impresión de que son personas agradables, trabajadores duros e incansables y empleados modelo.

«El peor enemigo está dentro de mí.»
—Sergio Pombo —via Andrés Senlle [110] (p. 59)

[...] todo nuestro mal es la cobardía moral, la falta de arranque para …rmar cada uno su verdad, su fe y
defenderla. La mentira envuelve y agarrota las almas de esta carta de borregos modorros, estúpidos, por
opilación de sensatez.»
—Miguel de Unamuno <Vida de Don Quijote y Sancho>

¤ ¤ ¤

A modo de ejemplo de manipuleo en un acto de elección, supongamos cuatro candidatos a ser con-
tratados: Ángel, Cristina, Luis y Victoria. Supongamos que la comisión de contratación, formada por tres
individuos, cada uno con su propio criterio C1, C2 y C3, respectivamente, ha decidido en cada estructura de
preferencias, se asignase cuatro puntos al primero, tres al segundo, dos al tercero y uno al cuarto. Como pro-
blema multicriterio, ésto corresponde a cuatro alternativas: Ángel, Cristina, Luis y Victoria, y tres criterios:
los tres miembros del jurado.

Ángel, Cristina y Victoria tienen como «padrinos» (o «madrinas»), respectivamente, a C1, C2 y C3. Luis,
aunque tiene un curriculum ligeramente mejor, está desasistido, así que no cuenta. ¡Lo sentimos! Esa es la
realidad. Todo ello es de dominio público (información previa). Si C1 y C2 votan racionalmente, entonces, sólo
cambiarán el 3 por el 4 en Ángel y Victoria. Ante esto, el candidato de C2, Cristina, no puede ganar (pues
Ángel o Victoria, alguno de los dos, recibirá al menos dos puntos), sin embargo, C2 puede decidir si gana Ángel
o Victoria, según asigne valores a x; y; z —cfr. Tabla 1.1.

20 ¡Cuidado!, una máxima del juego del póquer —quizás la primera a seguir, por su importancia—, reza: «el que nunca farolea,
nunca gana; el que farolea siempre, siempre pierde» —cfr. Dennett [151] (p. 151).
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Candidatos Criterios
C1 C2 C3

Ángel 4 x 3
Cristina 2 4 2

Luis 1 y 1
Victoria 3 z 4

Tabla 1.1: Situación, que permite manipulación por parte de C2.

Es decir, al conocer el método de cálculo de puntuaciones …nales, cualquier miembro del jurado, podría
tomar una actitud parcial, de favoritismo hacia algún candidato o candidata. Cualquier miembro de un jurado,
si dispone de información previa, tiene la posibilidad de votar en función del método de votación elegido y no
de sus preferencias. A esto se re…ere el término manipulación. Gibbard [160] demostró la imposibilidad de
encontrar un procedimiento de votación que sea a la vez no dictatorial y no manipulable.

Observe el lector que estos posibles manipuleos hacen que lo multicriterio acaricie la teoría de juegos.
Si son permitidos, entonces los criterios, velados votantes y asesores, pueden verse como jugadores, y las
alternativas como resultados del juego. La Tabla 1.2 muestra la matriz de pagos, que se trasluce, en unidades
de satisfacción.

hC2; C3i
C1 hCLVA,VACLi hCLAV,VACLi

AVCL h0; 0; 1i h1; 0; 0i

Tabla 1.2: Matriz de pagos, en unidades de satisfacción, de las posibles
estructuras de preferencia.

No obstante, como suele ocurrir, en la matriz de pagos conocida por C1, C2 y C3, esa que no se trasluce,
los ceros no son tales (el correspondiente a C2, seguro que se parece más a 1=2 borroso que al cero nítido).
Algunos, cínicos ellos, llaman negociación a la manipulación.

¤ ¤ ¤

Como hemos dicho, en el mundo universitario están presentes la manipulación y el acoso moral en el trabajo.
Lamentamos conocer casos de acoso moral en en trabajo, e, igualmente, casos de manipulación, pero también
casos de personas que creen ser espiadas, acosadas o manipuladas, sin serlo. Por ahora, no consideramos que
su denuncia sea tarea nuestra, sino de los afectados.

«He aprendido que cuando hablas por alguien que carece de voz, debes estar preparado para pagar un alto
precio.»
—Martin Sheen <Los Ángeles Times, 2 de marzo de 2003>

«El silencio de los que hubieran debido hablar y que, por segunda o tercera vez, han perdido la ocasión de
hacerlo, pesa. Pero el ruido de las discusiones no ha impedido a la voz del silencio de hacerse oír como un
dulce murmullo.»
—Pierre Chaunu [161] (p. 262)

[...] una reciente oposición a una plaza de sociología en la sedicente Universidad Autónoma de Barataria.
Se presentaban dos candidatos, llamémosles X (de Xarnego) y B (de Barataria).
[...] El candidato X se ha doctorado en sociología por una de las más prestigiosas universidades del mundo.
El candidato B no ha estudiado la carrera completa de sociología en ninguna parte.
El postulante X es ya catedrático de otra universidad española y ha sido investigador visitante en diversos
centros extranjeros de gran relieve. Ha desempeñado, además, toda la escala de puestos docentes subalternos
en la propia Universidad de Barataria que convoca la plaza. Hasta tiene un libro que analiza la estructura de
esa misma universidad. Toda su vida activa la ha dedicado a la docencia y a la investigación. El aspirante
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B sólo ha desempeñado puestos docentes de carácter ancilar o complementario y durante un tiempo muy
limitado de su vida activa. Más que nada se ha dedicado a otra carrera profesional y sobre todo a la política,
en la clandestinidad primero y después como diputado en el Congreso por el partido felizmente gobernante.
[...] Se me olvidaba un dato importante, aunque no suponga mérito alguno en ninguno de los dos aspirantes.
El Xarnego ha nacido fuera de Barataria y el diputado es natural de ella.
[...] El tribunal ha decidido conceder la plaza al de Barataria. El hecho, que tendría que haber sido escan-
daloso, no ha saltado al comentario público.»
—Amando De Miguel [162] (pp. 57-58)

1.10 Sobre lo borroso y lo probable

«Supongamos que el señor Sigma, en el curso de un viaje a París, empieza a sentir molestias en el «vien-
tre». Utilizo un término genérico, porque el señor Sigma por el momento tiene una sensación confusa. Se
concentra e intenta de…nir la molestia: ¿ardor de estómago?, ¿espasmos?, ¿dolores viscerales? Intenta dar
nombre a unos estímulos imprecisos; y al darles un nombre los culturaliza, es decir, encuadra lo que era un
fenómeno natural en unas rúbricas precisas y «codi…cadas»; o sea, que intenta dar a una experiencia per-
sonal propia una cali…cación que la haga similar a otras experiencias ya expresadas en los libros de medicina
o en los artículos de los periódicos. Por …n descubre la palabra que le parece adecuada: esta palabra vale
por la molestia que siente. Y dado que quiere comunicar sus molestias a un médico, sabe que podrá utilizar
la palabra (que el médico está en condiciones de entender), en vez de la molestia (que el médico no siente y
que quizás no ha sentido nunca en su vida).»
—Umberto Eco [163] (p. 5, de la 2aed. española)

En una escala del 0 al 10, ¿cuánto te duele? Elegir el valor numérico 3, entre los naturales del 0 al 10, es un
acto frío, calculador, escueto, a la vez que preciso y maquinal. Elegir la palabra suave (un dolor suave) entre
las del conjunto fausente, suave, moderado, intenso, severog, es un acto cálido, extenso, menos preciso, menos
maquinal, más humano. Elegir dos palabras, por ejemplo, ausente–suave, signi…cando «a veces ausente, a veces
suave», es más extenso, y por tanto, menos preciso, menos maquinal y más humano.

De entre los objetos observables, los reconocibles son de…nidos culturalmente a partir de unas características
destacadas o rasgos de reconocimiento (rasgos espaciales, funcionales, temporales, etc.) —cfr. Eco [163] (p.
62)—. El cardinal de este conjunto de rasgos está minimizado per se.

No obstante, lo preciso, lo nítido, y en particular, lo bivalente, es necesario:

«—¿Se caerá el puente? —No sé.»;

«—¿Cuántas espejos hacemos? — Uno, pero borroso.»

«—¿A qué candidato elegimos? —Como decía el Dodo de Alicia en el país de las maravillas: a todos por
igual.»

«—¿Dónde? —A medio camino entre el puerto y el aeropuerto.»

Cuando salimos de compras con una …nalidad clara y sabemos que queremos un esto, frecuentemente
ese esto difícilmente lo encontramos. Usualmente, nos topamos con mercancías que, en mayor o menor medida,
se ajustan a lo que buscamos. En casa, o ante una tienda, podemos pensar en la probabilidad de que vendan
el esto, de que algún esto que nos enseñen sea el nuestro o se parezca lo su…ciente, pero una vez que nos
muestran el artículo que el tendero interpreta que más parece ajustarse al que deseamos, podremos hablar de
probabilidad de comprarlo, pero no de probabilidad de que vendan nuestro ansiado esto. Podremos hablar, eso
sí, del parecido entre el esto que nos ofrecen y el esto que demandamos.

La realidad es que nuestro pretendido esto de…ne una clase de objetos:

A = fx : ' (x; hc1; c2; : : : ; cni)g

donde hc1; c2; : : : ; cni es una n-tupla —con toda seguridad, ordenada según una estructura de preferencias
jerárquica—, de propiedades o características que deseamos que posea nuestro esto, y ' es —aunque lo
ignoremos— una fórmula de algún lenguaje lógico L —de algún orden— soporte de alguna teoría T —de
algún orden, no necesariamente el mismo que el del lenguaje—, de…nida sobre tal lenguaje. Dicha fórmula ',
perteneciente a algún LT, corresponde a nuestro concepto intuitivo de propiedad (en realidad de meta-propiedad
o meta-característica, ya que hemos denominado propiedades o características a las cj).

Todo ello tiene más que ver con lo borroso que con lo probable. Si cj(x) representa el hecho de que el objeto
x posea la característica cj , tenemos, varias opciones. Comportarnos de manera bivalente, diciendo que x la
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posee o no la posee, esto es, los únicos valores que reconocemos para cj(x) son 1 (la posee) o 0 (no la posee):

cj(x) 2 f0; 1g

O bien, podemos introducir un valor intermedio que represente nuestra duda, nuestro no tener claro si la posee
o no, de manera que reconoceríamos que:

cj(x) 2
©
0; 12 ; 1

ª
O bien, introducir un número …nito de valores intermedios que graduen nuestra duda, según ésta sea menor
(valores más próximos a cero) o mayor (valores más próximos a uno):

cj(x) 2 f0; x1; x2; : : : ; xm; 1g

O bien, introducir un número in…nito numerable o continuo de valores intermedios:

cj(x) 2 [0; 1]Q _ cj(x) 2 [0; 1]R

En cualquiera de los casos anteriores, el esto demandado satisface (ya que es el esto demandado el de…nidor
de la clase A):

cj(esto_demandado) = 1

mientras que del esto ofertado sólo podemos asegurar que:

0 · cj(esto_ofertado) · 1

aunque lo que en realidad esperamos es que:

1
2 < cj(esto_ofertado) · 1

Estos valores no son valores de probabilidad, sino valores de pertenencia de un objeto a la clase de…nida por
el esto demandado21.

Podemos precisar un poco más. Una vez que nos presentan el esto ofertado, podemos, básicamente, ejecutar
dos acciones: lo compramos o no lo compramos. Sobre estas acciones es aplicable una probabilidad, con toda
seguridad en el sentido bayesiano, pues disponemos de información previa (no será la primera tienda que visi-
temos buscando el esto demandado). Es decir, sobre el acto de elección de la acción a ejercer, podremos hablar
de probabilidad, porque conlleva una previsión de funcionalidad futura comparada entre el esto demandado
y el esto ofertado.

«La madre Naturaleza (o, tal como la llamamos hoy, proceso de evolución por selección natural) no tiene
ninguna previsión, pero ha ido formando gradualmente seres con previsiones. La tarea de una mente es
fabricar futuro, tal como lo expresó en una ocasión el poeta Paul Valéry. Una mente es fundamentalmente
algo que anticipa, un generador de expectativas. Barrena el presente buscando claves, que re…na con la ayuda
de los materiales que ha conservado del pasado y las convierte en anticipaciones del futuro. Y entonces actúa,
racionalmente, sobre la base de esas cosas anticipadas con tanto esfuerzo.»
—Daniel Clement Dennett [151] (pp. 73-74)

Pero, el proceso de decisión cuyo …n es el acto de elección, comporta la comparación actual, presente y no
futura, ni pasada, entre el esto demandado y el esto ofertado, y comporta una creencia (en el resultado de tal
comparación). No hay previsión —ni inducción, ni deducción, ni abducción22 (también llamada retroducción, por
Charles Sanders Peirce)—, no hacemos ninguna predicción, ni prospectiva ni retrospectiva, y por tanto, no hay
probabilidad, ni objetiva ni subjetiva23. Lo más que hacemos es una transducción, un paso de lo particular
a lo particular (un ejemplo en computabilidad es la codi…cación de (Kurt) Gödel —aritmetización—, o la
«simple» digitalización de la información) —cfr. Fig. 1.5.

21Aquí debemos mencionar a Bart Kosko quien considera la probabilidad como una medida de posibilidad aditiva —cfr. Kosko
[164]—, y, en de…nitiva, que la teoría de conjuntos borrosos subsume la teoría de la probabilidad. Según otros, como George J.
Klir, o Didier Dubois y Henri Prade [165]— no, porque si bien es cierto que podría considerarse que lo borroso subsume a lo
probabilístico (frecuentista y bayesiano) desde un punto de vista sintáctico, esto no es así desde la semántica: sus interpretaciones
son radicalmente diferentes.
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Figura 1.5: Esquema de los procesos deductivo, inductivo, abductivo y transductivo
—cfr. nota a pie de página número 22
— Fuente: Elaboración propia.

Esa comparación tiene tintes borrosos, pues no parece ser más que el cálculo del valor de pertenencia del
esto ofertado a la clase de…nida por el esto demandado24. Tampoco hay probabilidad una vez terminado el
acto de elección, una vez que tenemos el esto ofertado. Previamente existía la posibilidad de poseer dicho esto
ofertado. Previamente podríamos haber calculado una probabilidad de poseer dicho esto ofertado. Pero una
vez que lo poseemos, la probabilidad de poseerlo es la máxima25.

Según las teorías estándares. Sin embargo, Agustín García Calvo [174] (p. 11) nos recuerda que justa-
mente el hecho de que se dé, se haya dado, esté dada, sea real [en nuestro caso, la posesión del esto ofertado],

Decir que lo borroso subsume lo probabilístico es tanto como decir que lo bayesiano subsume lo frecuentista (por la máxima
verosimilitud es la máxima a posteriori considerando una a priori uniforme).

En realidad son ortogonales: podremos hablar de probabilidad de un suceso borroso y podremos hablar borrosamente de
probabilidades (probabilidad baja, media, alta, etc.). De todo ello, hablaremos más adelante.

22 Por si acaso, baste un ejemplo. Sean A ´ «Estas bolas las he sacado de esta bolsa» (Muestra); B ´ «Estas bolas son rojas»
(Hecho observable en la muestra); C ´ «Las bolas de esta bolsa son rojas» (Población). Deducción: CAB; Inducción: ABC ó
BAC; Abducción: CBA; Transducción: AÃ 1, 2Ã B, 3Ã C —cfr. Fig. 1.5.

23 Así discurren muchos, porque, ¿dónde nacen las probabilidades? Tres son los puntos de vista fundamentales: (i) frecuentista:
es el punto de vista empírico, la vida es pura experiencia, se razona con las frecuencias de los sucesos; (ii) objetivista: la verdad
está ahí afuera, sólo hay que encontrarla; (iii) subjetivista: lo que en realidad hacemos constantemente es medir y trabajar con
nuestras creencias, que se verán modi…cadas por nueva evidencia. Muchos somos de la opinión que, en la práctica, el ser humano
suele ser subjetivista, usando aproximaciones «emparentadas» con las bayesianas. Aproximaciones de estas aproximaciones pueden
ser la estimación de máxima verosimilitud y la máxima a posteriori.

Recordemos, no obstante, que según Bruno De Finetti [166, 167] la única probabilidad que existe es la que se concibe
subjetivamente: «El que a la probabilidad, también, se la considere como algo dotado de cierta forma de existencia objetiva, no
es sino una concepción errónea, un intento ilusorio de exteriorizar o materializar nuestras verdaderas creencias probabilísticas.»
—tomado de Girón [168] (pp. 428-429), aparece en el prefacio de la obra de De Finetti.

Otro comentario cabe que hagamos en este punto. La idea básica de De Finetti es la de trabajar exclusivamente con sucesos
o magnitudes observables —cfr. Girón [168] (p. 429)—. En realidad, a un bayesiano sólo parece importarle y admitir, lo
observable —cfr. Montero y Mendel [169]—. Pero, ¿qué hay de la imprecisión en lo observable? ¿Es siempre esa imprecisión
probabilista? Espere el lector a la lectura de los capítulos 15, 16, 17, y 18, donde proporcionaremos una respuesta.

24 Hablamos desde el punto de vista consciente del individuo, y en ningún caso, desde lo que pueda o no suceder en su inn-consn-
cienn-te. Herman Von Helmholtz (1821-1894) [170], en su teoría constructivista de la percepción, de…ende un proceso de inferencia
inconsciente: la percepción es indirecta mediante una construcción en la que la experiencia pasada juega un papel importantísimo;
y esta construcción se hace inconscientemente. Un ejemplo: la percepción del tamaño de un objeto. El conocimiento de la distancia
real a la que está situado el objeto nos permite inferir el tamaño real del objeto a partir del tamaño de su imagen percibida, pues
sabemos que este último es proporcional a la distancia a la que está situado el objeto. Si bien Helmholtz no entra en detalles sobre
ese proceso inconsciente de inferencia, sí lo hace Egon Brunswik [171], con quien tal proceso se convierte en un cálculo estadístico.
Brunswik es el autor de la teoría del funcionalismo probabilístico, que él aplica, fundamentalmente a la percepción. Brunswik,
cuando aplica su «modelo de la lente» —cfr. Brunswik [172]— a la percepción, distingue varias regiones de referencia en relación
a un sujeto perceptor: central, proximal y distal. Cuando se percibe, si bien son constantes las características reales del objeto
—sus características físicas—, así como también lo es el logro perceptual del sujeto perceptor, ambas constancias se relacionan
mediante la mediación de patrones alternativos de estímulos proximales, por lo que hay una serie de relaciones cuya incertidumbre
habrá que deshacer. Es decir, un estímulo distal (lejano), no implica un patrón predecible y especí…co de estímulos proximales.
Tampoco podemos inferir la naturaleza de un estímulo distal, de manera única, a partir de estímulos proximales. Brunswik a…rma
que la relación funcional entre un estímulo distal y los estímulos proximales, viene dada por el grado de covariación entre una clave
proximal (convergencia ocular, acomodación del cristalino, disparidad retiniana, etc.) y una característica distal. De…ende resolver
esta incertidumbre recurriendo a una estrategia probabilística, y así llegar a la percepción. La correlación entre lo distal y lo
proximal nunca es uno. «El hábitat natural en que se mueve el sujeto no se le ofrece de una manera determinista, sino sólo con
una cierta probabilidad» —cfr. Fernández Trespalacios [173] (p. 56).

25 Pero sigue existiendo la probabilidad de poseer el esto demandado, o sea, la creencia en que el esto ofertado es el esto
demandado (aunque este comentario, en realidad, pertenece al Cap. 18: «Desenlace»).
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está diciendo que ya no es posible [en nuestro caso, bregar por conseguirla].

1.11 El ignorante ser humano

«Me turba el universo y no puedo imaginar que exista este reloj y no haya relojero.»
—Voltaire <Las cábalas>

«¿Qué es el azar? ¿Un producto de nuestra igorancia o un derecho intrínseco de la naturaleza?» son dos
preguntas formuladas por Jorge Wagensberg en el discurso inaugural de un Encuentro sobre Determinismo
y Libertad, celebrado en el Teatro-Museo Dalí de Figueres, el uno y el dos de noviembre de 1985, organizado
por la Facultad de Física de la Universidad de Barcelona. Este encuentro consistió en seis conferencias: «La
búsqueda de la certeza en un universo probabilístico» de Peter Theodorus Landsberg, «Microsistemas, macro-
sistemas y determinismo» de Günther Ludwig, «Determinismo e innovación» de René Thom, «Universalidad
de las leyes de la naturaleza y cosmología» de Evry Schatzman, «Variaciones sobre el tema de la selección
natural. Exploración, selección y decisión en sistemas complejos de baja energía» de Ramón Margalef y
«Enfrentándose con lo irracional» de Ilya Prigogine —premio Nobel de Química en 1977—, los correspon-
dientes coloquios y dos debates generales, uno sobre determinismo e indeterminismo en la ciencia moderna y el
otro sobre determinismo y libertad.

Por supuesto que se habló del principio de incertidumbre o indeterminación26 de Werner Karl Heisenberg.
Muchos son los que de…enden que este principio fuerza la entrada de la lógica multivalente en la ciencia —cfr.
Kosko [59]—, aunque algunos lo nieguen —cfr. Quine [175], y las citas anteriores.

Otra manera de interpretar el mundo, al menos el cuántico. «¿Qué mide jÃj2dV ? ¿Mide la probabilidad de
que un electrón aleatorio se mani…este en un volumen in…nitesimal dV ? ¿O mide el grado en el que un electrón
determinista, pero con forma de nube de electrones, se mani…este en dV ?» —cfr. Kosko [176] (p. 266)—.
De inmediato, Bart Kosko sugiere la posibilidad de que incluso la existencia admita graduarse, al menos en el
nivel cuántico.

Y de aquí, algunos pasan de inmediato a una ontología gradual, donde se admitan grados de existencia,
grados de realidad de objetos «concretos»: «¿Hay también grados de existencia de ciudades, planetas, especies
vegetales, nidos, programas de computadora, libros, partidos políticos, clubes de fútbol? Sin duda» —cfr.
Vásconez y Peña [177] (§3).

JohnWheeler [178] (pp. 8-9) relata el siguiente juego (via Michael Talbot [179], pp. 166-167): «Supong-
amos que usted ha debido retirarse a un cuarto, mientras en otro cuarto un grupo de amigos suyos decide cuál
será la palabra difícil de adivinar que le propondrán a usted para que la adivine. Al volver al cuarto de sus
amigos, usted advierte que todos están sonrientes. Usted sospecha que le preparan alguna broma, pero decide
seguir con el juego y empieza a hacer las preguntas. “¿Es un animal?” “No.” “¿Es un vegetal?” “No.” “¿Es
un mineral?” “Sí.” “¿Es marrón?” “No.” “¿Es blanco?” “Sí.” A medida que usted sigue con sus preguntas,
usted comprueba que cada interlocutor se toma cada vez más tiempo para contestar. Al término del juego a
usted le queda una sola opción: “¿Es una nube?” La persona que debe contestarle re‡exiona al respecto un
instante y al …n contesta: “Sí”, y todos rompen a reír. A continuación le explican que cuando usted se fue al
cuarto de al lado ellos convinieron en no ponerse de acuerdo sobre una palabra. En vez de esto decidieron que
contestarían lo que se les ocurriera, con la condición de que al hacerlo tendrían en el pensamiento una palabra
compatible con todas las respuestas previas. Si no cumplían con esta condición, ellos perderían y usted ganaría.
Pero la palabra …nal, “Nube”, no existió hasta que usted hizo su última pregunta.»

En realidad, podríamos decir que la solución no existió hasta que se formuló la última pregunta.

Pero, ¿no podríamos decir, aún mejor, que el grado de existencia (o de realidad) de la solución, fue
aumentando, desde la no existencia (antes de formular la primera pregunta) hasta la existencia (tras formular la
última pregunta)?

Creo más en la idea anterior que en la probabilística; creo más en un cuanto con existencia graduada, o
mejor dicho, por graduar (por parte de un observador).

En cualquier caso, incluso admitida la naturaleza aleatoria en el microcosmos, ¿por qué distenderla al
macrocosmos?

Para Albert Einstein, como para tantos otros, el azar nos consuela de nuestra ignorancia. De…enden un
determinismo ilusorio, rayando en lo quimérico, por lo utópico. Su determinismo es inalcanzable para el ser
humano «actual».

26En mecánica cuántica no es posible conocer con exactitud, en un instante determinado, los valores de dos variables canónicas
conjugadas —por ejemplo, posición-impulso, o energía-tiempo.
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Leamos a Manfred Max-Neef:

«Existen unas 20 constantes físicas fundamentales, como son la velocidad de la luz, la constante de gravita-
ción universal, la constante de Planck y la constante de Boltzmann. Estas constantes no son independientes,
y se ha estimado que la probabilidad de que se presente su interrelación única es del orden de 1/10 200 (uno
partido por diez elevado a doscientos). Además, con el cambio más in…nitesimal del valor de estas constantes,
o de sus relaciones, el universo se haría inestable y llegaría a su …n.
En lo que se re…ere a la vida, se sabe que una célula viviente está compuesta de unas 2.000 enzimas especí…cas.
Los biólogos han calculado que la probabilidad de que se produzca una combinación única de estos elementos
para que se pueda producir una célula viviente al cabo de un millón de años de evolución es del orden de
1/10 1000 . Estos niveles increíbles de azar nos llevan a una única conclusión de largo alcance: que nuestra
existencia es fruto de una improbabilidad in…nita de existir.
Por lo tanto, formamos parte de una vida que es el único milagro demostrable cientí…camente hoy día; el
mayor milagro posible, por otra parte. No sólo hemos asimilado esta idea (lo que es muy inquietante), sino
que llegamos a dar por supuesta la vida y todo lo que a ella atañe, como si todo lo que destruimos o gastamos
fuera recuperable de una manera mecánica. Nuestra actividad económica, y su justi…cación teórica, es en
muchos sentidos un ejemplo perfecto de esta conducta absurda. Cada vez resulta más claro que, por medio
de la lógica económica dominante que se aplica (nuestros conceptos de valor, progreso, bene…cios, y todos
los demás), nuestra capacidad de destruir lo in…nitamente improbable se está convirtiendo en una certeza.»
—Manfred Max-Neef, en Ekins, Hillman y Hutchison [180] (p. 11)

Como ser humano, me resisto sobremanera a creer que seamos fruto del azar, de un experimento aleatorio
llevado a cabo por Dios —aunque Dios mismo, quizás no se resistiría; tales «probabilidades» no afectarían su
omnisciencia; Él podría aceptar perfectamente ser fruto del azar.

Desde el momento en que somos capaces de predecir, mi opinión es que el azar probabilístico no es el puro
azar. No se trata del azar esencial, epistemológico, sino de un azar «domesticado». Abraham De Moivre
distinguía entre el azar relacionado con la impredecibilidad del resultado en un lanzamiento único de una moneda
y el relacionado con la desviación respecto de la serie ideal de «cara» (A) y «cruz» (B): ABABAB : : : , siendo,
no obstante, este último, una consecuencia del primero —cfr. Schneider [181]. Quizás pensase De Moivre
en la diferencia entre el puro azar y el azar «domesticado».

«Si los sucesos tuvieran lugar puramente al azar, sería imposible hacer deducciones; recíprocamente, si las
inducciones de un cierto tipo producen sistemáticamente conclusiones verdaderas, debe haber una regularidad
contingente en el universo que sería susceptible de expresarse en la forma de principios supremos o postulados
de la inducción.»
—Max Black, via Mary Sol De Mora Charles [182] (p. 407)

Como expone Mary Sol De Mora Charles [182] (pp. 407-408), a lo largo de la historia, se han enunciado
varios principios defendiendo estos argumentos: el principio de que el futuro se parece al pasado (David Hume);
el de que todo suceso tiene una causa su…ciente (John Stuart Mill); el principio de homogeneidad espacio-
temporal, o el principio de que la variedad es limitada y que los atributos de los individuos se reúnen en un
número …nito de grupos (John Maynard Keynes y Charles Dunbar Broad).

Le hemos echado el lazo al azar. Para mí, el azar con el que trabajamos en los modelos estocásticos, es un
camino hacia el determinismo. Hablando de predicciones, siempre buscamos una mayor precisión y …abilidad.
Lo predice con un 90 por ciento de posibilidades. Pues seguramente, en el futuro, se hallará un método mejor,
sería la respuesta.

Observa, querido lector, cómo los defensores del azar, persiguen denodadamente el cien por cien de …abilidad
en sus predicciones, persiguen el determinismo. Cuanto más se acercan al determinismo, más felices se sienten.

Y he aquí lo que nos dice Lewis Carroll, respecto de la paradoja de los mapas —cfr. Bunch [183] (p.
130): cuanto más grande sea un mapa, mayor detalle podrá conseguirse; claro que, desde este punto de vista,
el mejor mapa es tan grande como la misma región que representa.

La paradoja de los mapas se muda en metáfora: el azar domesticado es un mapa y el determinismo, la región
que representa.

El azar que usamos está domesticado, pues se rige por leyes. En realidad, podríamos hablar de expresiones
del azar y de leyes para «atraparlas». Y estas leyes son deterministas. Por supuesto que podemos pensar en
leyes de tipo 2, esto es, las leyes, a su vez, están determinadas por otras leyes, y, por qué no, éstas por otras,
y así sucesivamente. Pero esto es un camino sin …nal del que cuando decidimos retornar, en ese punto, en ese
momento decisivo, hemos aniquilado el azar.
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En de…nitiva, pienso que el azar puro, epistemológico, es tan inalcanzable para el ser humano «actual»,
como el determinismo.

«Consideramos una cosa como efecto del azar si no ofrece a nuestros ojos nada regular o nada que anuncie
una intención, y si además ignoramos las causas que lo producen. El azar, por consiguiente, carece de
realidad en sí mismo: no es más que un término que describe nuestra ignorancia acerca de la manera en
que las diferentes partes de un fenómeno se combinan con otro y con el resto de la Naturaleza.
El concepto de probabilidad hace referencia a esta ignorancia. Si estamos convencidos que, de dos sucesos,
que no pueden ocurrir conjuntamente, uno u otro ha de tener lugar necesariamente, y si no vemos ningu-
na razón por la que uno debería tener lugar más fácilmente que el otro, la existencia y la inexistencia de
cualquiera de ellos es igualmente probable.»
—Pierre Simon Laplace, via Ivo Schneider [181] (p. 382)

Ser humano signi…ca, actualmente, ignorar, y esta ignorancia me obliga a adoptar una postura no deter-
minista.

«Como una inferencia directa de la ignorancia, no puede haber reglas sociales ni políticas que sean inmuta-
bles.»
—J. Wiseman [184]

Pero, esta postura debe ser racional, o al menos, no debe atentar contra nuestro sentido común. A la «mano
invisible» y al «deus ex machina» —misteriosos procesos irracionales que conducen a un orden no intencionado,
pero con atisbos de ideal—, propugnados por Adam Smith [185] y Friedrick A. Hayek [186], respectivamente,
me siento obligado a cali…carlos como mínimo de cavilosidades, si no de sandeces, en cuanto divinizan el efecto
pero no la causa.

Dios podrá no jugar a los dados, pero yo sí que juego. Creo en la necesidad de un azar «domesticado», porque
al no poder ser determinista, por mi condición humana, necesitaré tirar los dados ante algunas situaciones de
elección.

«Sólo Dios es capaz de percibir el in…nito de términos cuya conexión permite establecer la unidad de lo real
y restablecer la homogeneidad de la ciencia. Dios es profeta tan fácilmente como es geómetra.»
—Leibniz, via Tomás Gallarta [187] (p. 36).

Saber si mis hijas Marina y Sara serán o no personas altas, puede que tenga que ver con el azar. Pero, no
tener claro si mi amiga Cristina es o no alta, no es una cuestión de azar. Y sin embargo es una situación de
duda, de vacilación, de incertidumbre. Pero esta incertidumbre no tiene nada que ver con el azar, aunque sí con
mi ignorancia. Desconozco la de…nición de ser humano alto, aún más, desconozco si alguien la propuso alguna
vez27. La fuente de incertidumbre, donde beben el azar y la vaguedad es la misma, la ignorancia inherente al ser
humano. Imagina lector, si no, un mundo donde todo lo que se conociera estuviese bien de…nido, estandarizado,
incluso en el sentido puramente sociológico del término: que las actitudes, ideas y gustos del ser humano actual
fuesen moldeados según patrones comunes. E imagina vivir en él.

1.12 ¿Dónde se clavó el dardo?

«A no ser que cambiemos de rumbo, seguramente acabaremos allí donde nos dirigimos.»
—Proverbio chino.

Pensemos en una diana y un dardo. ¿Cuál es la probabilidad de que el dardo se clave en el punto (®; 0),
donde ® es el número real ® = 0; 666:::, de…nido como sigue? El dígito i-ésimo de ® es 6, si en el dígito i-ésimo
del desarrollo decimal de ¼ no comienza una secuencia de diez cincos consecutivos, y es 7, en caso contrario.

Este número es computable, así que una pregunta que deberíamos hacernos es: ¿Cuál es la probabilidad de
que el dardo se clave en el punto (°; 0), donde ° es un número real computable?

Sea ¯ = 0; 333:::, de…nido como sigue. El dígito i-ésimo de ¯ es 3 si en el dígito i-ésimo del desarrollo
decimal de ¼ no comienza una secuencia de diez sietes consecutivos, y es 2, en caso contrario.

27Aunque sí conozco la de…nición de montaña de Quine, que transcribimos en la página 53 de esta tesis.
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¿Cuál es la probabilidad de que el dardo se clave en el punto (°; 0), donde ° = ®+ ¯?

Aunque ® y ¯ son computables, ®+¯ no lo es; de hecho, no tenemos ni idea, ni siquiera de cual es el primer
digito decimal de ®+ ¯ —cfr. Myhill [188].

Así que otra pregunta que deberíamos hacernos es: ¿Cuál es la probabilidad de que el dardo se clave en el
punto (°; 0), donde ° es un número real no computable?

Aquí la cuestión estriba en: ¿cómo se mani…esta un número no computable? Es decir, ¿cómo comprobamos
que el dardo se ha clavado precisamente en ese punto, dado que no hay medios de computar el punto? Por
ejemplo, para evitar problemas de esta índole, Errett Bishop [189] fundamenta el Análisis Constructivista en
los números reales aproximables decimalmente (n.r.a.d.), es decir, en números reales ½ tales que 8" 2 Q+;9d 2
Q; j½¡ dj < " (siendo d un número con un número …nito de decimales). Los n.r.a.d. pueden ser computables
o no: por ejemplo, los ®; ¯ y ®+ ¯ anteriores son aproximables decimalmente. Repetimos, en la base de una
matemática constructivista28 hay números que no se sabe construir.

Y no hay medios, por no ser computable ® + ¯, pero también puede acontecer tal falta aunque fuese
computable. Por ejemplo: sean ®; ¯ 2 [0; 1) tales que sus representaciones in…nitas binarias se de…nen como las
salidas de dos máquinas de Turing dadas Z® y Z¯; en este caso, aunque ®+ ¯ es computable, puede que no
podamos de…nir la máquina de Turing que lo computa —cfr. Beckman [191] (p. 217).

Los números reales computables constituyen un conjunto numerable29 —y, por tanto, hay una in…nidad no
numerable de números reales no computables—. Empleando el conjunto de números racionales como conjunto
numerable, y los irracionales como in…nito no numerable, las preguntas anteriores pueden ser reescritas:

¿Cuál es la probabilidad de que el dardo se clave en el punto (°; 0), donde ° es racional? ¿E irracional?30

La respuesta clásica a cualquiera de las cuestiones planteadas es cero. Sin embargo, hay muchísimos más
números irracionales que racionales. Intuitivamente (haciendo partícipe a nuestra intuición del in…nito), la
probabilidad de que se clave en un irracional debería ser mayor que la probabilidad de que se clave en un
racional.

Estamos ante dos sucesos de probabilidad 0, posibles, y tales que uno puede ocurrir con más frecuencia que
el otro. La cuestión es: ¿por qué no incluir este hecho en la probabilidad?

¿Por qué no decir que la probabilidad de que se clave en un racional es un CERO bajo, mientras que la
probabilidad de que se clave en un irracional es un CERO alto?

¿O que el primer CERO, es «menos cero» que el segundo?

¿O que el primer CERO es un CERO «menos intenso» que el segundo?

Todas las propuestas actuales que conocemos consideran «totalmente cierto» al suceso seguro, y por tanto
un único suceso seguro, y similarmente, un único suceso nulo. Sin embargo, las consideraciones lingüísticas que
proponemos quiebran esta unicidad, esta absoluta certeza.

¿Por qué seguir insistiendo en que la probabilidad de que una moneda caiga de canto es cero, si no vamos
a poder lanzarla in…nitas veces?

«Nada es totalmente cierto; ni siquiera esta a…rmación lo es.»
—Eduard Douwes Dekker, alias Multatuli, via Gilbert Sinoué [152] (p. 59)

En el capítulo 17: «Un minero de datos ataviado con indumentaria tornasolada (borrosa y bayesiana)
(ter)», y en el capítulo 18: «Desenlace», intentamos encontrar respuestas.

1.13 Nuestros antepasados, las máquinas

«El único lugar en el que no se desentona es en el árbol genealógico.»
—Max Jacob

28 La propuesta de análisis constructivista de Errett Bishop, pues hay varias escuelas constructivistas —cfr. v. gr. Bridges y
Richman [190]—, aunque en ninguna se parte de números computables.

29 Aunque el conjunto de los números reales computables es numerable, no es efectivamente enumerable. Si bien por ser numerable
es enumerable, es decir, existe una biyección entre los números reales computables y los naturales, esta biyección no es efectiva,
o sea, que no existe ningún algoritmo que compute qué número real computable corresponde a un natural dado, ni viceversa.
La biyección existe, pero no podemos de…nirla. Esta falta de medios es del último tipo que comentábamos: cuando ® + ¯ es
computable.

30 Observe el lector que si suponemos que el dardo se clavó en la recta, entonces, estas cuestiones quedan:
¿Cuál es la probabilidad de que un número real elegido al azar sea racional?
¿E irracional?



28 Capítulo 1. Arengas

Contemplemos el diagrama de Andrew Whiten sobre la complejidad que se organizaría en torno a la
representación interna en un animal de un deseo especí…co de otro animal —cfr. Fig. 1.6.

X corteja a los que 
tienen la carne 

X observa 
constantemente la carne 

X intenta hacerse con la 
carne 

X amenaza a los 
animales de rango 

inferior que se acercan 
a la carne 

X coge cualquier resto 
de carne que pueda 

encontrar 

X sigue a los que tienen 
la carne 

X no querrá soltar la 
carne, una vez que se 
haya hecho con ella 

 
SE APROXIMASE APROXIMASE APROXIMASE APROXIMA    
CON CUIDADOCON CUIDADOCON CUIDADOCON CUIDADO    

X cogerá la carne, si 
alguien la suelta 

VIGILAVIGILAVIGILAVIGILA    

El cortejo de X puede 
ser sencillamente un 
medio para alcanzar 
un fin: se acabará si 
tiene oportunidad de 

coger la carne 
 

SE SE SE SE MANTIENE MANTIENE MANTIENE MANTIENE 
ESCÉPTICOESCÉPTICOESCÉPTICOESCÉPTICO    

Dar carne a X puede 
aumentar la simpatía 

de X 
DA LA CARNEDA LA CARNEDA LA CARNEDA LA CARNE    

X 
QUIEREQUIEREQUIEREQUIERE 
la carne 

Y PERCIBEPERCIBEPERCIBEPERCIBE que: 

Y PREDICEPREDICEPREDICEPREDICE que: 
(y actúa en consecuencia) 

Figura 1.6: Representación interna en un animal de un deseo especí…co de otro
animal, según Andrew Whiten.
—Fuente: Adaptado de Dennett [151] (p. 150).

Daniel Clement Dennett [151] (pp. 148-149) argumenta que no necesitan consultar un modelo interno de
la mente del otro para poder prever su comportamiento y ajustar el suyo convenientemente, sino que están
provistos de una «“lista” más bien larga de conductas posibles, bien ligadas a una lista más bien larga de pistas
perceptivas y no necesitan saber nada más.» Pero, ¿cómo se formaron estas listas y cómo se establecieron las
asociaciones entre sus elementos? ¿Posee el animal mecanismos internos, quizás inconscientes, de cálculo de
frecuencias y de probabilidades condicionadas? ¿Forman parte ellos de lo que llamamos «instinto animal»?
¿O será, quizás, posible, que el manejo de la incertidumbre, aunque de naturaleza probabilística, por parte del
animal, no requiera de una implementación —inconsciente— de nociones probabilísticas?

Mi buen amigo y biólogo, Francisco Javier Máximo Hombre, mantiene que no existe la inteligencia sino
la memoria. Y puede que esté en lo cierto. Puede que nosotros lo único que tengamos sea una enorme lista
de hechos, causas, conocimientos, pistas perceptivas, excelentemente ligadas a otra enorme lista de conductas
posibles. Puede, entonces, que la inteligencia se reduzca a la simple consciencia de esa memoria. Podemos
hablar de conocimiento implícito o procedimental en las criaturas popperianas31, pero, ¿podemos hablar de
manejo de conceptos? Pensamos que no. Estamos de acuerdo con Dennett en que tal manejo es imposible sin
el lenguaje —cfr. Dennett [151] (p. 188)—. Pero además del lenguaje, un medio entre lo interno y lo externo,
no debemos olvidar nuestra necesidad de medios puramente externos, como repositorios de nuestra memoria.

«El sueño es tal vez en el ser humano lo que las cavernas son en la tierra: el refugio de una memoria que
se descubre poco a poco.»
—Didier Decoin <La última noche>

31Daniel Clement Dennett [151] (pp. 104 et passim ) denomina criaturas darwinianas a las más primitivas, organismos
supervivientes primarios; denomina criaturas popperianas (pp. 109, 156 et passim ) a aquéllas capaces de preseleccionar entre
todos los comportamientos o acciones, capaces de guiarse por su experiencia pasada para rechazar posibilidades de actuación
tentadoras aún no probadas en la «vida real» (¿qué debo pensar a continuación? y ¿qué haré a continuación?, son, en este orden,
las preguntas típicas que «se hacen» estas criaturas). Como decía Karl Raimund Popper, esto «permite que nuestras hipótesis
mueran en vez de morir nosotros» —cfr. Dennett [151] (p. 109)—. En un rango inferior se sitúan las criaturas skinnerianas
—en honor al condicionamiento operante propugnado por Burrhus Frederic Skinner [192]—, incapaces de preseleccionar, obligadas
a probar, y por tanto, susceptibles de morir en uno de sus errores (¿qué haré a continuación?, es la pregunta típica que «se hacen»
estas criaturas). Las criaturas gregorianas —en honor a Richard L. Gregory [193]—, son aquéllas «cuyos entornos internos
reciben la información mediante las partes diseñadas del entorno externo. [...] Pocos de nosotros podríamos reinventar la rueda,
pero no tenemos que reinventarla ya que hemos adquirido el diseño de la rueda» —cfr. Dennett [151] (p. 121).
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Y eso sería todo: memoria. No en vano provenimos de autómatas. Aquellas macromoléculas de hace miles
de millones de años, de las que descendemos, no eran más que eso, autómatas autoduplicantes32. Y son nuestros
ancestros. ¡Un saludo, tata ... tatarabuelo robot !33

En …n, emprendamos el camino.

32Cfr. nota a pie de página no1 (pág. 5).
33 Esta expresión tan «grá…ca» no es nuestra, sino de Daniel Clement Dennett [151] (p. 34).





«Los datos, organizados y empleados debidamente,
pueden convertirse en información.

La información, absorbida, comprendida y aplicada por las personas,
puede convertirse en conocimientos.

Los conocimientos aplicados frecuentemente en un campo
pueden convertirse en sabiduría,

y la sabiduría es la base de la acción positiva.
La teoría de la decisión sólo se aplica, en la mayor parte de los casos,
cuando las partes más difíciles de la decisión ya han sido tomadas.»

—Michael Cooley [194]

«El conocimiento conduce a la unidad de la misma manera que la ignorancia conduce a la diversidad.»
—Shrî Râmakrishna, <Conversaciones>

Parece indiscutible que el aprendizaje humano —responsable, sin duda, de su evolución y
progreso—, está fuertemente in‡uenciado por el conocimiento previo poseído. Los sistemas de
representación de conocimiento prestan una ayuda empírica razonable a los estudios sobre cambio
conceptual, al permitir simular las interferencias que se producen entre los conocimientos nuevos
con los que se poseían de antemano, así como el proceso de desarrollo y evolución conceptual.
Suponemos que los sistemas computacionales de representación de conocimiento, con los que tra-
bajamos, son efectivamente computables, humanamente manipulables y que sus elementos son dis-
tinguibles descriptivamente. Para esto último, nos basamos en el principio de la variedad limitada,
propugnado por John Maynard Keynes y Charles Dunbar Broad, es decir, que los atributos de
los individuos se reúnen en un número …nito de grupos, y en los actos de distinción que, como
humanos, ejecutamos continuamente, y cuyos resultados son las unidades (objetos, entidades), en
el sentido de Humberto R. Maturana y Francisco J. Varela. Si bien estas unidades están vaga-
mente per…ladas, porque desconocemos con precisión su per…l de atributos, han de ser humanamente
interpretables. Como intérpretes en estos papeles de unidades vagamente per…ladas, hemos elegido
a los objetos borrosos.
Actualmente, en la mayoría de los sistemas computacionales de representación de conocimiento, los
mecanismos primarios de inferencia como la categorización y la clasi…cación, se llevan a término
utilizando criterios de subsunción. Pero el uso de argumentos de subsunción acarrea ciertos pro-
blemas computacionales, por ejemplo, con respecto a la comprobación de tipos, la autorreferencia y
las clases cíclicas.
Por otro lado, las consultas basadas en similitud se constituyen en un paradigma de búsqueda para
muchísimas aplicaciones, como bases de datos multimedia, minería de datos (data mining), re-
conocimiento de patrones, biología molecular, comercio electrónico, o la búsqueda en Internet, por
poner varios ejemplos.
Esta obertura nos motiva, descubre y conduce hacia la primera meta de nuestra Tesis: de…nir un
marco teórico de trabajo adecuado para comparar conjuntos borrosos, ordinarios o no (©-borrosos,
de nivel n, de tipo n, etc.), y nos propone basar las comparaciones en similitudes, evitando así los,
a veces, arriesgados, argumentos por subsunción.

31

 Sabiduría 
 

Conocimientos 

  Datos Información 

   
   

   
OOOObbbbeeeerrrrttttuuuurrrraaaa    

   
   

2222    



32 Capítulo 2. Obertura

2.1 Sistemas de representación de conocimiento

«Saber es poder.»
—Auguste Comte

2.1.1 Sistemas computacionales de representación de conocimiento efectivamente
computables

Decimos de un sistema computacional que es efectivamente computable si presumimos que podemos com-
pletar cualquier operación en tiempo …nito, es decir, si es un sistema humanamente manipulable. En el sentido
de que la computabilidad formal subsume a la computabilidad intuitiva, tesis defendida por Alonzo Church y
Alan Mathison Turing1.

Los sistemas computacionales de representación del conocimiento prestan una ayuda empírica razonable
a los estudios sobre cambio conceptual, al permitir simular las interferencias que se producen entre los
conocimientos nuevos con los que se poseían de antemano (a priori), así como el proceso de desarrollo y evolución
conceptual —cfr. Simon y Kaplan [198]—. Esto nos conecta de inmediato, por ejemplo, con las nociones
de concepto inclusor (subsumente, supraordenado o subordinante) y la de concepto «incluido» (subsumido o
subordinado), en el marco de la teoría del aprendizaje signi…cativo, una teoría constructivista del aprendizaje
postulada por David P. Ausubel [199, 200, 201], y defendida, entre otros muchísimos, por Joseph D. Novak
y Helen Hanesian [202] —cfr. §6.22.1.

2.1.2 La subsunción y sus infatigables e importunos adláteres computacionales

Como es bien sabido, la clasi…cación y la categorización son dos mecanismos primarios de inferencia en los
sistemas de representación de conocimiento. Tradicionalmente, las jerarquías que expresan categorización de
clases en una Base de Conocimiento —Knowledge Base (KB)— o en un OBRS (Object Based Representation
System), se construyen en base a criterios de subsunción.

Cuando dos ideas se conectan a la luz de una relación de dependencia de una parte a un todo, decimos
que el último subsume a la primera. Es posible pensar en cosas en sí mismas, pero también es posible pensar
en ellas de acuerdo a conceptos más extensos. Esta segunda posibilidad es la subsunción. La subordinación
de unos conceptos a otros. Así, por ejemplo, decimos que el concepto de animal subsume al concepto de ser
humano2.

A veces, se hace referencia a la subsunción como un operador subtipo en una jerarquía tipo-subtipo. Uno de
los problemasmás conocidos de la subsunción tiene que ver con la comprobación de tipos (type checking). En
principio, cualquier tipo que pueda ser inferido puede ser comprobado. Pero existen problemas al no poder inferir
el tipo de ciertas cláusulas de ciertas tuplas, por ser arbitrario tal tipo. Dos soluciones son: anotación de tipos —
cfr. Abel [205]— o caminos cuanti…cados (esencialmente, secuencias de atributos afectados por cuanti…cadores
existenciales o universales) —cfr. Bergamaschi [206]—. La subsunción también tiene problemas con la
autorreferencia y las clases cíclicas —cfr. Beneventano y Bergamaschi [207]; Ohori y Tajima [208].

2.2 Sistemas de gestión de bases de datos

«El verdadero tesoro del hombre es el tesoro de sus errores, la larga experiencia descargada gota a gota en
milenios.»
—José Ortega y Gasset

1En una demostración con sabor similar a la del teorema de incompletitud de Kurt Gödel, Peter Wegner muestra que el
software interactivo, no puede describirse con una máquina de Turing. La idea básica de Peter Wegner es que un sistema
interactivo que interactúe con más de un entorno, simultáneamente, no puede ser reducido a uno que interactúe con un único
entorno [195, 196, 197]. No obstante, es posible extender el modelo abstracto de máquina de Turing de manera que sea capaz de
modelar la interacción; Wegner propone denominar a estas máquinas de Turing extendidas, máquinas interactivas (interaction
machines). Es el primer ejemplo que conocemos, de supercomputación Turing efectiva.

2Ya que uno de los supuestos trata sobre la evaluación de los aprendizajes, hacemos un par de comentarios en este punto. Según
Joseph D. Novak [203], el aprendizaje por subsunción es el tipo predominante. Su opuesto, el aprendizaje superordinario
—esto es, el que se lleva a cabo cuando se asocian varios conceptos como subconceptos de un concepto más universal—, contribuye
de manera sustancial al desarrollo de esquemas mentales —cfr. Novak y Luli [204]—, como pueden ser los mapas de conceptos,
una clase de herramientas de representación de conocimiento sobre las que escribiremos en §6.22.1.
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Una base de datos, en su más pura esencia, se entiende como un sistema cuyo propósito es almacenar y
mantener información electrónicamente, haciéndola accesible bajo petición, a ser posible, en forma conveniente
y e…ciente —cfr. v. gr. Korth y Silberschatz [209]; Hansen y Hansen [210]. Un buen diseño de la base
de datos debe encaminarse a conseguir su transportabilidad, a la par que su expansión.

Los primeros sistemas de gestión de bases de datos (SGBD) se basaban en los modelos de datos de red y
jerárquico. El primer SGBD es IDS (Integrated Data Store) de General Electric —cfr. Bachman yWilliams
[211]—, que es un modelo de datos de red. Otro ejemplo es APL (Associate PL/1 ) —cfr. Dodd [212]—
. Actualmente destacan, por su mayor uso, IDS (comercializado ahora por Honeywell) e IDMS (Integrated
Database Management System) de Computer Associates. En realidad, el modelo en red más usado no es un
modelo «puro» de red: es IDMS/R (Integrated Database Management System/Relational) que incorpora a
IDMS algunas características relacionales.

IMS (Information Management System) —cfr. McGee [213]; IBM [214]—, desarrollado conjuntamente
por IBM y North American Aviation (posteriormente, Rockwell), con la meta de proporcionar un SGBD para
el proyecto lunar Apolo, responde al modelo de datos jerárquico. IMS sigue siendo un modelo competitivo
en la actualidad. Una razón, aunque externa, es que muchas estructuras de datos que se usan y que se usarán,
son inherentemente jerárquicas. Los modelos en red, posiblemente los más robustos en cuanto a su capacidad
de representación, no han conseguido vencerle, porque, por lo general, pecarán de exigir una complejidad mayor
que la necesaria, y en particular, debido a su mejor gestión de memoria (primaria y secundaria). Otros sistemas
jerárquicos que se siguen usando, aunque en menor medida, son, TDMS (Time-Shared Data Management
System) de System Development Corporation —cfr. Vorhaus yMills [215]; Everett,Dissly y Hardgrave
[?]—, System-2000 de MRI [216] (ahora de SAS Institute) y Mark IV (Multi-Access Retrieval System) de Control
Data Corporation.

En 1970, Edgar Frank Codd [217] propone un nuevo enfoque, que revolucionará el concepto de SGBD:
el modelo relacional —v. gr. System R (cfr. Ashtrahan et alii3 [218]); PRTV (Peterlee Relational Test
Vehicle) (cfr. Todd [219]); Ingres (cfr. Stonebraker, Wong, Kreps y Held [220]; Stonebraker [221]);
Query-by-example (cfr. Zloof [222]).

Estos tres modelos pueden adscribirse a una categoría que Henry F. Korth y Abraham Silberschatz
[209] (p. 7, de la edición española) denominan modelos lógicos basados en registros —que describen los
datos en los niveles conceptual y de visión, si bien no especi…can claramente los limitantes de los datos—. Estos
autores consideran dos categorías más, la de los modelos físicos de los datos—que describen los datos en el
nivel más profundo, por ejemplo, el modelo uni…cador y la memoria de cuadros— y la de los modelos lógicos
basados en objetos —que describen los datos en los niveles conceptual y de visión, especi…cando de manera
precisa los limitantes de los datos, por ejemplo, el modelo binario, el modelo infológico, el modelo semántico de
datos, el modelo orientado a objetos y el modelo entidad-relación —cfr. Thalheim [223].

2.3 Sistemas de representación de conocimiento basados en unidades
vagamente per…ladas

«La signi…cación de un objeto es, entre otras, “todo lo que se puede hacer con él”»
—Jean Piaget y Rolando García [224] (p. 71, de la edición española)

Como apuntan Ekins, Hillman y Hutchison [180] (p. 117), el movimiento desde los datos hasta la
sabiduría supone un distanciamiento de los meros cálculos, una manifestación de la intuición y del senti-
do común, una adquisición de conocimientos tácitos, y un mayor número de juicios sintéticos que de juicios
analíticos. Si bien, éstas son características humanas y no maquinales.

Como decíamos al …nalizar el Preludio, nuestra sociedad, en su modo actual, no es la sociedad de la
información, y mucho menos del conocimiento y ni por asomo, de la sabiduría. Es tal la inmensidad de datos
en acecho, que no nos es posible su procesamiento para su trastrocamiento en información. Pero tampoco es,
la nuestra, la sociedad de los datos, sino más bien, la sociedad de los bosquejos. La rapidez con la que
transitamos por la vida, hace que lo incompleto valga por exhaustivo, lo dudoso, por seguro, y lo vago, por
preciso.

La realidad es que los puntos de partida de muchísimas de las inferencias que realiza el ser humano, son
ideas, nociones vagas, y no conceptos —entendidos, estos últimos, desde lo absoluto.

3Ashtrahan, Blasgen, Chamberling, Eswaran, Gray, Griffiths, King, Lorie, McJones,Mehl, Putzolu, Traiger,Wade
y Watson.
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Porque, como de…ende el pedagogo sueco Säljö [225], existe la distinción entre pensamiento super…cial
y pensamiento profundo, y a su vez, cada uno, enmarca dos categorías, las de la actitud pasiva y activa
—cfr. Enkvist [226] (p. 161)—. En la categoría super…cial-pasiva (conocer datos), situaríamos la búsqueda
de datos. A caballo entre las categorías super…cial-activa (conocer muchos datos verdaderos) y profundo-
pasiva (conocer muchos datos verdaderos conectados unos a otros), situaríamos la búsqueda de la información.
Finalmente, en la categoría profundo-activa (conocer muchos datos conectados unos a otros y saber distinguir
entre reglas y ejemplos), situaríamos el conocimiento.
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teorías Requisitos de diseño Representación del 

conocimiento 

Gestión Requisitos de 
sistema Razonamiento Organización del 
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Organización de 
sistemas Interfaces 

Figura 2.1: Entorno de soporte a la decisión.
— Fuente: Beheshti [227] (p. 18).

Como re…ere Moira Norrie [228] (p. 4), es de la opinión de algunos …lósofos, como Hilary Putnam [229], de
algunos linguistas, como George Lakoff [230], y de algunos psicólogos, como Eleanor Rosch (Heider) [231],
que puede ser que no sea posible de…nir un concepto en base a un conjunto de características (condiciones
necesarias y su…cientes). Ésta es una defensa de una permanente presencia de lo impreciso o incierto.

Sin embargo, como ya hemos discutido en alguna parte, las de…niciones son de…niciones humanas, elaboradas
por seres humanos. La seguridad en lo …nitud del conjunto de características, proviene de ello, del principio
de la variedad limitada, esto es, que los atributos de los individuos se reúnen en un número …nito de grupos
(John Maynard Keynes, Charles Dunbar Broad) —cfr. v. gr. De Mora Charles [182] (pp. 407-408)—.
Por otro lado, piense el lector que, según la Física actual, el número de átomos del universo es …nito. Así que,
aún imaginando una mente dentro de este universo, capaz de trabajar con in…nitas características ¿con qué
materiales representamos un número in…nito de características dentro de este universo?

Todo sistema basado en conocimiento4 —knowledge based systems (KBS)— contiene, al menos, una base
de datos de hechos básicos (a semejanza de un sistema de base de datos); una base de datos de reglas que permite
la deducción a partir de los hechos básicos contenidos en la base de datos, a disposición de cualquier agente
autorizado, humano o computacional —así que ya no se trata de datos, éstos han sido analizados, transformados
en información, y las reglas atañen a cómo usar tal información—. Finalmente, un KBS contiene un software,
denominado sistema de gestión de base de conocimientos —Knowledge Base Management System (KBMS)—,
que incluye las funciones usuales de los sistemas de gestión de base de datos, y cuya misión fundamental es
gestionar los procesos deductivos de la base de datos de reglas, operantes sobre la base de datos de hechos
básicos —cfr. Hansen y Hansen [210] (p. 468, de la edición española).

Los sistemas basados en conocimiento, en de…nitiva, aglutinan conocimiento. Además, son capaces de
proporcionar a los expertos algunas recomendaciones y creencias intermedias, de forma que les sean útiles en la
toma de decisiones …nales. Hemos de hacer constar nuestro absoluto convencimiento en que a la hora de tomar
decisiones que afecten a humanos, los seres humanos tienen la última palabra (simplemente, es un parecer de
especie).

El conocimiento, del que hablamos, debe ser entendido como un modelo provisto de una estructura capaz de
aprehender la parte de la realidad de interés para los desarrolladores del sistema basado en conocimiento. Una
dimensión básica de cualquier modelo es la abstracción. Ella establece las primitivas atómicas primigenias
sobre las cuales se construye el modelo. Como formalismo de representación del conocimiento, o sea, como la
forma en la que el conocimiento se describe para un grado determinado de abstracción, elegimos un formalismo
basado en unidades vagamente per…ladas.

4Las expresiones «sistemas basados en conocimiento» —knowledge based systems (KBS)— y «sistemas de base de
conocimientos» —knowledge-base systems (KBS)— han sido ampliamente usadas para representar el mismo concepto —cfr.
Hansen y Hansen [210] (p. 468, de la edición española).
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Unidades en el sentido que las de…nen Humberto R. Maturana y Francisco J. Varela [1] (p. 40 de la
versión inglesa revisada de 1998) —cfr. Cita en la pág. 4—, es decir, como resultado de los actos de distinción
en los que continuamente andamos enfrascados. Y vagamente per…ladas, porque no conocemos con precisión
su per…l de atributos —vide supra. En línea con el comienzo de esta introducción, estas unidades han de ser
humanamente interpretables.

Hemos elegido a los objetos borrosos como intérpretes en estos papeles de unidades vagamente per…ladas.
Suele hablarse de sistema de representación de objetos borrosos —Fuzzy Object Based Representation Systems
(FOBRS)—. Y, la verdad sea dicha, tradicionalmente, las jerarquías que expresan categorización de clases en
una Base de Conocimiento —Knowledge Base (KB)— o en un OBRS (Object Based Representation System),
se construyen en base a criterios de subsunción.

Cuando consideramos objetos borrosos y clases, no estamos ante una jerarquía de clases borrosas, sino ante
una red de clases —cfr. Rossiter, Cao, Martin y Baldwin [232]—. Una solución es forzar una relación
completa de subsunción entre subclases. Por ejemplo, en el lenguaje de programación de lógica incierta orientada
a objetos, Fril++ —cfr. Cao, Rossiter, Martin y Baldwin [233]—, ser una subclase equivale a que todas
sus propiedades están subsumidas por completo por las propiedades de sus superclases —cfr. Rossiter, Cao,
Martin y Baldwin [232].

Considerando un FOBRS, de forma muy general, que A subsuma B, signi…ca que el conjunto de ítems
descrito por A incluye el conjunto de ítems descrito por B. Podríamos pensar en extender esta subsunción,
realmente nítida, a una borrosa, quizás considerando una inclusión borrosa en vez de una nítida. Sin embargo,
en vez de algo así, lo que proponemos en nuestra Tesis es usar una medida de comparación entre conjuntos
borrosos —cfr. Cap. 10—. La técnica que proponemos en dicho capítulo, cuyo fundamento es TOPSIS-0/1, allí
también presentado, evita que tengamos que usar argumentos de subsunción, y sus correspondientes problemas,
enemigos no invitados en los sistemas basados en conocimiento borroso —fuzzy knowledge based systems
(FKBS).

Lo frecuente es llegar a la conclusión de que hemos identi…cado una subsunción mediante una cuidadosa
inspección de la presencia o ausencia de ciertas propiedades preestablecidas para la clase, en la instancia (o
subclase) que va a ser subsumida por la clase. Dos posibilidades, en cuanto a cómo medir tal presencia o
ausencia, son las siguientes. Podemos evaluar la presencia o la ausencia en el conjunto f0; 1g, de manera que
estaríamos representando el hecho de que una característica «está presente» o «está ausente». Por otro lado,
podemos evaluar la presencia o la ausencia en el intervalo [0; 1], de manera que representaríamos «el grado»
en el que una característica «está presente» o «está ausente».

Adoptamos este último punto de vista, o sea, comparamos dos objetos o clases según el grado en el que
estén presentes o ausentes las propiedades de un conjunto preestablecido de ellas. En particular, en nuestra
Tesis sólo nos …jamos en las propiedades que son atributos. En concreto, pensamos en el estándar ODMG
(Object Data Management Group).

Muchos sistemas de gestión de bases de datos usan el estándar ODMG. El modelo de datos usual soportado
por las implementaciones ODMG se basa en el modelo de objetos creado por el grupo de gestión de objetos (Ob-
ject Management Group) OMG —cfr. http://www.omg.org/—. Los elementos más relevantes de este modelo
son los siguientes —cfr. Cattell, Barry, Berler, Eastman, Jordan, Russell, Schadow, Stanienda y
Vélez (Eds.) [234]; Missaoui, Godin y Gagnon [235] (p. 120):

² La primitiva básica es el objeto.

² Cada objeto posee un único identi…cador y puede tener uno o más nombres de…nidos por el usuario.

² Los objetos similares pertenecen a un tipo de objeto y comparten estructura y comportamiento.

² Los tipos de objetos están organizados según una jerarquía de subtipos y supertipos.

² El estado de los objetos se expresa mediante un conjunto de propiedades que pueden ser atributos o
relaciones.

² El comportamiento de los objetos se expresa mediante un conjunto de operaciones que se de…nen mediante
excepciones y signaturas (argumentos, etc.)

Resumiendo, asumimos que cada objeto y cada tipo —de cara a nuestros …nes, tipo será sinónimo de clase,
e incluso de vista y de papel5 (role)—, o en de…nitiva, lo que nos interesa de cada objeto y cada clase, está
representado por un per…l descriptivo consistente en un conjunto de puntuaciones relativas a unos atributos

5 Un papel se re…ere a la posibilidad de poder cambiar la clasi…cación de un objeto dinámicamente, de modo que el mismo
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pertenecientes a una colección …nita preestablecida. Cada una de estas puntuaciones denota el grado en el que
el atributo al que se re…ere la puntuación es satisfecho por el objeto o clase.

Debemos hacer también notar que asumimos que cualesquiera dos objetos son siempre distinguibles en
base al conjunto de atributos, esto es, no permitimos la existencia de objetos con diferentes identidades pero
igual interpretación de todos sus atributos. Varias formalizaciones permiten conseguir esto, algunas a partir
de atributos clave y otras a partir del concepto de identidad basado en fórmulas, términos y consultas —cfr.
Gogolla [237] (pp. 260ss.)

Las unidades se agrupan en categorías y a las categorías se les da un nombre, para lo cual se emplea un
término de un lenguaje. Esta es la primera actividad o proceso: la clasi…cación de un dominio de individuos
en taxones—clases (sinón., categorías) establecidas por una clasi…cación—. Una vez lograda una clasi…cación,
podemos hablar del diagnóstico o identi…cación de una unidad del universo como perteneciente a uno de
los taxones establecidos por la clasi…cación6.

En el contexto abstracto dentro del que creemos movernos, podemos a…rmar que actuamos bajo el principio
de la taxonomía fenética7, con la siguiente consideración de Robert Sokal :

[...] basar las clasi…caciones enteramente en el parecido, de…niendo como clasi…caciones naturales aquellas
que determinan taxones cuyos miembros son en algún sentido más similares entre sí que con los miembros
de los otros taxones.»
—Robert Sokal [243] (p. 108-109), via Jesús Mosterín [240] (pp. 19ss.)

2.4 Consultas basadas en disimilitud

«Buscar no es una cosa y encontrar otra, sino que la ganancia de la búsqueda es la propia búsqueda.»
—San Gregorio de Niza <Homilías sobre El Eclesiastés>

Como hemos visto, el uso de disimilitudes nos permite evitar los argumentos por subsunción y, por tanto,
sus adláteres computacionales.

En realidad, las consultas basadas en similitud se constituyen en un paradigma de búsqueda para muchísimas
aplicaciones, como bases de datos multimedia, minería de datos (data mining), reconocimiento de patrones,
biología molecular y comercio electrónico —cfr. Ciaccia y Patella [244]—, o la búsqueda en Internet —cfr.
v. gr. Figuerola, Alonso Berrocal y Zazo Rodríguez [245].

En esencia, la respuesta a una consulta sobre similitud consiste en encontrar, en una colección determinada
de objetos, aquellos cuya disimilitud respecto de la especi…cación solicitada por la consulta, sea la menor. Pero,
no cabe duda, de que la efectividad de tales consultas se vería incrementada si la especi…cación de la misma,
además de incluir al «estereotipo» buscado, incluyese el criterio de similitud que el usuario preferiría que fuese
utilizado para resolver la búsqueda.

La representación vectorial de las características de un objeto está ampliamente extendida —no tiene, el
lector, más que pensar en lo manido del término «vector de características»—. Sin embargo, podemos obviar
tal representación, considerando una n-tupla ordenada de características como un elemento de un espacio
métrico —cfr. Def. 59 (pág. 97)—. La idea clave de los métodos de acceso métrico (Metric Access Method,
MAM) se basa en la utilización de la propiedad triangular de la métrica —cfr. v. gr. Chávez, Navarro,
Baeza-Yates y Marroquín [246], y la nota a pie de página número 8.

Se dice que y es el vecino más próximo de x, y se nota

objeto puede ser simultáneamente instancia de dos clases distintas. Un papel introduce atributos y métodos adicionales a un
objeto existente. Un objeto concreto puede exhibir concurrentemente varios papeles. Las diferencias con las vistas son múltiples:
estas últimas preservan la semántica de un objeto, mientras que los papeles la actualizan; las vistas producen nuevas generaciones
de objetos y actualizaciones, mientras que los papeles preservan estrictamente al objeto, al limitarse a modelar diferentes facetas
de representación activa (orientadas a una aplicación) para el mismo objeto —cfr. Papazoglou y Krämer [236] (p. 201).

6El término «diagnóstico» es utilizado, por ejemplo, por Jardine y Sibson [238] (p. 267), y posteriormente por Amos Tversky
[239]. Jesús Mosterín [240] (p. 46) compara la diferencia entre clasi…car y diagnosticar, con la diferencia entre metrización
(introducción de una magnitud métrica en un campo previamente cualitativo) y medición (determinación del valor concreto de esa
magnitud para un individuo determinado): la primera es una actividad creativa, mientras que la segunda es meramente práctica.

7En Zoología, existen dos corrientes principales: por un lado, la taxonomía evolutiva, defensora de la obligada dependencia
…logenética de los taxones, es decir, entendedora de que los animales deben agruparse según su parentesco evolutivo (véase por
ejemplo el libro de Mayr [241]). Por otro lado, la taxonomía fenética propugna agrupar en los mismos taxones a los individuos
que más caracteres comunes compartan, independientemente de su genealogía (véase por ejemplo el libro de Sneath y Sokal
[242]).
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Recientemente (diciembre de 2002), Paolo Ciaccia y Marco Patella [244] han introducido un nuevo MAM,
el QIC-M-tree —extensión del M-tree propuesto anteriormente por Ciaccia, Patella y Zezula [247]— que
soslaya las críticas provenientes del entorno de los SAMs (Spatial Access Methods), usados en la representación
vectorial, con respecto a los MAMs. Estas críticas consisten en la creencia de que un MAM no puede usar otra
distancia que no sea con la que ha sido construido. El QIC-M-tree puede trabajar con diferentes distancias a
la vez: la distancia sobre la consulta (dQ) (de…nida por el usuario), que será con respecto a la cual habrá de
resolverse la búsqueda; la distancia índice (dI), utilizada para construir el árbol; y la distancia de comparación
(dC), usada para descartar rápidamente caminos que no interesan.

La idea fundamental para poder usar dos distancias, es la de que exista una relación de acotación entre
ambas. En concreto, sean U un dominio de objetos, O = fO1; O2; : : : ; Omg un conjunto de objetos de interés
(datos) y M un MAM construido a partir de O, usando la métrica dI . Supongamos que expresamos una
consulta sobre disimilitud mediante la especi…cación de un objeto consulta Q 2 U y una función de
disimilitud dQ : U £ U ! R+0 . Consideramos dos tipos básicos de consultas, sobre rango:

rango(O; Q; ²; dQ) = fO 2 O : dQ(O;Q) · ²g
donde dQ(O;Q) expresa la disimilitud desde Q a O; y sobre los k vecinos más próximos8:

kNN(O; Q; k; dQ) = fO(1); O(2); : : : ; O(k)g
donde O(i) representa el i-ésimo objeto más próximo, según dQ, a Q.

Si, bajo estas hipótesis, se satisface que dI ¹ SI!QdQ —donde SI!Q es el factor óptimo de escala de dQ
respecto de dI , es decir, el mínimo valor tal que se satisface esta desigualdad—, entonces, M puede procesar
correctamente el rango y las consultas sobre k vecinos más próximos basadas en dQ —cfr. Ciaccia y Patella
[244] (p. 405).

Con los MAMs, tras la idea de Ciaccia y Patella, destacada en el párrafo anterior, es posible, al menos
teóricamente, resolver consultas basadas en disimilitud, pues, si dQ es una función de disimilitud, basta
encontrar una métrica dI , tal que

dI ¹ SI!QdQ (2.2)

El problema reside, claramente, en cómo encontrar tal métrica dI .

2.5 Síntesis re‡exiva

Las nociones vistas en este capítulo, como decíamos en su entradilla, son el punto de partida hacia la primera
meta de nuestra Tesis: de…nir un marco teórico de trabajo adecuado para comparar conjuntos borrosos, ordi-
narios o no (©-borrosos, de nivel n, de tipo n, etc.), de manera que, al basar las comparaciones en similitudes,

8 Sean (E; d) un espacio métrico y S µ E. Proporcionada un elemento muestra q 2 E, un vecino más próximo de q, en S, es
cualquier solución de la ecuación, VMP (q) = argminp2Sfd(p; q)g. Puede que lo más sencillo, conceptualmente, sea calcular, para
todos los elementos de S, su distancia a q, de forma que la solución es el elemento de S, al que corresponde una menor distancia.
Se ha logrado reducir el coste computacional, disminuyendo el número de distancias calculadas, lo que se ha conseguido, utilizando
diversas combinaciones de las siguientes técnicas:

(a) utilizando propiedades inherentes a la métrica empleada ; por ejemplo, Fischer y Patrick [248], fueron los primeros en
utilizar la desigualdad triangular —cfr. Def. 52— para evitar calcular muchas de las distancias d(pi; q); Vidal [249, 250],
utilizando diferentes propiedades métricas, consigue localizar rápidamente patrones próximos a la muestra q;

(b) empleando estructuras de datos más poderosas ; por ejemplo, los algoritmos de Fukunaga y Narendra [251], Kalantari
y McDonald [252], y Kamgar-Parsi y Kanal [253], utilizan, además de propiedades métricas, estructuras arborescentes, que
permiten, procedimientos de eliminación y búsqueda más e…cientes;

(c) usando puntos de referencia en el espacio, lo más alejados posible entre sí; puntos que no son patrones —cfr. Ramasubra-
manian y Paliwal [254]—, o que sí lo son, además de emplear una estructura de datos arborescente, y propiedades inherentes a
la métrica —cfr. Micó [255].

(d) Si todo, o la mayoría del cálculo, pudiera hacerse además, en una fase de preprocesamiento, podría reducirse aún más el
coste —cfr. Micó [255].

Otra posibilidad sería conseguir reducir la dimensionalidad del problema, quizás mediante una descomposición adecuada en
subproblemas, o alguna reducción a un problema en menor número de dimensiones. Formalmente: Sea un espacio métrico (E1; d1)
y una inyección f , tal que E2 = f(E1) y dim(E2) < dim(E1); se trata de encontrar una métrica d2, en E2, tal que, para todo
x; y 2 E1, d1(x; y) < d2(f(x); f(y)); es decir, una condición su…ciente para encontrar puntos cercanos en (E1; d1), es la cercanía de
sus imágenes en (E2; d2).
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podamos evitar los, a veces, arriesgados, argumentos por subsunción en los sistemas basados en conocimien-
to borroso. Y todo ello porque hemos elegido a los objetos borrosos como intérpretes en los papeles de
unidades vagamente per…ladas de los sistemas de representación de conocimiento efectivamente computables
—humanamente manejables e interpretables—, con los que hemos decidido trabajar.

¿Qué o quién maneja todo este conocimiento? Pensemos en agentes, en su sentido más genérico (DRAE):
«persona o cosa que produce un efecto». Pues lo que no causa efecto, ¿para qué interesa? Por agentes
entendemos pues, tanto los trabajadores de una organización, y en general, agentes humanos, como también
los agentes computacionales.

Es bastante reciente el nuevo nombre acuñado para estos últimos: «softbots» —cfr. Etzioni yWeld [256];
Sowa [257] (pp. 330ss.)—, con interfaces amigables y propósito de cumplimiento de tareas con cierto grado de
abstracción. Debemos entenderlos como sistemas software capaces de desarrollar tareas útiles.

Michael R.Genesereth y Nils J.Nilsson [258] distinguen entre agentes «con tropismo»9 (tropistic agents)
—sin estados internos, o sea, sin memoria; su actividad, en todo momento, está determinada, por entero, por
la situación del entorno en ese momento—, agentes «con histéresis» (hysteretic agents) —con memoria, o sea,
con estados internos— y agentes «conocientes» (knowledge-level agents) —en los que se ha eliminado cualquier
detalle super‡uo, y cuyos estados internos consisten por entero en una base de datos de sentencias en cálculo
de predicados.

De acuerdo con Wooldridge y Jennings [261], los agentes, como mínimo, deben ser autónomos (capaces
de regular y dirigir automáticamente su comportamiento de acuerdo a sus propias reglas internas), sociales (y
colaboradores, capaces de entablar conversaciones por medio de algún lenguaje de comunicación entre agentes),
reactivos (capaces de sentir su entorno y reaccionar apropiadamente) y proactivos (a veces denominados agentes
racionales, capaces de tomar la iniciativa a la hora de ejecutar acciones orientadas a conseguir metas marcadas).

Como podemos apreciar, todas estas características son muy próximas a las correspondientes humanas.

En otro artículo, Etzioni y Weld [262] consideran los siguientes atributos para un agente: reactivo,
autónomo, colaborador, adaptativo (persistiendo, con estado interno capaz de evolucionar) y móvil.

John F. Sowa [257] (pp. 330ss.) proporciona ejemplos de otras propiedades «humanas» que habitual-
mente son exigidas para los agentes: veracidad benevolencia, racionalidad, intencionalidad, deseo, obligación,
compromiso, deliberación, ‡exibilidad, selectividad, y robustez.

9En Biología, el término tropismo se re…ere a un movimiento que realiza un organismo o cualquiera de sus partes bajo la
in‡uencia de un estímulo. El término es aplicable a los organismos no libres y en particular a las plantas, reservándose entonces
el de taxia («taxis», en inglés) para los animales, pues supone el desarrollo de ese mismo movimiento pero en un organismo libre
(según el Webster’s [259], para un «motile organism», esto es, para un organismo que esté en movimiento o que pueda iniciar
un movimiento espontáneamente). Si se desea conocer más sobre tropismos y taxias, puede verse, por ejemplo, el Capítulo 3:
Fisiología de los movimientos, de la parte segunda del Tratado de Botánica Strasburger —cfr. Strasburger, Noll, Schenck,
Schimper, Sitte, Ziegler, Ehrendorfer y Bresinsky [260] (pp. 454-492).



«El error es la regla;
la verdad es un accidente del error.»

—Georges Duhamel <La Crónica de los Pasquier>

«Un hombre competente
es un hombre que se equivoca según las reglas.»
—Paul Valéry <Malos pensamientos y otros>

Comoquiera que a lo largo de este estudio hablaremos de clasi…caciones y ordenaciones, porque
serán básicos para nuestros actos de decisión o juicios por comparación, no está de más comenzar
por recordar las propiedades, de más frecuente aparición, de las relaciones binarias, nociones acerca
de los retículos, prestando una atención especial, a los retículos normados; estudiamos los intervalos,
presentando las extensiones, ya clásicas, de las operaciones elementales de la aritmética, a intervalos
ordinarios y a intervalos de tipo 2 (intervalos cuyos extremos son intervalos), y la noción de función
de inclusión, esto es, una función de intervalos (su argumento y su resultado son intervalos o n-
tuplas ordenadas de intervalos) generada como extensión de una función real de variable real (cuyo
argumento y resultado son números reales o n-tuplas ordenadas de números reales), distinguiendo
entre la extensión natural —que es la que nosotros usaremos— de funciones reales factorizables, la
extensión de valor medio y la extensión mediante un polinomio de Taylor (Brook) de grado 2.

3.1 Relaciones binarias

«Jamás ha habido criaturas; sólamente ha habido parejas.»
—Jean Giraudoux <Sodoma y Gomorra>

Sea C un conjunto no vacío. Se denomina relación binaria R de…nida sobre C a cualquier subconjunto del
producto cartesiano C£C. En la Tabla 3.1 recogemos las propiedades más frecuentes de las relaciones binarias,
sobre todo en cuanto al uso de las «relaciones de orden» en las teorías de la elección, el valor y la incertidumbre
—cfr. Chipman [263]; White [79] (p. 31); Jansana [264] (p. 60); Ríos, Bielza y Mateos [24] (p. 31);
Escribano [265] (p. 47).

A continuación, ofrecemos una colección de interrelaciones entre algunas de las propiedades listadas en la
Tabla 3.1 —cfr. Jansana [264] (p. 58); Ríos, Bielza y Mateos [24] (p. 32); Mosterín [240] (p. 199) .

1 Jesús Mosterín [240] (Cap. 10) discute la relación entre las propiedades de proyección y asignación, las posibles de…niciones
de composición de relaciones binarias, las consecuentes de…niciones de función y la relación de todo ello con nuestro lenguaje
natural. Si R ± S se de…ne como (8a; b 2 C)(a(R ± S)b$ (9c 2 C)(aSc ^ cRb) —en desacuerdo con nuestro lenguaje natural (sea
por ejemplo R «ser hermano de» y S «ser padre de», queriendo R ± S expresar la relación «ser tío de», que en nuestro lenguaje
natural signi…ca «ser hermano del padre de»)—, entonces, para funciones, (f ± g)(x) = f(g(x)) —de acuerdo con nuestra intuición
matemática—; sin embargo, si R ± S se de…ne como (8a; b 2 C)(a(R ± S)b $ (9c 2 C)(aRc ^ cSb) —de acuerdo con nuestro
lenguaje natural—, entonces, para funciones, (f ± g)(x) = g(f(x)) —en contra de nuestra intuición matemática. Esperando que
haya interesado al lector esta pequeña reseña se le remite al mencionado capítulo 10 de [240].

39

   
   

   
EEEExxxxáááámmmmeeeennnneeeessss    pppprrrreeeelllliiiimmmmiiiinnnnaaaarrrreeeessss    

   
   

3333    



40 Capítulo 3. Exámenes preliminares

Propiedades de una relación binaria
Re‡exiva (R) (8a 2 C)(aRa)
Irre‡exiva (I) (8a 2 C)(a:Ra)
Simétrica (S) (8a; b 2 C)(aRb! bRa)
Asimétrica (A) (8a; b 2 C)(aRb! b:Ra)

Antisimétrica (An) (8a; b 2 C)(aRb ^ bRa! a ¼ b)
Transitiva (T) (8a; b; c 2 C)(aRb ^ bRc! aRc)

Idempotencia (Id) (8a; b; c 2 C)(aRb ^ bRcÃ! aRc)
Negativamente transitiva (nT) (8a; b; c 2 C)(a:Rb ^ b:Rc! a:Rc)

Serial (Se) (8a 2 C)(9b 2 C)(aRb)
Dirección (Di) (8a; b 2 C)(9c 2 C)(cRa ^ cRb)

Contradirección (Cdi) (8a; b 2 C)(9c 2 C)(aRc ^ bRc)
Euclidea (E) (8a; b; c 2 C)(aRb ^ aRc! bRc)

Proyección1 (F) (8a; b; c 2 C)(aRb ^ aRc! b ¼ c)
Proyección CC (Fc) (8a 2 C)(9!b 2 C)(aRb)

Asignación (As) (8a; b; c 2 C)(bRa ^ cRa! b ¼ c)
Débilmente densa (D) (8a; b 2 C)(aRb! (9c 2 C)(aRc ^ cRb))

Débilmente dirigida (Dd) (8a; b; c 2 C)(aRb ^ aRc! (9d 2 C)(bRd ^ cRd))
Completitud débil (Cd) (8a; b; c 2 C)(aRb ^ aRc! bRc _ cRb _ b ¼ c)

Completitud (C) (8a; b 2 C)(a 6¼ b! aRb _ bRa)
Completitud fuerte (Cf) (8a; b 2 C)(aRb _ bRa)

Relación de Ferrers (Fe) (8a; b; c; d 2 C)(aRb ^ cRd! aRd _ cRb)
Semi-transitiva (St) (8a; b; c 2 C)(aRb ^ bRc! (9d 2 C)(aRd _ dRc))

Trivialidad (Tr) (8a; b 2 C)(aRb)
Vacuidad (V) (8a; b 2 C)(a:Rb)

Tabla 3.1: Propiedades frecuentemente satisfechas por una relación binaria R
de…nida sobre un conjunto no vacío C.

Si R es una relación binaria de…nida en un conjunto no vacío C, entonces:

¤ Si R es re‡exiva, entonces R es serial.

¤ Si R es re‡exiva, entonces R es euclidea si y sólo si R es simétrica y transitiva.

¤ Si R es re‡exiva y euclidea, entonces R es simétrica.

¤ Si R es re‡exiva y euclidea, entonces R es simétrica y transitiva.

¤ Si R es irre‡exiva, transitiva y fuertemente completa, entonces R es negativamente transitiva.

¤ Si R es simétrica y transitiva, entonces R es euclidea.

¤ Si R es simétrica, transitiva y serial, entonces R es re‡exiva.

¤ Si R es simétrica y euclidea, entonces R es transitiva.

¤ Si R es asimétrica, entonces R es irre‡exiva y antisimétrica.

¤ Si R es asimétrica y negativamente transitiva, entonces R es transitiva.

¤ Si R es transitiva, entonces ser R asimétrica equivale a ser R irre‡exiva.

¤ Si R es una proyección, entonces R¡1 (la inversa o dual de R) es una asignación, y viceversa.
¤ Si R es fuertemente completa, entonces R es re‡exiva y completa.

3.2 Órdenes
«Otto Neugebauer le re…rió al autor la siguiente leyenda acerca de Einstein. Parece ser que Einstein

fue un niño tardo en hablar, lo cual, naturalmente, tenía preocupados a sus padres. Finalmente, un día,
durante la cena, rompió a hablar, con la siguiente frase: “Die Suppe ist zu heiss” (La sopa está demasiado
caliente). Sus padres se sintieron muy aliviados, pero enseguida le preguntaron por qué no había hablado
hasta entonces. He aquí su respuesta: “Bisher war Alles in Ordnung” (Hasta ahora todo estuvo en orden).»
—Philip J. Davis y Reuben Hersh [67] (p. 132)

Un conjunto C, no vacío, entre alguno de cuyos pares de elementos se de una relación binaria que sea
asimétrica y transitiva, y en la que haya efectivamente pares de elementos incomparables —(9a; b 2 C)(a §
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b ^ b § a)—, es una estructura de orden parcial —cfr. Galindo [266] (p. 58).
Notamos mediante ha; bi el par ordenado2 de componentes a y b. Se satisface que:

(8x) (8y) (8z) (8t) (hx; yi = hz; ti $ x = z ^ y = t) (3.1)

La noción de n-tupla ordenada (n 2 N ^ n ¸ 2) generaliza el concepto de par ordenado. La 3-tupla o terna
ordenada:

hx1; x2; x3i = hhx1; x2i ; x3i (3.2)

la 4-tupla o cuaterna ordenada:

hx1; x2; x3; x4i = hhx1; x2; x3i ; x4i (3.3)

y en general, siendo m 2 N ^m ¸ 2:

hx1; x2; : : : ; xmi = hhx1; x2; : : : ; xm¡1i ; xmi (3.4)

si bien hemos leído a autores que usan nombres más musicales, pero quizás también más plásticos, como cuarteto
o cuarteta, quinteto y sexteto.

Como quiera que ser asimétrica una relación transitiva, equivale a ser irre‡exiva, también podemos de…nir
un orden parcial en C, como toda relación irre‡exiva y transitiva en C.

Estructuras binarias no transitivas

transitivas
simétricas: clasificaciones

asimétricas: ordenaciones
sin pares incomparables:
ordenaciones lineales o totales 

con pares incomparables:
ordenaciones parciales

Figura 3.1: Principales estructuras binarias. En un principio, la re‡exividad carece
de importancia (ver texto). Quizás el lector observe que las ‡echas des-
de ordenaciones a ordenaciones parciales se cruzan dos veces. Con ello
queremos plasmar grá…camente la existencia de pares incompara-
bles. Lo único que ha de hacerse es contemplar cada ‡echa como un
orden lineal.

En principio, el ser re‡exiva —(8a 2 C)(a ¹ a)—, o no serlo, carece de importancia —cfr. Fig. 3.1—.
No obstante, como sentencia Karl Menger en la primera página de Kurventheorie [268]: «lo que a…rma la
intuición no debe negarlo el concepto» y «lo que niega la intuición no debe a…rmarlo el concepto», y hay
múltiples ejemplos en los que la necesidad de la re‡exividad es patente.

Uno clásico es la ordenación cronológica de los puntos de un recorrido cíclico, donde cada punto es precedido
en el tiempo por él mismo: por ejemplo, las 17 horas de hoy preceden a las 17 horas de mañana (pero no deja
de ser el mismo número, 17). Otro proviene de nuestra intuición de semejanza: lo muy semejante ha de ser
muy poco diferente. Esto signi…ca la tendencia a la re‡exividad en el límite hacia la semejanza máxima.

La simetría parece la base de cualquier relación precisa de clasi…cación: dados dos objetos A y B, si A se
clasi…ca en la misma clase que B, parece lógico que B se clasi…que en la misma clase que A. La transitividad,
añadida, implica que estas clases sean disjuntas. Las relaciones re‡exivas de clasi…cación, esto es, las relaciones
transitivas, simétricas y re‡exivas, son conocidas como equivalencias3 —cfr. Fig. 3.1.

2Kacimir Kuratowski lo de…nió, en 1921, como la clase ffxg; fx; ygg, de manera que todo par ordenado es un conjunto no
vacío que posee, a lo sumo, dos elementos —cfr. Alonso, Borrego, Pérez y Ruiz [267] (p. 21).

3De nuevo, piense el lector en la no importancia de la re‡exividad, al menos sin completitud o serialidad. Observe, por ejemplo,
el siguiente razonamiento erróneo: «Sea R una relación simétrica y transitiva en A. Sean x; y 2 A tales que xRy. De la simetría
de R se deduce que yRx. Luego, xRy ^ yRx. De la transitividad de R resulta que xRx. Por tanto, la relación R es re‡exiva en
A.» —cfr. Alonso, Borrego, Pérez y Ruiz [267] (p. 36).
Por cierto, a las relaciones simétricas y re‡exivas, a veces, se les llama relaciones de tolerancia (en ellas, al no exigir que sean

transitivas, se permite que un elemento sea clasi…cado en más de una clase). Una relación de indiscernibilidad es una relación
de tolerancia, que además sea una equivalencia.
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Es usual4 utilizar el adjetivo «estricto» para un orden e impedir su re‡exividad. Se denota por el símbolo
Á. A la par, han surgido nombres como preorden o casi orden para la estructura que veri…ca la re‡exividad y
la transitividad (aunque dada la poca signi…cación de la re‡exividad, puede parecer pecar de ampulosa).

Si P = (C;¹) es un conjunto parcialmente ordenado (c.p.o.), y de…nimos a º b como equivalente a b ¹ a,
esta relación es un orden y al c.p.o. que surge se le llama dual de P . Una aplicación f del c.p.o. (C;¹) en el
c.p.o. (C0;¹0) se denomina —cfr. Skorniakov [270] (p. 424)— isótona u homomor…smo de orden (resp.,
antiisótona o antihomomor…smo de orden) si 8a; b 2 C, a ¹ b implica f(a) ¹ f(b) (resp., f(b) ¹ f(a)). Si el
(anti)homomor…smo es biyectivo se denomina (anti)isomor…smo.

La Tabla 3.2 muestra los nombres de tipos de ordenaciones más usuales en Teoría de la Decisión —cfr. v.
gr. Fishburn [271]; Roubens y Vincke [272].

RelaciónnPropiedad R I S A An T nT C Cf Fe St
Preorden parcial (casi orden) X X
Preorden (orden débil) X X
Preorden estricto X X
Orden parcial X X X
Orden parcial estricto X X
Orden lineal X X X
Orden lineal estricto X X X
Orden de intervalos X X
Orden estricto de intervalos X X
Semiorden X X X
Semiorden estricto X X X

Tabla 3.2: Diferentes nombres de ordenaciones, según las propiedades que satisfagan. El sig-
ni…cado de las abreviaturas de los nombres de las propiedades puede consultarse en
la Tabla 1.1. Puede que otros autores de…nan estas relaciones atendiendo a otras
propiedades, debido a equivalencias entre ellas. Por ejemplo, como toda relación
transitiva es asimétrica si y sólo si es irre‡exiva, también podemos de…nir un orden
parcial estricto en un conjunto, como una relación irre‡exiva y transitiva en él. Se
conoce mucho sobre todas estas relaciones. Por ejemplo: si - es un preorden lineal,
entonces, Á es un preorden y ¼ es una equivalencia; si - es un orden lineal, en-
tonces, Á es un orden lineal estricto; si - es un orden de intervalos, entonces, Á es
transitiva; etc.
—Fuente: Elaboración propia.

3.3 Retículos normados

«La norma, aun mostrándose como un grado del signi…cado de verdad, tiene su medida de vida en el
mundo.»
—Enzo Paci, via Carlos Alarcón Cabrera [273] (p. 57)

Un álgebra (L;u;t), esto es, cualquier conjunto equipado con operaciones, se dice que es un retículo5

precisamente si —cfr. Birkhoff [276]; Grätzer [277]: L es un conjunto no vacío, u (meet) y t (join) son
operaciones binarias en L, ambas conmutativas y asociativas, satisfaciendo las dos identidades de absorción
(x u (x t y) = x y x t (x u y) = x). Esta de…nición equivale a ser (L;¹) un conjunto parcialmente ordenado,
donde x ¹ y () x u y = x (recíprocamente, dado un conjunto parcialmente ordenado (L;¹), si se de…ne
x u y = inffx; yg y x t y = supfx; yg, el álgebra (L;u;t) es un retículo). Una de…nición concisa pues, es la
siguiente: un conjunto ordenado parcialmente (L;¹) es un retículo precisamente si todo subconjunto formado
por dos elementos tiene ín…mo y supremo en L.

4Puede leerse la opinión crítica de MaPuri…cación Galindo al baturrillo de nombres existente en torno a las estructuras binarias
en su trabajo de grado de licenciatura [266] (cap. 3). También puede verse la obra del profesor Norberto Cuesta Dutari [269].

5 Jean Desanti [274] —via Jesús Ibáñez (Coord.) [275] (p. 96)— apunta el uso de otras denominaciones en la literatura: rejilla,
enrejado (treillis), estructuras (Ore y Glivenko) y Systeme von Dingen (Menger). También, aunque antes con mayor frecuencia,
aparece traducido como «laticia» (del inglés lattice).
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Un espacio vectorial (real) ordenado —cfr. Vúlij [278] (p. 310)— es un espacio vectorial real V con una
relación de orden ¹ compatible con la estructura de espacio vectorial, es decir, tal que x ¹ y implica x+z ¹ y+z
para todo x; y; z 2 V , y si ¸ ¸ 0, entonces ¸x ¹ ¸y, para todo x; y 2 V . El conjunto V + = fx 2 V : 0 Á xg
se conoce habitualmente como el cono positivo de V mientras que al conjunto V +0 = fx 2 V : 0 ¹ xg suele
llamársele cono no negativo. Un espacio vectorial ordenado es arquimediano si para todo x 2 V +; y 2 V +0 , tales
que 0 Á x Á y, 9¸ 2 R+0 tal que y ¹ ¸x.
Un retículo vectorial —cfr. Vúlij [278] (p. 311)— es un espacio vectorial ordenado (V;¹) tal que la

estructura reticular está de…nida por la relación de orden¹. Todo elemento x tiene una parte positiva x+ = xt0
y una parte negativa x¡ = (¡x)t0. La diferencia se conoce como módulo de x: jxj = x++x¡. Se dice que x e
y son disjuntos si jxj u jyj = 0. El elemento positivo e es una identidad débil si 0 es el único elemento disjunto
con e. Si este elemento es tal que para todo x 2 V , existe ¸ 2 R+0 tal que jxj · ¸e, entonces se dice que e es
una identidad fuerte. Si un retículo vectorial posee una identidad fuerte se le denomina retículo vectorial de
elementos acotados.

Un espacio vectorial (real) normado es cualquier espacio vectorial (real) V en el que se considere una norma.
Un retículo normado es cualquier retículo vectorial (V;¹) con V un espacio vectorial normado. Cualquier
retículo vectorial arquimediano (V;¹) que posea una identidad fuerte e, y en el que se considere la norma
kxk = minf¸ : jxj · ¸eg, es un retículo normado —cfr. Vúlij [278] (p. 312)—. Como es bien sabido, esta
norma induce la métrica dkk(x; y) = kx¡ yk.
La de…nición de subconjuntos completos en retículos normados es más fuerte que la correspondiente en

retículos ordinarios. Decimos que A 2 P(V ) (conjunto potencia de V ) es un subconjunto completo del
retículo normado (V;¹) si tiene un ín…mo y un supremo en la clausura de A, respecto de la topología inducida
por la métrica dkk. Si el retículo no es normado, exigimos que posea un ín…mo y un supremo como elementos
suyos (esto es, que posea un elemento minimal y un elemento maximal). Si todos los subconjuntos de un retículo
ordinario son completos se dice que tenemos un retículo completo —cfr. Grätzer [277]—. Por ejemplo,
(P(U);µ) es un retículo completo —cfr. Hinrichsen y Fernández Muñiz [279] (p. 474)—. Denotamos
mediante C(L) la colección de todos los subconjuntos completos de un retículo (L;¹).

Un espacio de Banach es cualquier espacio vectorial normado completo (completo con respecto a la métrica
inducida6). Todo espacio normado puede ser completado a un espacio de Banach. Un retículo de Banach es
cualquier retículo vectorial (V;¹) con V un espacio de Banach, en el que se satisface la ley de monotonía, a
saber, para todo x; y 2 V , si jxj · jyj entonces kxk · kyk.

3.4 Intervalos

«Hay que saber dudar de lo que es preciso, someterse a lo que es preciso, creer en lo que es preciso.»
—Blaise Pascal <Pensamientos>

Por motivos de simplicidad y conveniencia, dado un subconjunto completo A de un retículo (L;¹), denota-
mos:

a0  inf A (3.5)

a1  supA (3.6)

Dado un retículo (L;¹), si un subconjunto completo A está totalmente ordenado, decimos que es un inter-
valo7 de extremos a0 y a1, y lo notamos ha0; a1i.
Dado un intervalo A = ha0; a1i, distinguimos las siguientes situaciones: decimos que es un intervalo abierto

si a0; a1 =2 A, abierto hacia la izquierda si a0 =2 A, abierto hacia la derecha si a1 =2 A, cerrado si a0; a1 2 A,
cerrado por la izquierda si a0 2 A, cerrado por la derecha si a1 2 A. Notamos estas situaciones mediante (a0; a1),
(a0; a1i, ha0; a1), [a0; a1], [a0; a1i y ha0; a1], respectivamente. También usaremos las notaciones (a), (ai, ha), [a],
[ai y ha], para las situaciones anteriores, así como hai para la situación genérica ha0; a1i. Si (V;¹) es un retículo

6Sea M = (X;M) un espacio métrico. Una sucesión fxng µ X se dice que es una sucesión fundamental o de Cauchy, si
veri…ca el criterio de Cauchy, esto es, precisamente si, dado " > 0, existe n" 2 N, tal que para todos n; n0 > n", M(xn; xn0 ) < ".
Se dice que M es un espacio métrico completo si toda sucesión de Cauchy en M converge a un punto de M. En caso contrario,
se dirá que M es incompleto.

7En un c.p.o. (C;¹), se de…nen el cono inferior y el cono superior de un subconjunto A de C como A5 = fx 2 C : 8a 2
A; x ¹ ag y A4 = fx 2 C : 8a 2 A; a ¹ xg, respectivamente —cfr. Skorniakov [270] (p. 424)—. De este modo, por ejemplo,
para cualesquiera a; b 2 C, tales que a ¹ b, el intervalo cerrado de extremos a y b se de…ne como [a; b] = fag4 \ fbg5.
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vectorial, decimos que un intervalo cerrado A es un segmento precisamente si A = f¸a0+(1¡¸)a1 : 0 · ¸ · 1g.
La notación especí…ca más frecuente es8 A = [[a0; a1]].

Dado un c.p.o. P = (C;¹), se dice que A µ C es un subconjunto convexo precisamente si A incluye a
todos los intervalos cerrados de extremos puntos de A, esto es, si a0; a1 2 A y a0 ¹ a1, entonces [a0; a1] µ A.
Si el c.p.o. es un retículo vectorial (V;¹), entonces se dice que A µ V es un subconjunto convexo precisamente
si A incluye a todos los segmentos de extremos puntos de A. Denotamos el conjunto de todos los convexos
de P mediante Co(P ). Birkhoff y Bennett [280] demuestran que el conjunto de convexos de P = (V;¹)
es isomorfo al conjunto de convexos de P ¤ = (V;¹¤), donde ¹¤ es el dual de ¹. Decimos que A µ L es
un subconjunto denso del retículo (L;¹) precisamente si cualquier intervalo abierto (a0; a1) de A es no vacío
(a0; a1 2 A y a0 Á a1). Nótese que todo subconjunto convexo es denso (el recíproco no tiene por qué ser cierto).
De manera alternativa, se dice que un subconjunto A de B, es denso en B, si B es un subconjunto de la

adherencia de A. Un subconjunto de U , se dice que es: fronterizo, precisamente si su complemento es denso
en U , o de manera equivalente, si su interior es vacío, o si es un subconjunto de su frontera —cfr. Wysocki y
Darmochwal [281]; denso en ninguna parte (nowhere dense), precisamente si su clausura es un conjunto
fronterizo; por ejemplo, cualquier subconjunto …nito es denso en ninguna parte9. Por otro lado, como los
puntos aislados son abiertos de la topología, entonces, ningún conjunto que sea denso en ninguna parte puede
contener puntos aislados —cfr. Wysocki y Darmochwal [281]; denso en alguna parte (somewhere dense),
precisamente si su clausura tiene interior no vacío —cfr. Feldman y Bourdon [282]; denso en todas partes
(everywhere dense), precisamente si su interior es un subconjunto denso en U —cfr. Karno [283]; discreto
si todo punto es aislado —es decir, si 8x 2 A;9O abierto tal que O \ A = fxg—; hay espacios que no tienen
puntos aislados, en los que los conjuntos densos en ninguna parte son discretos. (ejemplo 2.2.1 de la tesis de
Paul Cairns [284]); crowded, si no tiene puntos aislados (término introducido por Van Douwen) (denso en
sí mismo y perfecto —siempre que sea también cerrado— son también términos con igual signi…cado) —cfr.
Van Douwen [285]; Cairns [284].

Si (L;¹) es un retículo, denotamos mediante IL la colección de todos los intervalos densos de (L;¹). Si
(V;¹) es un retículo vectorial, denotamos mediante IV la colección de todos los intervalos convexos de (V;¹).
Nótese pues que los intervalos cerrados de estas colecciones son conjuntos perfectos en el sentido topológico10.

Sea (V;¹) un retículo normado. Para todo intervalo A = ha0; a1i 2 IV , se de…ne su anchura o extensión
²(A) = dkk(a0; a1). Puede hablarse entonces de punto medio del intervalo ha0; a1i, es decir aquel puntom(a0; a1)
tal que dkk(a0;m(a0; a1)) = dkk(m(a0; a1); a1). Notamos por a1=2 a tal punto. De igual forma es posible
distribuir equidistantemente (según dkk) un número …nito de puntos en el intervalo ha0; a1i.
Debemos comentar algo sobre nuestra propuesta de notación. En primer lugar, la notación con los subíndices

0 y 1 que proponemos, para identi…car los extremos, no trata de ser un estándar, sino mas bien todo lo
contrario, es una notación ad hoc, por conveniente, para la resolución, basada en ®-percentilado, del problema
de la medición de disimilitud entre intervalos convexos en un retículo vectorial (por ejemplo, entre intervalos
de números reales). Observe el lector, lo coherente que parece notar, entonces, por a1=2, al punto medio entre
a0 y a1. Existen otras notaciones para los extremos de los intervalos, por ejemplo, a¡; a+ —cfr. Markov
[286]; Tupper [287]—, a; a —cfr. Kearfott [288]; Duff [289]—, a:lo; a:hi —cfr. Comba y Stolfi [290]—.
Obsérvese, por otro lado, que la notación a es habitual en Estadística para notar la media aritmética y mediante
a+ ó a+ suele denotarse en Teoría de Retículos el máximo: max(a; 0).

Nuestra notación con paréntesis angulares, extiende la propuesta por Hickey, Ju y Van Emden
[291] (p. 1046), pues ellos usan ha; bi para denotar en lo genérico un intervalo acotado y también uno no
acotado, de manera que ha; bi siempre denota un conjunto de números reales, o sea, que un extremo pertenece
a ha; bi precisamente si es un número real. Destaquemos que nuestra notación con paréntesis angulares incluye
la posibilidad de intervalos de la recta real extendida; queremos decir que, h¡1;+1i puede interpretarse de
cuatro formas: como el subconjunto de números reales (¡1;+1), o como un subconjunto de números reales
extendidos, pudiendo ser: (¡1;+1], [¡1;+1) ó [¡1;+1]. Todo ello, como decimos, extiende la propuesta
de Hickey, Ju y Van Emden [291], y también la de los «intervalos de números reales extendidos» —cfr.
Walster [292];Walster y Hansen [293]—, pues estos últimos son cerrados, por de…nición: [a; b] denota un
conjunto de números reales extendidos al que siempre pertenecen los extremos a y b.

Finalmente, comentar que, como dijimos en §3.2, usamos también los paréntesis angulares para notar los
pares ordenados ha; bi y las n-tuplas ordenadas hx1; x2; : : : ; xni—cfr. Ecs. 3.1-3.4—No habrá lugar a confusión,

8En un sistema formal lógico, si p es una fórmula bien formada, [[p]] denota habitualmente su signi…cado. Aunque en estas
páginas, también ocurrirá así, no habrá lugar a confusión.

9De hecho, por ejemplo, cualquier sucesión de números reales, convergente en la recta real euclidea, sigue siendo un conjunto
denso en ninguna parte. Aún más, también el caso de sucesiones de números reales con varios puntos de aglomeración.
10O sea, cerrados y densos en sí mismos (sin puntos aislados, esto es, conjuntos iguales a sus conjuntos derivados).
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pues el contexto marcará la diferencia.

3.5 Aritmética de intervalos

«Yo sé por qué no se sigue el justo medio: el hombre inteligente va más allá, el imbécil se queda acá.»
—Confucio <Conversaciones>

Considere el lector, que si se pretende que una máquina le ayude, y debido a la aritmética de punto ‡otante,
cualquier número real es, en realidad, un intervalo, de extremos inferior y superior, las aproximaciones racionales
inferior 5x y superior 4x, respectivamente, del número real:

x! [5x;4x] (3.7)

extendidas a un número preestablecido de dígitos decimales signi…cativos; por ejemplo, si n es el número de
dígitos decimales signi…cativos, entonces: 4x = 5x + 10¡n. Es decir, en vez de aproximar un número real x
por un número de máquina, se aproxima x por un intervalo [x], cuyos extremos inferior y superior son números
de máquina.

Por lo general, pocos consideran trabajar con [5x;4x]. En vez de ello, suelen escoger una de las aproxima-
ciones racionales (redondeo «a la baja», si 5x, y redondeo «al alza», si 4x, los llaman).
Sólamente consideramos intervalos cerrados de números reales. El lector interesado en otros casos puede

consultar, por ejemplo, los trabajos de Walster [292], Walster y Hansen [293], y de Hickey, Ju y Van
Emden [291], así como la discusión que haremos en §6.4.

Denotamos un intervalo [a0; a1] = fx 2 R : a0 · x · a1g simplemente por [a]. Dado D µ Rm, denotamos
por InD el conjunto de todos los intervalos incluidos en D, o sea, InD = f[x] : [x] 2 InV ^ [x] µ Dg. Por
ejemplo, IR denota el conjunto de todos los intervalos de números reales. Dados [a]; [b] 2 IR, [a] está incluido
en [b] precisamente si b0 · a0 y a1 · b1. Sean Z = fA 2 IR : a0 · 0 · a1g, Z¤ = fA 2 IR : a0 < 0 < a1g,
IR¤ = IRnZ¤. Se de…ne una función signo s : IR¤ ! f0; 1g como s(A) = f1, si 0 · a0; 0, si a1 · 0g, si
A 2 IR¤nf0g, y s([0; 0]) = s(0) = 1. Los intervalos de Z¤ no tienen signo.
Sunaga [294] y Moore [295, 296] extienden de manera natural a intervalos, las operaciones elementales

de la aritmética +, ¡, £, =. Para cualesquiera [a]; [b] 2 IR:
[a] ¤ [b] = fx ¤ y : x 2 [a] ^ y 2 [b]g (3.8)

donde ¤ 2 f+;¡;£; =g, y suponiendo que [b] 2 IRnZ, si ¤ es la división.
Las siguientes expresiones son válidas, 8[a]; [b] 2 IR:

[a] + [b] = [a0 + b0; a1 + b1] (3.9)

[a]£ [b] = [a:s(B)b:s(A); as(B)bs(A)]Â[a];[b]2IR¤ (3.10)

+ [as(A)b:s(A); as(A)bs(A)]Â[a]2IR¤^[b]2Z¤

+ [a:s(B)bs(B); as(B)bs(B)]Â[a]2Z¤^[b]2IR¤

+ [minfa0b1; a1b0g;maxfa0b0; a1b1g]Â[a];[b]2Z¤
1=[b] = [1=b1; 1=b0], 8[b] 2 IRnZ (3.11)

El producto puede de…nirse, para cualesquiera [a]; [b] 2 IR, como:
[a]£ [b] = [minfa0b0; a0b1; a1b0; a1b1g;maxfa0b0; a0b1; a1b0; a1b1g] (3.12)

Si [a] es un intervalo degenerado, o sea, si [a] = [a; a] = fag, entonces (3.10) queda:
fag £ [b] = [ab:s(A); abs(A)] (3.13)

Para a = ¡1 se obtiene el operador negación:

¡[b] = [¡b1;¡b0] (3.14)

Por (3.9), la operación ¡, se de…ne, para cualesquiera 8[a]; [b] 2 IR:
[a]¡ [b] = [a] + (¡[b])

= [a0 ¡ b1; a1 ¡ b0] (3.15)
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y el cociente de intervalos, como:

[a]=[b] = [a]£ (1=[b]) (3.16)

= [a:s([b])=bs([a]); as([b])=b:s([a])]Â[a]2IR¤^[b]2IRnZ
+[a:s([b])=b:s([b]); as([b])=b:s([b])]Â[a]2Z¤^[b]2IRnZ

A partir de (3.11) y (3.12) resulta inmediata la de…nición del cociente de [a] entre [b], dado que 0 =2 [b]:

[a]=[b] = [a]£ (1=[b])

= [minfa0=b0; a0=b1; a1=b0; a1=b1g;maxfa0=b0; a0=b1; a1=b0; a1=b1g] (3.17)

Puede verse una discusión de las ventajas e inconvenientes de varias de…niciones del cociente, propuestas en
la literatura, en el artículo de Dietmar Ratz [297].

Diversos autores —cfr. Moore [295]; Ratschek [298, 299]; Sunaga [294]— han estudiado las propiedades
algebraicas de (IR;+;£; =;µ). Las álgebras (IR;+) y (IR¤;£) son semigrupos abelianos. Obsérvese que no son
grupos ya que, en general, no existen los inversos.

Svetoslav M. Markov [300, 301, 302, 303] propone otras de…niciones para la diferencia y la división, de
manera que sí existen los inversos:

[a]¡ [b] = [min fa0 ¡ b0; a1 ¡ b1g ;max fa0 ¡ b0; a1 ¡ b1g] (3.18)

[a]=[b] =

½
[min fa0=b0; a1=b1g ;max fa0=b0; a1=b1g] 0 =2 [a] [ [b]
[a] 1b1 0 2 [a]n[b] (3.19)

De este modo, [a]¡ [a] = 0 y [a]=[a] = 1 si 0 =2 [a].

Kahan [304] extiende la aritmética deMoore, incluyendo intervalos con extremos in…nitos—cfr. Ratschek
y Rokne [305].

El tratamiento de los intervalos de tipo 2, lo encontramos en Bauch [306], quien los denomina intervalos
de tolerancia (T-intervalos), y los emplea para calcular simultáneamente aproximaciones interiores y exteriores
en problemas de valores iniciales en ecuaciones diferenciales ordinarias.

Notemos11:

[[a]] = [[a]0; [a]1]

= [[a00; a01]; [a10; a11]]

Bauch de…ne así las operaciones entre ellos:

[[a]] + [[b]] = [[a]0 + [b]0; [a]1 + [b]1]

= [[a00 + b00; a01 + b01]; [a10 + b10; a11 + b11]]

[[a]]¡ [[b]] = [[a]0 ¡ [b]1; [a]1 ¡ [b]0]

= [[a00 ¡ b11; a01 ¡ b10]; [a10 ¡ b01; a11 ¡ b00]]
[[a]]£ [[b]] =

·
min

(i;j)2Pf0;1g
f[a]i £ [b]jg; max

(i;j)2Pf0;1g
f[a]i £ [b]jg

¸
1=[[b]] = [1=[b]1; 1=[b]0], siempre que [b]0; [b]1 2 IRnZ

siendo:

[a]i £ [b]j = min
(r;s)2Pf0;1g

fairbjsg

Otra propuesta reciente es la aritmética de Acioly [307, 308], similar a la de Sunaga y Moore; sin
embargo, uno de los …nes de Acioly es integrar varios conceptos aproximativos en un entorno topológico.
Pero la métrica propuesta por Moore genera un espacio topológico de Hausdorff, subyaciendo la idea de
separar puntos, y no la de aproximar. El concepto de monotonía respecto de la inclusión, ampliamente usado
en algoritmos de intervalos, o la idea de que dados dos intervalos que contienen a un mismo número real, el
mejor será el de menor amplitud, son ejemplos de conceptos aproximativos. Para todo esto, Acioly usa la
topología de Scott —cfr. Smyth [309].

Para saber más, un buen punto de partida puede ser: http://www.cs.utep.edu/interval-comp/main.html
11La notación original de Bauch para un intervalo de tolerancia es [X;X].
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3.6 Funciones de inclusión:
extensión de funciones de números a funciones de intervalos

«La tolerancia es la hija de la duda.»
—Erich María Remarque <Arco de Triunfo>

De…nición 1 Sea f : A ! B una función parcial. Se dice que una función F : P(A) ! P(B) es una
extensión de f a los conjuntos, precisamente si, para todo C µ A:

f (C \Dom f) µ ¤f(C) (3.20)

De…nición 2 Sean f : A! B una función parcial y bf : P(A)! P(B), de…nida, para todo C µ A, por:
bf(C) = ff(x) : x 2 C \Dom fg (3.21)

Se dice que bf es la extensión canónica (o natural) de f a los conjuntos.
Proposición 3 Sea f : A! B una función parcial. Entonces, bf : P(A) ! P(B), de…nida como en (3.21), es
la menor extensión de f a los conjuntos, en el sentido de que bf es una extensión de f a los conjuntos y si F
es cualquier otra extensión de f a los conjuntos, entonces, para todo C µ A:bf(C) µ F (C) (3.22)

Más aún, bf es monótona, esto es, para todo X;Y 2 P(A):

X µ Y =) bf(X) µ bf(Y ) (3.23)

y total, o sea:

Dom bf = P(A) (3.24)

El caso particular de los intervalos de números reales es el que nos interesa. Es tradición —a partir de
Moore [295, 296]— denominar funciones de inclusión a las extensiones de funciones numéricas a intervalos.

Sean n;m 2 N+, f : D µ Rm ! Rn y J 2 InD. Denotemos mediante f(J) el conjunto imagen de J por f ,
es decir, f(J) = fy 2 Rn : (9x 2 J)(f(x) = y)g.

De…nición 4 Dada f : D µ Rm ! Rn, una función de inclusión para f —Moore [295, 296]—, es
cualquier función ¤f : InD! InV , tal que para todo J 2 InD:

f(J) µ ¤f(J) (3.25)

Si f es una función monótona creciente, como por ejemplo, ex, lnx, o
p
x, una función de inclusión es:

¤f([a0; a1]) = [f(a0); f(a1)] (3.26)

Si f es monótona decreciente, una función de inclusión es:

¤f([a0; a1]) = [f(a1); f(a0)] (3.27)

El caso de funciones no monótonas no es difícil, siempre que conozcamos los intervalos de monotonía de la
función. Por ejemplo:

¤ j[a]j = [maxf0; a®0 ;¡a®1 g;maxfja®0 j ; ja®1 jg] (3.28)

¤ ([a])n = [an0 ; a
n
1 ]Ân=_2+1_a0¸0 + [an1 ; a

n
0 ]Ân=_2^a1·0 + [0; (maxf¡a0; a1g)n]Ân=_2^a0<0<a1 (3.29)

La extensión natural —cfr. Def. 2— a los intervalos de cualquier función real factorizable12 f : Rn ! R,
se obtiene reemplazando todas las ocurrencias de cada variable xi con el correspondiente intervalo [xi], cada

12Una función factorizable f : Rn ! R, es aquella que puede representarse como un grafo acíclico dirigido, situando la función
f(x) en la raíz, las variables en las hojas y en los que los nodos no hoja representan la suma o el producto de subfunciones o la
composición de una función de una variable con una subfunción de f . Nótese que la división también es representable, pues la
inversa de f es una función de una variable.
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subfunción u, de una variable, con su inclusión ¤u, y cada operación con la correspondiente operación entre
intervalos. El modo en que están de…nidas estas últimas garantiza la obtención de una función de inclusión
para f .

Por ejemplo:

MAX([a]; [b]) =
[a] + [b] + ¤ j[a]¡ [b]j

2
(3.30)

Una función de inclusión ¤f : InD ! IR, para una función f : D µ Rm ! R, se dice que es monótona
respecto de la inclusión si:

[a] µ [b] =) ¤f([a]) µ ¤f([b]) (3.31)

Usualmente, además de que sea f factorizable, se exige que sus funciones de inclusión sean monótonas
respecto de la inclusión y computables e…cientemente, ejemplo de las cuales pueden ser senx, lnx o x2.

Además de la extensión natural, aparecen en la literatura con frecuencia, al menos otros dos métodos de
hallar una función de inclusión —cfr. Mentzer [310]—. Siendo f de clase 1, la extensión de valor medio:

T1([a]) = f(c) +G([a])([a]¡ c) (3.32)

donde c 2 [a], y G([a]) es una función de inclusión para el vector gradiente 5f , y siendo f de clase 2, la
extensión mediante un polinomio de Taylor (Brook) de grado 2:

T2([a]) = f(c) +5f(c)([a]¡ c) +
1

2
([a]¡ c)TH([a])([a]¡ c) (3.33)

siendo H una función de inclusión para la Hessiana.

3.7 Resumen

Debido a que a lo largo y ancho de nuestra Tesis hablaremos de clasi…caciones y ordenaciones, porque serán
básicas para nuestros actos de decisión o juicios por comparación, no está de más comenzar por recordar las
propiedades, de más frecuente aparición, de las relaciones binarias —cfr. §3.1—. A renglón seguido, nos pareció
oportuno centrarnos en los órdenes —cfr. §3.2—, debido principalmente a que las decisiones que tomemos en
nuestros actos de elección, base de la discusión central de muchas de estas páginas, son decisiones de orden:
podemos elegir un objeto entre varios, porque podemos ordenarlos de acuerdo a nuestras preferencias (diremos
que conseguimos de…nir una estructura de preferencias en el conjunto de objetos).

A continuación, en §3.3, recordábamos una serie de nociones acerca de los retículos —estructuras que pueden
ser vistas como conjuntos parcialmente ordenados con dos propiedades adicionales—, prestando una atención
especial, a los retículos normados. Un motivo para este recuerdo, es que, aunque en un principio, nuestras
discusiones parezcan asentarse sobre intervalos de números reales, la realidad es que lo hacen sobre intervalos
en retículos normados —cfr. v. gr. §12.2—. Es por ello, que en §3.3 hemos recordado algunas de…niciones y
resultados sobre retículos, centrándonos en intervalos (subconjuntos completos y totalmente ordenados) densos
—caso de un retículo—, o convexos —si se trata de un retículo vectorial—. En retículos normados, podemos
medir la distancia, según la norma, entre puntos, y por tanto, podemos trabajar con el concepto de extensión
o anchura de un intervalo.

Estas nociones extienden el concepto de intervalo en R. Pero, ¿cómo operar algebraicamente con intervalos?
En §3.5 hemos presentado las extensiones, ya clásicas, de las operaciones elementales de la aritmética, a inter-
valos ordinarios y a intervalos de tipo 2 (intervalos cuyos extremos son intervalos). A continuación, en §3.6,
presentamos la noción de función de inclusión, esto es, una función de intervalos (su argumento y su resultado
son intervalos o n-tuplas ordenadas de intervalos) generada como extensión de una función real de variable real
(cuyo argumento y resultado son números reales o n-tuplas ordenadas de números reales), distinguiendo entre
la extensión natural —que es la que nosotros usaremos— de funciones reales factorizables, la extensión de valor
medio y la extensión mediante un polinomio de Taylor (Brook) de grado 2.



«Sólo tengo por seguro lo que es incierto.»
—François Villon, poeta francés (1431-1463?)

«¿Es borroso el procesamiento humano básico de la información?
¿O es exacto,

pero con los casos borrosos más complicados construidos encima?»
—Ellen Hisdal [311] (p. 352)

La mayor parte del presente capítulo, se centra en revisar algunas nociones, propiedades y
teoremas, relativos a la lógica y a la teoría de conjuntos borrosas, así como a su historia. No
obstante, lo original, además de en las diferentes observaciones que surgen a lo largo de la exposición,
se aglomera en dos contribuciones concretas:

² En §4.4.5, destacamos la importancia de los números borrosos no normales, a los que denom-
inamos cuasi-números borroso, motivando su de…nición con varios ejemplos: …abilidad de
dispositivos medidores como los sonómetros (medidores de nivel sonoro); desempeño de tar-
eas, interpretando la …abilidad como con…anza en el trabajador; comparación de cali…caciones
en un supuesto de evaluación de capacidades subjetivas; y valoración de la capacidad de juicio
de un evaluador.

² El anexo anticipador §4.11 recoge algunas investigaciones nuestras a partir de los conjun-
tos borrosos o L-borrosos intuicionistas de Krassimir T. Atanassov. Un conjunto borroso
queda caracterizado por su función de pertenencia. Un conjunto borroso intuicionista con-
sidera, además, la función de no-pertenencia; es un caso particular —para L = [0; 1]— de
conjunto L-borroso intuicionista, siendo (L;·) un retículo. Las funciones de pertenencia y
no-pertenencia se relacionan mediante una involución de inversión de orden en (L;·). La
idea que aportamos en esta sección es ampliar estos conceptos considerando una lógica base
trivalente, que re‡eje situaciones de duda sobre «la pertenencia o no pertenencia» (el típico
«no sabe, no contesta» de una encuesta) —tres valores: [Sí], [No], [Ns/Nc]—, o tetravalente:
¿por qué no considerar dudas separadas, es decir, dudas sobre «la pertenencia» y dudas sobre
«la no pertenencia»?

4.1 Verdades y falsedades a medias

«Lako¤ [George Lakoff [312, 313]] comienza reconociendo que “los conceptos del lenguaje natural tienen
límites vagos y bordes borrosos, de tal forma que las oraciones del lenguaje natural no serán, con mucha
frecuencia, ni verdaderas, ni falsas, ni carentes de sentido, sino más bien “verdaderas en cierta medida y
falsas en cierta medida, verdaderas en ciertos respectos y falsas en otros respectos”.»
—Alfredo Deaño [314] (p. 334)
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Acerca de situaciones intermedias entre la verdad y la falsedad, se vislumbran trazas en la Antigüedad:
Heráclito (aprox. 550-480 a.C.), la tesis de los grados de realidad de Platón (427-347 a.C.), o los lektá
(¸²·¿ ¶®) de…cientes (µ²¸¸¶¼¶²&) —cfr. Mates [315] (pp. 37ss.)— de la lógica de la Stoa Antigua —o sea, los
estóicos antiguos Zenón de Citio (aprox. 350-260 a.C.), Cleantes (aprox. -230 a.C.) y Crisipo (aprox.
280-205 a.C.).

Uno de los mayores referentes para los que de…enden la posición bivalente es Aristóteles (384-324 a.C.),
argumentando con citas provenientes de De Interpretatione: «Cualquier cosa debe o bien existir o no existir,
tanto en el pasado como en el futuro» y «No hay nada entre a…rmar [A] y negar [no A]». Para más inri,
Aristóteles parece rati…carse en su postura en su Metafísica, curiosamente, según él, en el «más verdadero» de
todos los principios: «el mismo atributo no puede corresponder y no corresponder al mismo tiempo al mismo
sujeto en el mismo contexto» y «no puede existir algo intermedio entre cosas contradictorias, sino que de un
sujeto sólo se puede o bien a…rmar, o bien negar, un predicado cualquiera»1.

Trillas, Alsina y Terricabras [316] (p. 39), resaltan cómo Aristóteles parece aceptar el más y el
menos para graduar los términos cualitativos:

[...] una cosa se llama más o menos blanca que otra, y una más justa que otra. Y lo mismo puede tomar
incremento: en efecto, siendo blanco, puede hacerse aún más blanco; [...] Pero, en cualquier caso, lo que se
dice de acuerdo con estas cualidades admite, indiscutiblemente, el más y el menos»
—Aristóteles [317]

así como una gradación del error y por tanto una gradación de la verdad :

[...] ni yerra igualmente el que cree que cuatro son cinco y el que cree que son mil. Si, pues, no yerran
igualmente, es evidente que uno de los dos yerra menos, de suerte que se acerca más a la verdad. Por
consiguiente, si lo que es más una cosa está más próximo a ella, habrá al menos algo verdadero, de lo cual
estará más próximo lo que es más verdadero.»
—Aristóteles [317]

Jan Christiaan Smuts contribuyó a fundar el movimiento holístico2 que conduciría a la moderna ciencia de
los sistemas. La siguiente cita de Smuts (año 1926), parece presagiar la llegada de lo borroso.

1Observe el lector lo paradójico de cali…car este principio como «el “más verdadero” de todos los principios» (y lea también la
segunda cita suya, más abajo).

2 Jan Christiaan Smuts, …lósofo sudafricano, experto agrónomo y militar, de grado mariscal de campo, y uno de los primeros
defensores del «anti-apartheid» en Sudáfrica, fue el primero en utilizar el término holismo. Éste describe la tendencia de la
naturaleza a crear conjuntos mediante la ordenación o agrupación de muchas unidades.

«... una fuerza vital responsable de la formación de conjuntos —de gestalts, se diría hoy—; esa misma fuerza sería
la formadora de átomos y moléculas en el plano físico, de células en el plano biológico, de ideas en el plano sicológico
y de la personalidad en el plano espiritual; el propio universo sería un conjunto en constante formación»
—Pierre Weil [318]

La visión holística, en su versión original, se opone a la visión atomista, que asume la composición de partes, independientes
unas de otras y en el que el todo no es mas que la suma de las partes. Mas en nuestra opinión, se complementan. Se debe poseer
la capacidad de agregar las partes, pero además la capacidad de ver el todo, de poder, cuando interese, considerar situaciones
como un todo. Y esta visión, nos tememos, no la poseen las máquinas. Es el «sentido de helicóptero» que de…ende Jan Carlzon
[319]—, la «visión desde los 10.000 metros» de Gary McClain y Tammy Sachs [320], la contemplación del problema desde «otro
planeta», de Roger Dawson [43] (pp. 134-135, de la edición española), o la visión del Director General de una empresa desde la
«cima de la montaña» de Luis Puchol [129] (pp. 351-353). Muchas veces se dice que los árboles no dejan ver el bosque, pues
precisamente lo que de…ende el holismo es la visión del bosque por encima de la de los árboles.
La totalidad es una propiedad inherente de los sistemas: «un sistema se comporta como un todo inseparable y coherente. Sus

diferentes partes están interrelacionadas de tal forma que un cambio en una de ellas provoca un cambio en todas las demás y en
el sistema total», en palabras de Alejandro López, Andrea Parada y Franco Simonetti [321] (p. 145).
El concepto de sistema surge con la Segunda Guerra Mundial, durante la que se desarrollaron métodos con el propósito de

incorporar en el análisis estratégico, un conjunto de sistemas que se convertían en interdependientes en el momento de la batalla.
Después, en la postguerra, las grandes industrias modernas introducen el estudio de los sistemas en la plani…cación empresarial,
denominándolo Operación de Sistemas, resaltando lo relevante de la interdiciplinariedad y la cooperación organizada de lo hen-
ten-ron-gén-neo —cfr. Austin-Millán [322] (cap. 1)—. Con Karl Ludwig von Bertalanffy [323], se establece claramente la
importancia de los estudios de sistemas para diversos campos de la ciencia; su sueño es transformarlo en un lenguaje universal para
la ciencia, incluyendo a los estudios de la sociedad; se le considera el fundador de la teoría general de sistemas —cfr. Davidson
[324]—, al ser sus ideas las promotoras de la unión de los estudios de sistemas con la concepción holística de la sociedad —cfr.
Ackoff [325] (cap. 1); Rodríguez y Arnold [326] (cap. 3).
Los sistemas son objetos sinérgicos que pueden estar compuestos, a su vez, de otros objetos sinérgicos (subsistemas). Hablamos

entonces de sistemas y subsistemas. O si queremos ser más extensos, de supersistemas, sistemas y subsistemas. Cada uno de
estos objetos participa del todo inmediato y no inmediato, al compartir propiedades con él —cfr. Óscar Johansen [327] (p. 37)—.
Esta reiteración nos trae la recursividad: «procesos cuya característica es que sus resultados son objeto del mismo proceso que
los originó, como por ejemplo, la raíz cuadrada de la raíz cuadrada, el pensamiento del pensamiento, etc. Este es el uso que la
moderna teoría de sistemas ha originado» —cfr. Rodríguez y Arnold [326] (pp. 53ss.)
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[...] Un concepto no es meramente ese centro claro y luminoso; abarca además una esfera de signi…cado o
in‡uencia de menores o mayores dimensiones que rodea el centro y donde la luminosidad va decayendo y
debilitándose hasta desaparecer. De manera similar, una «cosa» no es meramente lo que se presenta a sí
mismo como tal con el más claro y de…nido de los per…les, sino que esa área central está rodeada por una
zona de intuiciones e in‡uencias que se desvanece en la región de lo inde…nido A y :A»
—Jan Christiaan Smuts [331]

Dos referencias de antaño, donde podemos saborear3 lo borroso son dos trabajos de F. Gonseth. El
primero de ellos data de 1932, y es una conferencia pronunciada en la asamblea anual de la Sociedad Helvética
de Ciencias Naturales [332]. El segundo [333], data de 1938 (aunque se publica en 1941).

Pero quizás el antecedente más relevante ocurrió en el año 1937, cuando el …lósofo Max Black (1909-1988),
publicó su artículo «Vagueness: An exercise on logical analysis» [334] sobre los conjuntos vagos, exactamente
los mismos que nosotros ahora llamamos borrosos. En el artículo de Black aparece, por primera vez en la
historia, la grá…ca de la función de pertenencia de un conjunto borroso (vago, con sus palabras).

«La vaguedad de la palabra silla es típica de todos aquellos términos cuya aplicación suponga el uso de
los sentidos. En cualquiera de tales casos, podemos encontrar fácilmente “situaciones frontera” y “objetos
dudosos”, acerca de los que no podemos a…rmar si les podemos o no aplicar el nombre de la clase.»
—Max Black [334]

En «Language and Philosophy», publicado en 1949, aplica las mismas ideas al lenguaje arguyendo que las
reglas del discurso no pueden seguirse, ni de hecho se siguen, de manera precisa. De…ende que la aplicación
de un predicado a un objeto es una cuestión de grado, determinado por los juicios de aplicación (sic) de la
comunidad empleadora del lenguaje4. En 1963, dos años antes de la publicación de los «Fuzzy Sets» de Lot…
Asker Zadeh, vuelve Max Black a trabajar con los conjuntos vagos en su artículo «Reasoning with loose
concepts» [336].

Dicho esto, ¿por qué se tuvo en cuenta a Zadeh, y no a Black? Lo ignoramos, aunque seguramente mucho
tuvo que ver la posición destacada de Zadeh en Berkeley. La comunidad cientí…ca ignoró sus ideas —al igual
que ocurrió con las de Bertrand Arthur William Russell y Jan ×ukasiewicz—. Bart Kosko apunta hacia
el positivismo lógico dominante para explicar la actitud ignorante en 1937, pero no dice nada con respecto a
1963. Bajo la atenta mirada del positivismo lógico5 —cfr. Ayer (Comp.) [337]—, la vaguedad no podía ser
considerada cientí…ca. El poder era de lo nítido y lo preciso. Si se hubiesen tenido en cuenta las ideas de
Russell, ×ukasiewicz y Black, en la actualidad no se hablaría de conjuntos borrosos, sino de conjuntos
vagos.
A Zadeh se le han rendido muchos tributos. Menos mal que, aunque tarde (1990), se alzan voces poderosas

como la de George J. Klir.

«El mejor discurso sobre la vaguedad, que, al menos en mi opinión, aún no ha sido superado, lo publicó
en 1937 Max Black, un conocido …lósofo americano. Este clásico trabajo es tan importante, histórica y
conceptualmente, que decidí reeditarlo en este Número Especial. Esta reedición tiene asimismo por objeto
rendir tributo a Max Black, que falleció en agosto de 1989.»
—George J. Klir [338]

Para …nalizar esta nota, mencionar algunas de las componentes fundamentales de un sistema: los individuos (o sea, las
unidades integrantes del sistema), los procesos de interrelación entre los individuos, la retroalimentación (que opera como órgano
censor y rector en la mediación tanto del proceso de acción, esto es, de todos los procesos que permiten que el sistema opere o
actúe, como de la dirección o producto del sistema, que debe ser siempre el establecido por sus …nes), cumpliendo el principio de
equi…nalidad (capacidad de llegar a un mismo …n desde puntos iniciales distintos) —cfr. Rodríguez y Arnold [326] (p. 39)—,
soportado por una capacidad de autoevaluación, que puede conducir a la homeostasis (tendencia de los sistemas, especialmente
naturales, a mantener ciertos factores críticos: temperatura del cuerpo, densidad de población, etc., dentro de cierto rango de
variación estrechamente limitado). Todos ellos, en conjunto, son claves para la componente autopoyética de un sistema —cfr.
Maturana y Varela [328, 1] (pp. 43ss.); Echeverría [329]; Rodríguez y Arnold [326] (pp. 53ss.)—, es decir, para que sean
capaces de mantener su …nalidad o propósito estable, a pesar de que a menudo sean objeto de presiones para que cambien.
Alexander Vengerov [330] elabora una propuesta de ingeniería holística, en la que, por ejemplo, la necesidad de «control»

es sustituída por la de «armonía».
3Agradecemos a Robin B. Lake, de la Environmental Modeling Inc. [rbl@hal.cwru.edu], haber sido la fuente de donde emanó

la información sobre los trabajos de Gonseth.
4El lector puede consultar las críticas a estas ideas, interpuestas por Carl G. Hempel, por ejemplo, en la antología de Rosanna

Keefe y Peter Smith (Eds.) [335].
5Resulta curioso que la Tesis Doctoral de Max Black fuese «Theories of Logical Positivism» —Universidad de Londres, 1939.
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Otro exponente fue el economista George L. S. Shackle (1903-1992), quien desde …nales de los años 40
del siglo XX —cfr. Shackle [339]—, a…rmaba la ineptitud de la teoría de la probabilidad para modelizar la
naturaleza de la incertidumbre económica.

«Es el grado de sorpresa al que nos exponemos cuando examinamos e imaginamos que sucede en toda
su extensión, en general o en las circunstancias predominantes, y evaluamos los obstáculos, tensiones y
di…cultades que surgen en nuestra mente cuando tratamos de imaginar cómo ocurre, eso nos proporciona el
indicador del grado de posibilidad. Ésta es la sorpresa que sentiríamos, si la cosa dada sucediese; es una
sorpresa potencial. [...] Únicamente la sorpresa potencial es la que es evocada y evaluada mentalmente, en
el momento de tomar la decisión, caso de ser relevante para tal decisión, sólo si puede in‡uir en ella.»
—George L. S. Shackle [340]

Shackle formalizó el concepto de sorpresa potencial mediante los siguientes nueve axiomas, que recoge-
mos del libro de Douglas JohnWhite [79] (pp. 81-82):

Ax. 1 : «El grado de creencia de un individuo en una hipótesis puede considerarse que consiste en un grado
de sorpresa potencial asociado con la hipótesis y en un grado distinto asociado con su contradictoria.»

Ax. 2 : «Los grados de sorpresa pueden ser cero o no cero, con un máximo de ½, que signi…ca incredulidad
completa.»

Ax. 3 : «La igualdad entre los respectivos grados de creencia, sentida por un individuo, en una hipótesis,
requerirá, para su expresión en términos de sorpresa potencial, dos enunciados, a saber: que se asigne
algún grado de sorpresa potencial a ambos y que algún grado se asigne a la contradictoria de ambos.»

Ax. 4 : «El grado de sorpresa potencial asociada con cualquier hipótesis será el mínimo grado entre todos
aquellos apropiados a diferentes conjuntos de hipótesis mutuamente exclusivos (cada uno considerado
como un todo) cuya verdad parezca implicar la verdad de la primera hipótesis. En otras palabras, si
h =

S
i hi, hi \ hj = ? (i 6= j), entonces ½(h) = mini[½(hi)].»

Ax. 5 : «Todos los miembros de un conjunto exhaustivo de hipótesis rivales pueden acarrear sorpresa.»

Ax. 6 : «Cuando h es cualquier hipótesis, el grado de sorpresa potencial asignado a la contradictoria de h es
igual al grado más pequeño asignado a cualquier rival de h.»

Ax. 7 (primera versión): «El grado de sorpresa potencial asignado a la verdad conjunta (simultánea) de dos
hipótesis es igual al mayor de los grados respectivos asignados a las hipótesis separadas.»

Ax. 7* (segunda versión): «Sea ½BA el grado de sorpresa potencial asignado a la hipótesis B cuando ½A

es el grado asignado a la hipótesis A, y sea ½B0 el grado asignado cuando ½A = 0. Entonces: ½BA ·
max

£
½A; ½B0

¤
.»

Ax. 7** (versión …nal): «½BA = max
£
½A; ½B0

¤
.»

Ax. 8 : «Cualquier hipótesis y su contradictoria juntas constituyen el conjunto exhaustivo de hipótesis ri-
vales.»

Ax. 9 : «Al menos un miembro de un conjunto exhaustivo de hipótesis rivales debe comportar sorpresa
potencial cero.»

No resulta difícil demostrar que la sorpresa potencial es un concepto equivalente al de una medida de
necesidad en la teoría de la posibilidad de Zadeh. A modo de ejemplo, fíjese el lector en los axiomas 8 y 9 y
observe su «parentesco» con la conocida relación minfNec(A);Nec(Ac)g = 0, para una medida de necesidad
Nec —cfr. §7.2.1.

De hecho, Shackle hacía referencia a grados de posibilidad, además de a los grados de sorpresa potencial,
pero no integró ambos conceptos en un cuerpo teórico común. Quizás sea ésta la aportación básica de Lot…
Asker Zadeh.

Otro precedente son los espacios de Kurepa-Fréchet, que implícitamente incluyen la noción de conjunto
borroso, y cómo en el libro de Ðuro R. Kurepa, The Theory of Sets, de 1951, aparece la expresión «conjuntos
con estructura borrosa» —cfr. Obs. 60 (pág. 97).
En un artículo de 1962 [341], del que hemos extraído la siguiente cita, Zadeh expresa claramente la necesi-

dad de un nuevo punto de vista en la Matemática, para responder al requerimiento de formalización de la
incertidumbre no probabilística.
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[...] la inadecuación fundamental de las matemáticas convencionales —las matemáticas de los puntos,
funciones, conjuntos, medidas de probabilidad, etc., de…nidas precisamente— para hacer frente al análisis
de los sistemas biológicos, y para trabajar de manera efectiva con tales sistemas, que, por lo general, son
de órdenes de magnitudes más complejos que los sistemas hechos por el ser humano, hace que necesitemos
una clase de matemáticas radicalmente diferente, las matemáticas de las cantidades borrosas o nebulosas
(cloudy) que no son describibles en términos de distribuciones de probabilidad.»
—Lot… A. Zadeh [341].

Willard Van Orman Quine, muy recientemente, en 1991, considera que el coste de…nitorio de la bivalencia
es muy alto, a veces prácticamente impagable, pero que merece la pena intentarlo.

«Si la palabra MESA ha de encajar con la idea de bivalencia, debemos situar una demarcación que sea
exacta hasta la última molécula, aunque no podamos especi…carla. Hemos de considerar que hay objetos
físicos que coinciden en todo salvo en una molécula, tales que uno de ellos es una mesa y el otro no lo es»
—Willard van Orman Quine [175]

En la misma línea, observemos la de…nición que da, en el mismo artículo, de una montaña:

«La palabra MONTAÑA constituye un buen ejemplo, porque constituye la vaguedad de la altitud aceptable,
la vaguedad de los límites en la base y la consiguiente indecisión en cuanto a cuándo se considera que dos
cimas son dos montañas o cuándo se dice que es una sola. Se puede estipular lo siguiente: dejando a un lado
lo que pueda suceder en otros planetas, podemos de…nir una montaña como cualquier zona de la super…cie
terrestre que (a) tenga unas fronteras de altitud uniforme, (b) el punto más alto, o uno de ellos, está a una
inclinación de al menos diez grados sobre cualquier punto de la frontera y de veinte grados sobre algunos de
estos puntos, y se encuentra al menos a una altura de mil pies sobre ellos, y (c) la zona no forma parte de
ninguna otra zona que cumpla los requisitos (a) y (b). (Teorema: la frontera de una montaña es la línea
de contorno más externa que se encuentra totalmente dentro de los diez grados de pendiente a partir de la
cima y, en parte, dentro de los veinte grados de pendiente.)»
—Willard van Orman Quine [175]

Como la frontera que de…ne Quine, entre lo que es una montaña y lo que no lo es, es precisa, la de…nición
de una montaña también es precisa. Pero, como arguye Kosko [59] (p. 322), Quine no explica por qué una
colina se convierte en montaña al superar el umbral de los mil pies por tan sólo una micra. Por cierto, ¿recuerda
el lector la película «El inglés que subió a una colina y bajó de una montaña» (The Englishman who went up
a hill but came down a mountain), dirigida por Christopher Monger, e interpretada como actores principales
por Hugh Grant y Tara Fitzgerald, en la que un cartógrafo (Hugh Grant), al visitar una villa galesa para
medir una montaña, descubre que la montaña es unos pocos cientos de pies más baja de lo que se requiere para
ser cali…cada como tal ...?

Sorites (del lat. sorites, y éste del gr. sorítes, de soreýein, amontonar) es una forma de razonamiento
consistente en encadenar proposiciones de manera que el predicado de la que antecede sea el sujeto de la que
sigue, hasta alcanzar la conclusión, de sujeto el de la primera y de predicado el de la última. La paradoja del
Sorites se produce cuando son «muchas» las proposiciones que se encadenan. Todos estamos de acuerdo en
que el Everest es una montaña; también estamos de acuerdo en que si del Everest quitamos un grano de arena,
sigue siendo una montaña, es decir, retornamos a la situación de partida. Repitiendo la operación de quitar
un grano de arena en cada ocasión, podríamos concluir que una colina es una montaña, y aún más, que una
planicie también es una montaña.

[...] a uva, a uva, se comió un golondrino cien cuerdas de viña; y el viñador decía: ¡déjalo, total, que un
pobre golondrino se coma una uva de vez en cuando ...!»
—Ildefonso Garzón, padre del magistrado Baltasar Garzón, citado por Pilar Urbano [342] (p. 129)

Los cientí…cos han impuesto una lógica bivalente a un mundo que no es bivalente. Muchas paradojas —cfr.
Kline [343]— surgen de esta imposición. ¿Cuándo formará parte del currículo la matemática borrosa, no, como
ahora, que sólo se estudia en seminarios o cursos especializados? —cfr. Trillas y Sobrino [344]; Alsina
y Trillas [345]; ASL Commitee on Logic and Education [346]; Sobrino [347]—. ¿Eliminará del curriculo a
la matemática «clásica»? En absoluto. Cada una tiene su sitio. La situación se nos asemeja paralela a la
de la mecánica «clásica» y la mecánica cuántica. De hecho, como ya hemos comentado, muchos son los que
de…enden que el principio de incertidumbre o indeterminación de Werner Karl Heisenberg fuerza la entrada
de la lógica multivalente en la ciencia —cfr. Kosko [59].
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Además de la solución precisa de Quine de una montaña, cabría considerar la posibilidad de trabajar como
lo hacen nuestras mentes, es decir, trabajar con las nociones vagas de montaña, colina y planicie, apoyándolas
en su interrelación: una montaña es una zona notablemente elevada sobre el terreno, una colina es una zona
elevada del terreno de menor elevación que una montaña y una planicie es un terreno llano, sin elevación. Y
como perseguimos su formalización, apostamos por trabajar con conjuntos imprecisos, es decir, con conjuntos
de cuyas funciones características sólo sabemos de su pertenencia a una colección determinada.

La posición actual, más frecuente, al utilizar la teoría de conjuntos borrosos supone trabajar con conjuntos
borrosos ordinarios o no, pero precisos. Por ejemplo, en relación a la cuestión del aborto, Bart Kosko [59]
propone encuestar a la humanidad y preguntarle en qué momento del embarazo piensan que el feto comienza
a ser persona, y generar, a partir de esta información una «curva borrosa de vida».

4.2 Los conceptos dialécticos y el origen psicológico de la vaguedad

[...] una moderna y adaptada versión de la paradoja de los Sorites. Esta puede ser formulada en la forma
siguiente: supóngase que el problema a resolver tiene que ver con el control de un determinado sistema en
una planta industrial, problema que –evidentemente– un experto en ingeniería de control identi…caría como
perteneciente a su ámbito de conocimiento; esta identi…cación seguiría si en la formulación del problema se
sustituye el sistema real a controlar por un modelo simulado mediante un ordenador. El paso siguiente podría
ser el considerar, en lugar del modelo, un conjunto de ecuaciones; todavía más, en lugar de éstas, su forma
algebraica general, y así sucesivamente, hasta llegar a la publicación del artículo que resuelve el problema
original y que podría titularse algo así como “Resíduos de aplicaciones contractantes en espacios de Banach
paracompactos”. Mani…estamente, nuestro azorado experto en control de sistemas ya no identi…caría dicho
artículo como perteneciente a su ámbito de conocimiento.»
—B. R. Gaines [348], via Llorenç Valverde García [349]

Nicholas Georgescu-Roegen [350] (1906-1994) distingue entre conceptos aritmomorfos y dialécticos.
Los primeros representan realidades susceptibles de medida y son claramente distinguibles entre sí; por ejemplo,
la velocidad o la temperatura. En particular, cualquier concepto aritmomorfo es separable con precisión de su
contrario. En contra, la de…nición de un concepto dialéctico comporta una cierta imprecisión —en el ejemplo
de la cita anterior lo que ocurre es que se introduce una precisión arti…cial e innecesaria.

En general no hay una separabilidad clara entre un concepto dialéctico y su contrario: ¿cuál es la frontera
entre lo rojo y lo no rojo?. Blas Lara [351] (p. 211), apunta que los conceptos dialécticos quizás puedan
interpretarse como los factores o ejes criptotípicos de un análisis factorial —cfr. Comrey [352]—, siendo
meros instrumentos del cerebro para la representación simultánea de una multiplicidad de variables fenotípicas
aritmomorfas: «serían mas bien un arti…cio de la mente que una realidad objetiva en sí».

Esta falta de claridad en la frontera entre un concepto dialéctico y su contrario tiene mucho que ver con la
que Ellen Hisdal identi…ca como fuente de borrosidad #3a en [353] (p. 335) —Hisdal [354] identi…ca 14 fuentes
de borrosidad diferentes—, a saber, que diferentes personas pensarán en diferentes umbrales de separación entre
un concepto y su contrario, o bien desconoceremos tal umbral, aunque estemos convencidos de su existencia
—cfr. infra «la vaguedad es ignorancia», Timothy Williamson [355].

Esta falta de claridad, asimismo, es consistente con varias hipótesis acerca del origen psicológico de la
vaguedad. Una posibilidad es considerar que la representación léxica del observador divide el «espacio de
caracterización» del concepto en tres regiones, una a la que de seguro el concepto se aplica, otra a la que de
seguro el contrario del concepto se aplica y una tercera a la que de seguro ninguno de los dos se aplica, ni el
concepto ni su contrario. Se tiene así una laguna (gap) de conocimiento —cfr. Fine [356].
Una segunda posibilidad es la que en la literatura inglesa se conoce como «glut hypothesis» —cfr. Hyde

[357]—. En vez de una laguna, de una carencia, se tiene un exceso de conocimiento. En vez de caracterizarse
esa tercera región por no poder aplicar el concepto ni su contrario, lo que ocurre es que podemos aplicar tanto
uno como otro —por ejemplo, ante un determinado color, podríamos a…rmar tanto que es verde como que es
azul (no verde).

En las dos hipótesis anteriores sólo se han considerado dos valores de verdad. Una tercera posibilidad sería
considerar todo un continuo de valores desde 0 (falsedad) hasta 1 (verdad). Sería la que podríamos llamar
hipótesis de la verdad borrosa. Goguen [358], según nuestro saber, es el primero en aplicar la lógica borrosa
a la vaguedad.

Muchísimas críticas ha recibido y recibe la teoría borrosa como una teoría de la vaguedad—cfr. Williamson
[355]; Osherson y Smith [359]—. Un ejemplo —cfr. Bonini, Osherson, Viale y Williamson [360]— es
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el siguiente: supongamos que podemos distinguir dos lámparas situadas sobre una mesa sólo por la posición
y que ambas lámparas emiten luz de 610nm; consideremos la frase «la luz de la derecha es roja y la luz de
la izquierda no es roja». Si empleamos la t-norma mínimo —cfr. Def. 34 (pág. 74)— para representar la
conjunción borrosa, entonces el valor de verdad de esta frase es 0:5. Sin embargo, nuestra intuición natural
parece decirnos que esa frase es falsa, porque las luces son la misma —el mismo ejemplo pero referido a «ser
calvo» es propuesto por Ewa Or÷owska [361] (p. 476), aportando una «contradicción tan patente» como el
hecho de que Juan es y no es calvo.

En un sentido parecido, aunque con pretensiones más formales se muestra el artículo de Charles Elkan [362],
en el que pretende haber demostrado que la lógica borrosa se reduce a la bivalente. La revista IEEE Expert,
dedica un número por entero [363], a la «demostración» elaborada por Charles Elkan y a sus correspondientes
discusiones, participando 22 investigadores de gran prestigio en lógica borrosa, incluyendo a Lot… Asker Zadeh.

Una conclusión básica se extrae de todo ello: los valores borrosos no son valores de verdad convencionales
—cfr. Sowa [257] (p. 372)—. No se puede pretender aplicar las reglas de la lógica bivalente a una lógica, la
borrosa, que no lo es. No puede, en particular, aplicarse el principio del tercio excluso, sencillamente, porque el
punto de partida, epistemológico, en la lógica borrosa es su negación. Esos autores que hablan de contradicción,
lo hacen porque su punto de vista es la lógica bivalente y no la lógica borrosa.

La cuarta posibilidad de…ende que la vaguedad es ignorancia —cfr. Williamson [355]; Bonini, Osh-
erson, Viale yWilliamson [360]—. Un ejemplo son las expresiones en lenguaje natural que frecuentemente
utilizamos «por debajo de la media» y «por encima de la media», en relación a un concepto. Pero, ¿cuál es
la media? Para la mayoría de la gente nos es desconocida, y sin embargo usamos esas expresiones, ¿por qué?,
porque reconocemos que aunque ignoramos el valor de la media, dicho valor existe. Otros ejemplos son las
creencias putativas en la existencia de algo esencial aunque oculto (que ni conocemos ni seguramente conocere-
mos jamás) en conceptos «naturales» como mamífero o cobre —cfr. Medin y Ortony [364];Margolis [365];
Kalish [366]; Gelman y Wellman [367]; Gopnik y Meltzoff [368].

Nos permitimos recomendar la antología Vagueness: A Reader [335], editada por Rosanna Keefe y Peter
Smith, en la que la lista de autores colaboradores incluye a: Max Black, James Cargile, Michael Dummett,
Dorothy Edgington, Gareth Evans, Kit Fine, Carl G. Hempel, Rosanna Keefe, David Lewis, Kenton F.
Machina, HenrykMehlberg, Terence Parsons, Bertrand Arthur William Russell, R. M. Sainsbury, Peter
Smith, Michael Tye, Timothy Williamson, PeterWoodruff, CrispinWright.

4.3 Lógicas multivalentes

«Las personas que piensan en español (sic) sienten que “la incertidumbre es insoportable” y no tienen nada
que hacer desde el punto de vista lógico, sin embargo, para una persona que piensa en Aymara, “ina” [quizás
sí quizás no] forma parte de la realidad, y es tan lógico como “jisa” [sí] o “jani” [no]. Si ×ukasiewicz
hubiese sido un Quoya, probablemente hubiese considerado la lógica bivalente de los hispanohablantes tan
extraña y digna de estudio como lo es la lógica polivalente.»
—Iván Guzmán de Rojas [369] (cap. 3: the trivalent logic of Aymara)

Podrían considerarse entre los primeros esbozos de formalización de una «lógica multivalente» aquellos
intentos de Ramón Lull (aprox. 1232-1316) y Nicolás de Krebs (Nicolás de Cusa, 1401-1464) —cfr. Peña
[370] (p. 323)—. Aunque, ya puestos, también podríamos remontarnos hasta Aristóteles, con la discusión de las
proposiciones que no lo son pero sí estan, no se les puede asignar un valor de verdad, pero pueden enunciarse,
y se vive con ellas, como por ejemplo: «mañana llueve»; o sea, la noción de verdad potencial.

No obstante, fue Charles Sanders Peirce (1839-1914) —cfr. Peña [370] (pp. 323ss.)—, quien, hasta donde
sabemos6, formaliza por primera vez una lógica trivalente, con su idea de la Matemática triádica, extensión de
la clásica, en la que el principio del tercio excluso (p _ :p ´ 1) no es del todo verdadero —él distingue entre
lo verdadero, lo falso, y lo que está en el límite—. Parte de este trabajo no publicado, y realizado sobre 1909,
está recogido en la obra de Rescher [371] (pp. 4-5).

El matemático ruso Vasilév, a partir de 1909, publica una serie de artículos en los que elabora una lógica
trivalente, por eliminación del principio del tercio excluso; él la llama «lógica no aristotélica»7. El primer
sistema desarrollado de lógica trivalente data de 1920 y es de Jan ×ukasiewicz. Otros sistemas trivalentes

6No obstante, José Ferrater Mora asegura que hay evidencias de que William de Ockham (1298-1349) hubiese sugerido ya
el uso de tres valores de verdad.

7 José Ferrater Mora nos comenta el hecho de que Vasilév hizo algo parecido con la lógica bivalente, a lo que había hecho
Nikolai Ivanovich Lobachevsky con la geometría euclidea; si bien, este último eliminó el axioma de las paralelas, Vasilév eliminó
la ley del tercio excluso —cfr. Ferrater Mora [372]; Ferrater Mora y Leblanc [373].
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son los de Emil Leon Post8 (1921) [374], Stephen Cole Kleene (1938) [375] —et [376] (p. 334)—, Bochvar
(1939) [377], Arend Heyting (1956) [378], Hans Reichenbach (1944) [379], y algunos otros —cfr. Tabla 4.1.
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Tabla 4.1: Algunas lógicas trivalentes. Sólo aparece el tratamiento del nuevo valor de
verdad 1

2
, pues todas ellas coinciden con la lógica clásica si a; b 2 f0; 1g.

Estas lógicas no satisfacen ni el principio de contradicción (p^:p ´ 0) ni el del tercio excluso (p_:p ´ 1).
El hecho de que la lógica trivalente de Bochvar no contenga tautologías (pues todas sus primitivas producen
1
2 si al menos uno de los argumentos asume tal valor), hizo que surgieran los conceptos de quasi-tautología y
quasi-contradicción. Una fórmula es una quasi-tautología si todos sus literales son distintos de 0 y es una
quasi-contradicción si todos sus literales son distintos de 1.

Se desarrollaron varias lógicas de n-valores en los años treinta. Estas lógicas solían valorarse en el siguiente
subconjunto de números racionales de [0; 1] (que formalmente es lo que nosotros denominamos en la presente
memoria un ®-percentilado uniforme de cardinal n —cfr. Def. 83 (pág. 120)— del intervalo [0; 1]:

un([0; 1]) =
n

0; 1
n¡1 ;

2
n¡1 ; :::;

n¡1
n¡1

o
(4.1)

= Tn (4.2)

pudiéndose interpretar tales valores como grados de verdad.

La lógica de n-valores (n ¸ 2) de ×ukasiewicz, denotada Ln, tiene como primitivas:

:a = 1¡ a (4.3)

a! b = min(1; 1 + b¡ a) (4.4)

y las demás conectivas se de…nen:

a _ b = (a! b) ! b (4.5)

a ^ b = :(:a _ :b) (4.6)

a$ b = (a! b) ^ (b! a) (4.7)

de donde:

a _ b = max(a; b) (4.8)

a ^ b = min(a; b) (4.9)

a$ b = 1¡ ja¡ bj (4.10)

Por L1 se nota la lógica (in…nitamente) valorada en el conjunto T1 de todos los números racionales de [0; 1].
La llamada lógica estándar de ×ukasiewicz L1 se valora (in…nitamente) en [0; 1] (el 1 subíndice de L1 es una
abreviatura de @1, el cardinal del continuo). Generalmente en la literatura, por lógica in…nitamente valorada
se entiende la valoración en [0; 1]. Un resultado bien conocido es que para ninguna lógica in…nitamente valorada
existe un conjunto …nito completo de primitivas —cfr. Klir y Yuan [46] (p. 220). Completitud del conjunto
en el sentido de capacidad de generar toda la lógica; es decir, que al usar un conjunto …nito de primitivas para
de…nir una lógica in…nitamente valorada, sólo obtendremos un subconjunto de todas las funciones lógicas.

8En realidad, la lógica desarrollada por Emil Post, en 1921, posee un número indeterminado n > 2 de valores; además, se trata
de una lógica de conjuntos de enunciados, y no de enunciados.



4.4. Teoría de subconjuntos borrosos 57

4.4 Teoría de subconjuntos borrosos

«Y no dejamos de estimar tampoco el que en nuestros años, después de haber dominado largamente, desde
el …losofante al escolar, la Teoría de Conjuntos como fundamento de todo Cálculo (a saber, una teoría que
realizaba la domesticación de la in…nitud por la vía de equiparar la serie de los números con un conjunto),
haya debido esa Teoría desarrollar, como una especie de herejía suya, los Conjuntos Borrosos, aquéllos a
los que los elementos pueden pertenecer más o menos, con la intención ciertamente de ofrecer un artefacto
que diera mejor cuenta de turbas o agrupaciones naturales (o sociales —da lo mismo) para las que la noción
clásica de ‘conjunto’ resultaba demasiado rígida y por ello poco servicial, es decir, una vez más, tratando la
Lógica de dar razón del ‘más o menos’ de la continuidad; pero es de agradecer, aparte de la intención, lo
revelador de tal invento.»
—Agustín García Calvo [174] (p. 224)

La primera referencia, hasta donde alcanza nuestro conocimiento, a una teoría de conjuntos multivalentes
—que no a lógica multivalente—, data de 1952, y aparece en el libro de Rosser y Turquette [380], dedicado
a lógicas multivalentes.

En el binomio conjuntos borrosos – lógicas borrosas, el curso de la historia es a la inversa que en el binomio
lógicas multivalentes – conjuntos multivalentes. Si bien nacieron antes las lógicas multivalentes y, posterior-
mente, los conjuntos multivalentes, en el caso borroso ocurrió al revés, primero vió la luz, en 1965, la teoría
de conjuntos borrosos —cfr. Zadeh [381]—, y después las lógicas borrosas, mencionadas de paso en el
artículo de 1974 deMenges y Skala [382], y formalizadas en 1976 por Bellman y Zadeh [383], y de las que
hablaremos en la Sec. 4.6.

En prácticamente todos los libros sobre conjuntos borrosos, aparece de manera más suscinta o más extensa,
su historia (si este término es aplicable, dado el corto espacio de tiempo, desde 1965), así que citaré sólo tres
libros: McNeill y Freiberger [384], Klir y Yuan [46] y Trillas, Alsina y Terricabras [316].

Los términos «fuzzy», «borroso», o «difuso» acarrean una connotación negativa en la cultura occidental.
El término lógica «fuzzy» parece dirigir nuestra atención en una mala dirección, a la vez que también parece
celebrar la neblina mental —cfr. McNeill y Freiberger [384]—. Sin embargo, la cultura oriental acepta
la coexistencia de contradicciones tal y como re‡eja el símbolo del Yin y el Yang. Mientras que la lógica
aristotélica es la lógica de «A o no A», el budismo se re…ere a todo lo posible acerca de «A y no A».

Muchos piensan que este espíritu tolerante de la cultura oriental fue la razón principal del éxito de la lógica
borrosa en Japón. Mientras que la lógica borrosa era atacada en Estados Unidos, las industrias japonesas
estaban ocupadas creando una industria de varios miles de millones de euros en torno a ella. Utilizaron lo
borroso para redescubrir útiles caseros, como lavadoras y aspiradoras (Matsushita e Hitachi), arroceras (rice
cookers, electrodomésticos para cocer arroz) (Matsushita y Sanyo), acondicionadores de aire (Mitsubishi), u
hornos microondas (Sharp, Sanyo y Toshiba) —cfr. José Ángel Olivas [385]—. Otro ejemplo notable fue el
estabilizador de imágenes digitales desarrollado por Matsushita, para las cámaras de vídeo CCD. Muchos coches
japoneses llevan incorporados ejemplos de sistemas borrosos adaptativos (un híbrido entre sistemas borrosos
y redes de neuronas arti…ciales). Nissan patentó una transmisión automática borrosa que también decidieron
portar coches de las marcas Mitsubishi y Honda —cfr. McNeill y Freiberger [384]. Todo ello por citar
unos cuantos, pues hay muchísimos más ejemplos. Los japoneses ya han superado la cifra de 2.000 patentes
relacionadas con aspectos borrosos —cfr. Mohaghegh [386] (artículo publicado en noviembre de 2000).

Históricamente, pueden distinguirse tres períodos.

1. Desde 1965 a 1977, conocido como la fase académica, y caracterizado por el desarrollo de los funda-
mentos, aplicaciones teóricas, muchas especulaciones y un número pequeño de aplicaciones especí…cas.

2. Desde 1978 a 1988, conocido como la fase de transformación, en el que además de continuar el desarrollo
académico, comienza a conocerse el éxito de un buen número de aplicaciones. Asimismo, comienza a
participar activamente la industria y las empresas en las investigaciones, incluyendo lo borroso en sus
programas de investigación y desarrollo. Por ejemplo, se prueba con éxito la conducción automática
(sin conductor) en el metro de Senday, Japón. Comienzan a aparecer también publicaciones, sociedades
profesionales y revistas especializadas dedicadas a la teoría de conjuntos borrosos y sus aplicaciones.

3. En 1989 se inicia lo que se ha llamado «boom borroso», caracterizado por un rápido crecimiento en
el desarrollo de aplicaciones competitivas. Se desarrolla y comercializa hardware y software borroso:
aires acondicionados, cámaras de foto y de video, lavadoras, etc. Grandes empresas en Japón dedican
mucho esfuerzo a ello. Emergen más sociedades profesionales, publicaciones y revistas especializadas.
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A principios de los 90, se reconoce la teoría de conjuntos borrosos como un miembro más de la área
emergente y actualmente en pleno auge de «soft computing» —cfr. Zadeh [387]; Sangalli [388].

4.4.1 Una muy breve reseña lexicográ…ca

El vocablo inglés fuzzy es polisémico, a la vez que onomatopéyico, signi…cando9 «borroso», «difuso», «confu-
so», «velloso», «peludo», «rizado» (pelo). Las dos traducciones de «fuzzy» más difundidas en español son
«borroso» y «difuso». Decidir entre uno u otro no es trivial:

² Borroso hace referencia a confuso, y se explicita como confusión en la frontera del conjunto, en clara y
expresa oposición a nítido, mientras que el signi…cado de difuso hace referencia a ancho, dilatado, en un
sentido también muy claro de que los subconjuntos unitarios de un referencial no vacío y no unitario, al ser
considerados como conjuntos estrictamente borrosos, dejan de ser unitarios, pues se difunden, extienden
o dilatan, a todo el universo de discurso. El concepto original «fuzzy set» es meramente un concepto
clasi…catorio:

[...] con mayor frecuencia de lo que creemos, no existen criterios de pertenencia de…nidos de manera
precisa para las clases de objetos que encontramos en el mundo real.»
—Lot… Asker Zadeh [381] (p. 29)

Por ello, en nuestra opinión, tanto da decir que las fronteras de las clases dejan de ser nítidas (conjunto
borroso), como decir que todos los elementos del referencial dejan de ser nítidos, porque no son elementos, sino
nubes de elementos (conjunto difuso).

Sin embargo:

² el término español difuso, como traducción del término inglés «di¤use», ya estaba asentado en la literatura
bayesiana. Nos referimos al conocimiento o información previo, Sir Harold Jeffreys [389] habla de
«conocer poco» («knowing little»), Dennis V. Lindley [44] de información a priori vaga («vague»)
y Arnold Zellner [390], de información difusa («di¤use»). Por otro lado, Jorge Muruzabal [391]
apunta otro sentido en el que el término ha sido utilizado en la literatura: se conoce también como
información difusa («di¤use») aquélla información útil que se presenta entremezclada (secuencialmente)
con información irrelevante en una fuente de datos, y por tanto de gran importancia en la extracción
automática de conocimiento en grandes bases de datos —cfr. Matheus, Chan y Piatetsky-Shapiro
[392].

No obstante, el hecho es que se traduce «fuzzy set» como conjunto difuso, y bastante de lo publicado en
español se hace con el término conjunto difuso. Pero también nos encontramos traductores y editores que
pre…eren el término borroso, por ejemplo, los libros de Bart Kosko [58] en español, «Pensamiento borroso»
y «El futuro borroso o el cielo en un chip». En el primero de ellos, los editores a…rman que posiblemente sea
«conjunto borroso» la alternativa más ampliamente aceptada —cfr. Kosko [58] (p. 11).

Estamos pues ante un ejemplo de decisión «fuzzy»:

Aggr(®[BORROSO]; ¯[DIFUSO])

donde ®;¯ 2 [0; 1] y Aggr es una operación de agregación —cfr. §69—. Por ilustrarnos un poco, ® = ¯ = 1
signi…caría que cada vez que utilizásemos uno utilizaríamos el otro, por ejemplo: «sea A un conjunto borroso-
difuso»; ® = ¯ = 0 signi…caría que habríamos optado por otra denominación; ® = ¯ = 1=2 signi…caría que
nuestra decisión ha sido procurar usar la mitad de las veces uno y la otra mitad el otro; ®;¯ < 1=7 podría
signi…car que habría entrado en juego otro vocablo, etc.

Nuestro objetivo en este punto ha sido hacer una exposición sobre una controversia que se supone superada.
En lingüística existe el concepto de sinonimia y simplemente eso es lo que ocurre. Ante dos sinónimos, la
decisión es subjetiva.

9Según el Webster’s [259]:
fuzz1 (fuz), n. 1. loose, light, …brous, or ‡u¤y matter. 2. a mass or coating of such matter: the fuzz on a peach. 3. Slang. a

man’s very short haircut, similar to a crew cut. –v.t. 4. fuzz up, to make unclear; confuse; bungle: He fuzzed up the plot line
with a lot of emotional nonsense. [1595-1605; cf. D voos spongy, woolly]
fuzzy (fuz´ē), adj., fuzz¢i¢er, fuzz¢i¢est. 1. of the nature of or resembling fuzz: a soft, fuzzy material. 2. covered with fuzz: a

plant with broad, fuzzy leaves. 3. indistinct; blurred: A fuzzy photograph usually means you jiggled the camera. 4. muddleheaded
or incoherent: a fuzzy thinker; to become fuzzy after one drink. [1590-1600; fuzz1 + -y1] –fuzz´i¢ly, adv. –fuzz´i¢ness, n. –Syn.
3. hazzy, vague, unclear, foggy.
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En nuestro caso, optamos por «conjuntos borrosos», quizás por tradición personal: nos hablaron antes de
conjuntos borrosos que de conjuntos difusos.

Por citar unos ejemplos de los primeros estudios: los libros de Francisco Azorín Poch [393] (1979), y
Enric Trillas [394] (1980) usan el término «borroso», mientras que la tesis doctoral de Leandro Pardo [395],
artículos posteriores suyos [396] (1983) y de José Luis Verdegay [397] (1983), usan el término «difuso».

Mas quizás sea peor con los verbos ingleses «to fuzzify» y «to defuzzify». El primero se ha traducido como
«emborronar», «borrosi…car», «difuminar» y predominantemente en América Latina como «opacar», «os-
curecer» y «nublar»—otros usan «fuzi…car», creyendo así obviar la cuestión, cuando en verdad la atestiguan—.
Las traducciones más frecuentes de «to defuzzify» han sido «desborrosi…car», «desemborronar», «nitidi…car»,
«precisi…car» (Rudolf Carnap y Susan Haack) y «aclarar» —aparte de los que usan «desfuzi…car».

Nosotros emplearemos, en armonía con la tradición lógica, «introducir borrosidad» por «to fuzzify» y
«eliminar borrosidad» por «to defuzzify». Con un espíritu más poético, aunque no sabemos si acertado,
hemos leído, aunque no logramos recordar dónde, «agrisar» —dar color gris— por «to fuzzify» y «ajedrezar»,
«escaquear» —formar cuadros de dos colores, como los escaques del tablero de ajedrez—, y «binarizar»,
por «to defuzzy». Estas traducciones de «to defuzzy» parecen aceptables, aun cuando, el término «objeto
escaqueado» puede estar expuesto a extrañas interpretaciones. Por otro lado, el signi…cado en español de
«agrisar», sólo hace referencia a una tonalidad de gris.

Claro que, imbuidos, quizás, por el mismo poemario, podríamos traducir «to fuzzify» por «empañar» y
«to defuzzy» por «desempañar». Y hablar de «conectivas empañadas» 10 (conectivas borrosas, que en realidad
son conectivas bivalentes transmutadas mediante un empañamiento de las conectivas bivalentes originales).

Decir por último que en francés, fuzzy se traduce por ‡ou, en italiano por sfumato y en portugués es corriente
decir nebuloso (lo que no deja de ser una curiosidad, pues Zadeh, en un artículo del año 1962 —cfr. pág. 53—,
expresaba su indecisión entre los cali…cativos fuzzy y cloudy).

4.4.2 Los «conjuntos» borrosos no son conjuntos

Como es bien conocido, la idea de Cantor de lo que es un conjunto: «cualquier colección en un todo M de
objetos de…nidos y separados, proporcionada por nuestra intuición o nuestro pensamiento» —por cierto, que es
la idea natural que posee cualquiera no versado en Matemáticas— es errónea, desde el momento que conduce
a paradojas, como la de Bertrand Arthur William Russell: «si la colección de todos los conjuntos que no son
elementos de sí mismos fuese un conjunto, entonces, para este conjunto, la propiedad de ser un elemento de sí
mismo equivale a no serlo».

Bertrand Arthur William Russell y Alfred NorthWhitehead resolvieron este problema en sus Principia
Mathematica (1910), estableciendo una teoría de tipos de colecciones: una colección x puede ser miembro de una
colección y, sólamente si y está situada un escalón más arriba en la jerarquía de donde está x. Este sistema tiene
in…nitas nociones primitivas. Las axiomáticas de Ernst Friedrich Ferdinand Zermelo, Adolf Abraham Halevi
Fraenkel y Albert Thoralf Skolem (ZFS), con dos nociones primitivas: las de conjunto y pertenencia, y la
de John Von Neumann, Paul Isaac Bernays y Kurt Gödel (NBG), con tres: conjunto, clase y pertenencia,
se han convertido en clásicas, siendo la elección entre ellas una cuestión casi de preferencias. Ambos sistemas
son básicamente equivalentes: todo axioma de ZFS es un teorema en NBG, por lo que la consistencia de NBG
implica la de ZFS; además, toda fórmula cerrada (sin variables libres) de ZFS que sea un teorema en NBG, lo
es en ZFS, de donde la consistencia de ZFS implica la de NBG —cfr. Alonso, Borrego, Pérez y Ruiz [267]
(p.xxi).

El lector puede consultar cualquiera de ambas axiomáticas en variadas fuentes, por ejemplo: Alonso,
Borrego, Pérez y Ruiz [267]; Levy [398]; Devlin [399]; Takeuti y Zaring [400].

Sea '(x; y1; y2; : : : ; yn) una fórmula bien formada (fbf) del lenguaje de la teoría de conjuntos (LTC) —sin
entrar en mayores detalles, piense el lector en una fbf como una propiedad «inteligible» que relaciona las
variables x; y1; y2; : : : ; yn—. Sean a1; a2; : : : ; an conjuntos (en la formalización de la teoría de conjuntos suelen
notarse éstos por minúsculas; las mayúsculas se reservan para las clases). La expresión:

fx : '(x; a1; a2; : : : ; an)g (4.11)

representa la idea intuitiva de la colección de todos los conjuntos x que satisfacen '(x; a1; a2; : : : ; an), y diremos:
la clase de los x tales que '(x; a1; a2; : : : ; an).

10empañado, da adj. Dícese de la voz cuando no es sonora y clara. jjDícese del cristal u otra super…cie pulimentada cuando
está cubierta de vapor de agua. Ú.t.c.s.
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Todo conjunto a puede considerarse como una clase, la asociada a la fbf: '(x; a) ´ x 2 a. Sin embargo
hay clases (las llamadas propias) que no son conjuntos, por ejemplo fx : x =2 xg. Decir que la clase A = fx :
'(x; a1; a2; : : : ; an)g es un conjunto signi…ca que: 9y8x (x 2 y $ '(x; a1; a2; : : : ; an)).

Sean A y B clases. El producto cartesiano de A por B (que se nota A£B) es la clase:
fhx; yi : x 2 A ^ x 2 Bg (4.12)

(si A y B son conjuntos, entonces A£B es un conjunto, pues A£B µ P(P(A [B)), y por el axioma de las
partes, la clase de las partes de un conjunto es un conjunto).

Se dice que una clase R es una relación binaria (resp., ternaria, cuaternaria, ..., n-aria) precisamente si
todos sus elementos son pares ordenados (ternas, cuaternas, ..., n-tuplas ordenadas).

Si R es una relación (binaria) entonces, se llama dominio de R a la clase:

domR = fx : 9y (hx; yi 2 R)g (4.13)

y rango o recorrido de R a la clase:

rangR = fy : 9x (hx; yi 2 R)g (4.14)

(obsérvese que R µ domR£ rangR; además, si R es un conjunto, entonces domR y rangR son conjuntos).

Una relación funcional es una relación R tal que:

8x8y8z (hx; yi 2 R ^ hx; zi 2 R! y = z) (4.15)

Sean a y b conjuntos. Una función (parcial) de a en b (se nota f : a ! b) es una relación funcional tal
que domR µ a y rangR µ b. Una aplicación (o función total) de a en b es una función (parcial) tal que
domR = a.

Sea a conjunto no vacío (que se denomina universo de discurso). Una función de pertenencia es una
aplicación de a en [0; 1] —si bien, más adelante, veremos otras alternativas—. La expresión «“conjunto”
borroso» es sinónimo de «función de pertenencia».
En adelante, suprimiremos las comillas, como es habitual, y abusando del lenguaje, hablaremos de conjuntos

borrosos, e indistintamente de función de pertenencia. En de…nitiva, que adoptaremos la notación más frecuente
en la literatura que trata temas borrosos.

Por cierto, que los conjuntos borrosos no se ven afectados por la paradoja propuesta por Bertrand Arthur
William Russell, con la que comenzábamos esta sección: un conjunto borroso puede, a la vez, pertenecer y
no pertenecer a sí mismo —cfr. §4.8.

4.4.3 Operaciones con conjuntos borrosos

Recordamos, a continuación, una serie de conceptos de la teoría de subconjuntos borrosos.

Sea U un universo de discurso no vacío. Un subconjunto nítido (crisp) A de U es cualquier subconjunto
ordinario de…nido por su función característica cA : U ! f0; 1g. Un subconjunto borroso A de U di…ere
de uno nítido en que el rango de su función característica, renombrada como función de pertenencia11 es
[0; 1] en vez de f0; 1g, o sea mA : U ! [0; 1]. El conjunto borroso vacío es tal que su función de pertenencia
es la constante 0. Habitualmente se de…ne un conjunto borroso por su función de pertenencia —cfr. Goguen
[405]—, de tal manera que se simpli…ca la notación: en vez de mA(u) se usa A(u). Así lo haremos nosotros.

Originalmente, Zadeh de…nió [381] las operaciones, haciendo un símil con las conectivas de las lógicas
multivalentes de ×ukasiewicz. El complemento Ac de un conjunto borroso A se de…ne, para todo u 2 U
como: Ac(u) = 1¡A(u) —cfr. Fig. 4.1—. Dados dos conjuntos borrosos A y B, se de…ne, para todo u 2 U ,
su intersección:

(A \B)(u) = minfA(u); B(u)g (4.16)

y su unión:

(A [B) (u) = maxfA(u); B(u)g (4.17)

11En el transcurrir de los años, Zadeh ha usado otros nombres para la función de pertenencia (membership function ): «possibility
function» —Zadeh [401]—, «fuzzy restriction» —Zadeh [402], [403] (p. 29), [401] (p. 6)—, «degree of ease» —Zadeh [403] (p.
29)—, «fuzzy naming relation» —Zadeh [404] (p. 33)—, «compatibility function» —Zadeh [401] (p. 6).
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Figura 4.1: Una representación grá…ca de un conjunto borroso y su complementario.
Observe el lector que cuando decimos que un conjunto borroso es aquél
que no posee una frontera nítida, no nos referimos a la frontera grá…ca,
al contorno de un dibujo que represente al conjunto borroso, sino a una
frontera de pertenencia.
— Fuente: Elaboración propia.

Como notan Bellman, Kalaba y Zadeh [406] (p.2), si las funciones de pertenencia de los conjuntos
borrosos A y B son tri-valoradas, entonces (4.16) y (4.17) llevan a la lógica tri-valorada de Stephen ColeKleene
[376] (p. 334). En ese mismo artículo [406] (pp.4ss.), Bellman, Kalaba y Zadeh presentan las primeras ideas
de aplicación de la naciente teoría borrosa en el terreno de la clasi…cación de patrones, viendo una categoría de
patrones como un conjunto posiblemente borroso, y haciendo un esbozo muy genérico considerando la distancia
como la máxima de la mínima [406] (p.6).

Fue el mismo Zadeh, y en el mismo año 1965, quien propuso dos expresiones alternativas para la unión y
la intersección de los conjuntos borrosos [407], a saber, el producto para la intersección:

(A \B)(u) = A(u)B(u) (4.18)

y la «suma probabilística» para la unión:

(A [B) (u) = A(u) +B(u)¡A(u)B(u) (4.19)

Se inicia así el camino hasta llegar al punto de vista actual de utilización de una norma triangular para
la intersección, una conorma triangular para la unión y una negación involutiva para la complementación
(cfr. infra §4.6).

Al igual que los valores de una función característica o indicadora, 0 y 1, son conocidos como bits (binary
units), Kosko [408] propone llamar FIT (Fuzzy unIT ) a cualquier valor u 2 [0; 1].
Pues bien, concretemos estas de…niciones.

De…nición 5 Sea U 6= ? un universo de discurso. Un subconjunto borroso A de U , se caracteriza mediante
una función similar a la función característica o indicadora ÂA : U ! f0; 1g, de un conjunto clásico, con la
única diferencia de que la cali…cación numérica de los elementos de U no se hace en f0; 1g, sino en [0; 1]. Es
decir, un subconjunto borroso de U está caracterizado por una función (de pertenencia)12 mA : U ! [0; 1], tal
que para todo elemento u 2 U, mA(u) se interpreta como que expresa el «grado de pertenencia» de u a A.

Observación 6 Muchos estudiosos, en la medida de nuestro conocimiento, suelen decir que un conjunto nítido
es un caso particular de un conjunto borroso, o que la teoría de conjuntos es un caso particular de la teoría
de conjuntos borrosos —cfr. Zadeh [411]—. Esto, al pie de la letra, puede resultar tan absurdo como, por
ejemplo, la pretendida reducción de Charles Elkan de la lógica borrosa a la bivalente —cfr. supra §4.2—.
Sería tanto como subsumir lo cuantitativo en lo cualitativo. Tampoco son conjuntos borrosos aquéllos cuya
función de pertenencia se valora en lógicas con un número …nito de valores (…nitamente multivaloradas) —cfr.
infra §4.6.
Puede que como en otras ramas de la Matemática, el adjetivo «propio» sea correcto para re‡ejar esta distin-
ción. Así decimos que un conjunto borroso propio, o propiamente borroso, es todo conjunto cuya función
de pertenencia toma, y puede que entre otros, in…nitos valores distintos en el intervalo [0; 1]. El resto de con-
juntos, nítidos y con funciones de pertenencia …nitamente multivaloradas, se denominarían conjuntos borrosos

12Encontramos una idea previa, presente en un método de clasi…cación (supervisada) no paramétrica (método de Parzen). Una
función potencial recoge la in‡uencia decreciente de una observación (patrón muestral) sobre el prototipo (patrón «teórico»), a
medida que aumenta la distancia entre ambos. El promedio de los «potenciales» de las observaciones individuales, con respecto al
prototipo, expresa el «grado de pertenencia» del prototipo a la clase a la que pertenece la muestra (el vector observación). Este
concepto de función potencial fue utilizado por Parzen [409], aunque el nombre se debe a Bashkirov, Braverman y Muchnik
[410].
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impropios o degenerados. En todo caso, y con el …n de evitar posibles confusiones, nosotros seguiremos la
convención impuesta por el resto, abusaremos igualmente del lenguaje, y seremos libres de entender por conjunto
borroso cualquiera cuya función de pertenencia se valore en [0; 1].

«Las cosas no “borrosi…cadas” o sólo trivialmente “borrosi…cadas” son nítidas; la nitidez es la cualidad opuesta a lo
borroso, aunque técnicamente sea un caso particular.»
—J. A. Goguen [405] (p. 157)

Dos son las notaciones más habituales para un conjunto borroso: como un conjunto de pares ordenados,
donde la primera componente es un elemento del universo y la segunda su «grado de pertenencia» al conjunto
borroso:

A = f(u;mA(u)) : u 2 Ug
o bien, notando una enumeración por + y un par por = (notación de Zadeh):

A =
nX
i=1

mA(ui)=ui, si A es …nito,

A =
X
u2U

mA(u)=u, si A es in…nito numerable,

A =

Z
u2U

mA(u)=u, si A es in…nito no numerable.

En vez de decir que un conjunto borroso es un par (A;mA), la notación se relaja si no hacemos distinción
alguna entre el conjunto y su función de pertenencia. Así haremos la identi…cación notacional A : U ! f0; 1g
para un conjunto nítido A y A : U ! [0; 1] para un conjunto borroso A. En ello seguimos, entre tantos muchos,
a Goguen [405]. Denotamos mediante F(U) el conjunto de todos los subconjuntos borrosos de U .
El conjunto borroso vacío ? se de…ne por:

? : U ¡! [0; 1]
x 7¡! ?(x) = 0 (4.20)

De…nición 7 Dado ® 2 [0; 1], el ®-corte13 de A es el conjunto nítido:
®A = fu 2 U : A(u) ¸ ®g (4.21)

El 1-corte de un conjunto borroso A suele llamarse la parte nítida (o clásica) de A —cfr. Trillas, Alsina
y Terricabras—. El conjunto de niveles de un subconjunto borroso A es:

¤(A) = f® 2 [0; 1] : 9u 2 U ; A(u) = ®g (4.22)

Todos los ®-cortes de un conjunto dado A, forman una sucesión, decreciente según la inclusión, de conjuntos
nítidos, o sea:

8®1; ®2 2 [0; 1]; ®1 < ®2 =) ®1A ¶ ®2A (4.23)

Todo conjunto borroso puede representarse de manera única mediante la familia14 de todos sus ®-cortes.
Usualmente se habla de una descomposición del conjunto —cfr. Zadeh [413]—. Para conseguirla, consideremos,
para cada ® 2 [0; 1], el conjunto borroso:

®A = ® ¢ ®A (4.24)

donde ®A representa su función característica (vista como una función de pertenencia particular). El teorema
de descomposición a…rma que todo conjunto borroso A, es la unión nítida de todos los conjuntos ®A,
variando ® en ¤(A) —cfr. Klir y Yuan [46] (teor. 2.7)—, o sea, que todo subconjunto borroso A de U , puede
13Kaufmann y Gil Aluja [412] (pp. 35ss.) lo llaman subconjunto de con…anza al nivel de presunción ®. Enric Trillas,

Claudi Alsina y Josep-María Terricabras lo denominan ®-nivel de nitidez —[316] (p. 154)—. El ®-corte o nivel de nitidez
® de un subconjunto borroso A es el subconjunto clásico que consta de todos los elementos u del universo U compatibles con el
predicado de…nitorio A, al menos al nivel ®.
14Cuando una clase de objetos matemáticos se obtiene mediante una forma funcional o expresión variando una serie de parámetros

de la expresión, es usual utilizar el nombre de familia en vez de clase o colección. En el caso que nos ocupa, la clase de los ®-cortes
de un conjunto borroso se obtiene variando el parámetro ® en el rango [0; 1]. De ahí que sea apropiada la denominación de familia.
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descomponerse en una familia decreciente de subconjuntos nítidos de U , ponderada con una familia creciente
de índices ponderales15.

De…nición 8 La altura de A es h(A) = supfA(u) : u 2 Ug. Se llama núcleo de A a su 1-corte, core(A) =
fu 2 U : A(u) = 1g. Un conjunto borroso A se dice que es normal si core(A) 6= ?, o en otras palabras si
h(A) = 1. Se dice subnormal en cualquier otro caso.

De…nición 9 Consideremos como universo de discurso el retículo normado denso U = (U;¹). Un subconjunto
borroso A 2 F(U), se dice que es abierto por la izquierda si limu#A(u) = 1 y limu"A(u) = 0, abierto por
la derecha si limu#A(u) = 0 y limu"A(u) = 1, abierto si lo es por la izquierda y por la derecha, y cerrado
si limu#A(u) = limu"A(u) = 0 —cfr. Jang, Sun y Mizutani [416].

De…nición 10 El soporte de A es el conjunto supp(A) = fu 2 U : A(u) > 0g. Un conjunto borroso A se dice
acotado precisamente si su soporte es acotado. Diremos que un conjunto borroso A es compacto precisamente
si es cerrado y acotado.

De…nición 11 Si U es el retículo vectorial (U;¹), entonces decimos que un subconjunto borroso A es convexo
precisamente si dados cualesquiera u0; u1 2 U , entonces, para todo u 2 [[u0; u1]]:

A(u) ¸ minfA(u0); A(u1)g (4.25)

Teorema 12 Sea U el retículo vectorial (U;¹). Entonces —cfr. Zadeh [381]—, ser convexo un subconjunto
borroso A de U , equivale a que todos sus ®-cortes (0 < ® · 1) sean subconjuntos convexos de U .

De…nición 13 Dados A;B 2 F(U), se de…ne el conjunto borroso medio de A y B como:

A+B

2
(x) =

A(x) +B(x)

2
(4.26)

De…nición 14 Una relación borrosa entre conjuntos nítidos A y B es cualquier subconjunto del producto
cartesiano A£B.

De…nición 15 Sea A 2 F(U). La cardinalidad escalar —o recuento sigma— de A se de…ne, en el caso
continuo, como:

jAj =
Z
u2U

A(u)du (4.27)

De…nición 16 Sea A 2 F(U). El centro de gravedad de A se de…ne, en el caso continuo, como:

G(A) =

R
u2U u ¢A(u)du

jAj (4.28)

Observemos que las funciones de densidad de probabilidad son justamente aquéllos subconjuntos
borrosos cuya cardinalidad escalar es uno.

15La …gura de más abajo, muestra el primer mapa topográ…co, publicado en París, en 1782, debido a Marcellin Du Carla-
Boniface (Expression des nivellements; ou, Méthode nouvelle pour marquer sur les cartes terrestres et marines les hauteurs et
les con…gurations du terrain [París, 1782]), que aparece en el artículo de François De Dainville [414] (p. 396) —cfr. Hankins
[415] (Fig. 15)—. En él, el lector puede apreciar la idea de «apilamiento», en este caso de las diferentes isohipsas (o curvas de
nivel, que unen todos los puntos de igual distancia vertical, altitud o cota).

El lector puede imaginar una colina como la representación de un subconjunto borroso bidimensional.
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4.4.4 «Mi» 7 puede no ser «tu» 7

«Borrosi…car es comunicar una estructura borrosa a una de…nición (concepto), teorema o incluso a toda una
teoría. Este proceso no es necesariamente único [...] El Principio de Borrosi…cado proporciona un método
básico: Un algo borroso (o L-borroso o L-) es un L-conjunto de algos (esto es, un subconjunto L-borroso del
conjunto de algos).»
—J. A. Goguen [405] (p. 156)

A partir del Principio de Borrosi…cado de Goguen, resulta lícita la siguiente de…nición —cfr. Trillas,
Alsina y Terricabras [316] (p. 170).

De…nición 17 Se entiende por cantidad borrosa, cualquier subconjunto borroso de R.

De…nición 18 Sea X ½ R. Se denomina valor borroso a cualquier función A : X ! [0; 1]. Si X es continuo,
se exige que A sea medible Borel (Emile Félix Edouard Justin), esto es, medible respecto de la ¾-álgebra de
Borel16 de X.

De…nición 19 Sea A un valor borroso. Se denomina conjunto resolución-° para A, al conjunto:

D°(A) = fx : x = n°, x 2 supp(A) ^ n 2 N+g (4.29)

Este conjunto discretiza el dominio real según la precisión en la que estemos interesados. Por ejemplo,
si queremos medir la altura de una persona, de poco nos sirve, a nosotros como humanos, saber que mide
1; 71234567 metros; habitualmente utilizamos sólo dos decimales para su expresión: mide 1; 71 metros. Es-
taríamos así utilizando un conjunto resolución-0; 01 para el valor borroso A ´«altura de una persona».

De…nición 20 Se dice que A : R! [0; 1] es semicontinua superiormente, precisamente si:

(8x0 2 R)(8" 2 R+)(9± 2 R+)(8x 2 R)(jx¡ x0j < ± =) A(x) < A(x0) + ") (4.30)

16Sea U un universal no vacío. Se dice que una clase de subconjuntos A ½ P(U) posee estructura de álgebra, precisamente
si: (i) E 2 A, (ii) 8A 2 A, EnA 2 A, e (iii) 8A;B 2 A, A [ B 2 A. Se dice que una clase de subconjuntos A ½ P(U)
posee estructura de ¾-álgebra o tribu, precisamente si: (i) E 2 A, (ii) 8A 2 A, EnA 2 A, e (iii) Para toda sucesión
fAngn2N+ µ A, S1n=1 An 2 A. Decir, de paso, que la condición (i) puede ser cambiada por (i’): ? 2 A, y la (ii) por (ii’): para
toda sucesión fAngn2N+ µ A, T1n=1An 2 A. Por familia probabilizable de subconjuntos, se entiende una álgebra, si E es
…nito, o una ¾-álgebra, si E es in…nito numerable. Sea A ½ P(U) una ¾-álgebra. Al par (U;A) se le denomina espacio medible
o probabilizable y a los elementos de A, conjuntos medibles (respecto de la ¾-álgebra A) o conjuntos A-medibles.
Consideremos el espacio topológico (U;T). Se denomina ¾-álgebra de Borel sobre U a la ¾-álgebra engendrada por los

abiertos de la topología, es decir, a la mínima ¾-álgebra que contiene a todos los abiertos de U para la topología(¤) T. Los
conjuntos pertenecientes a la ¾-álgebra de Borel, se denominan conjuntos de Borel o borelianos. Mientras no haya lugar a
confusión con la topología, notaremos simplemente por B(U) a la ¾-álgebra de Borel. Los cerrados de la topología también son
conjuntos de Borel. De hecho, B(U) también puede engendrarse a partir de los cerrados de la topología. Un ejemplo: el espacio
topológico (R; r), donde r es la topología usual(¤¤) sobre R. B(R) está engendrada por cualquiera de las siguientes clases: (i) la
clase de todos los subconjuntos cerrados; (ii) la clase de todos los intervalos de la forma (¡1; b]; (iii) la clase de todos los intervalos
de la forma [a; b], con a; b 2 R.
Es sencillo construir la mínima álgebra que contiene a una clase C no vacía de subconjuntos de U . La clase C3, construida

iterativamente en la forma siguiente, es la mínima álgebra que contiene a la clase C —cfr. Ibarrola, Pardo y Quesada [417] (p.
28):

C1 = f?;Ug [ fA : A 2 C _ UnA 2 Cg

C2 =

½
B : B =

nT
i=1

Ai, con Ai 2 C1
¾

C3 =

½
C : C =

nS
i=1

Bi, con Bi 2 C2 ^Bi \Bj = ?
¾

Por el contrario, no existe ningún método para construir la mínima ¾-álgebra que contiene a una clase C no vacía de sub-
conjuntos de U , si bien los teoremas de la clase monótona y de las estructuras de Dynkin (Eugene Borisovich, 1924-), aportan
propiedades que satisface tal mínima ¾-álgebra —cfr. Ibarrola, Pardo y Quesada [417] (pp. 30-38).
(¤) Dado un conjunto U , se dice que T µ P(U) es una topología sobre U , si satisface —cfr. Hinrichsen y Fernández Muñiz

[279] (p. 64): (i) ?;U 2 T, (ii) 8A;B 2 T, A \B 2 T, e (iii) 8®2IA® 2 T, [®2IA® 2 T. Los elementos de T, se llaman abiertos.
Dados un conjunto U y una topología T sobre U , al par (U ;T) se le llama espacio topológico.
(¤¤) Siempre que se considere R como espacio topológico sin especi…car la topología, se entiende que se trata de (R; r), siendo r

—cfr. Hinrichsen y Fernández Muñiz [279] (p. 66):

r = f[®2I f(a®; b®) : 8®2Ia®; b® 2 Rgg
donde I es un conjunto (…nito o no) de índices.
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La semicontinuidad superior de A es equivalente que todos sus ®-cortes, salvo 0A, son conjuntos cerrados.

De…nición 21 Un número borroso es cualquier subconjunto borroso de números reales, convexo, semicon-
tinuo superiormente, normal, y con soporte acotado.

Observación 22 Algunos autores denominan intervalo borroso a lo que nosotros hemos denominado número
borroso, reservando esta última denominación para el caso de ser el núcleo unitario.

Notaremos por N la clase de todos los números borrosos.

Las operaciones entre números borrosos —cfr. Mizumoto y Tanaka [418]:

(A+B)(x) = sup
r2R

minfA(r); B(x¡ r)g (4.31)

(A¡B)(x) = sup
r2R

minfA(r); B(r ¡ x)g (4.32)

(A ¢B)(x) = sup
r2R¤

minfA(r); B(x=r)g (4.33)

(A=B)(x) = sup
r2R

minfA(xr); B(r)g (4.34)

son casos particulares del principio de extensión de Zadeh —cfr. infra §4.9.1.

Las identidades aditiva y multiplicativa en (N;+; ¢) son:

0 =

½
1 si x = 0
0 si x 6= 0 1 =

½
1 si x = 1
0 si x 6= 1 (4.35)

El simétrico de A se de…ne como 0¡A. A partir de las Ecs. (4.31) y (4.32), se obtiene:

(¡A)(x) = A(¡x); para todo x 2 R (4.36)

A¡B = A+ (¡B) (4.37)

El valor absoluto jAj de A 2 N, se de…ne por:

jAj (x) =
½
maxfA(x);A(¡x)g si x ¸ 0
0 si x < 0

(4.38)

Las operaciones entre números borrosos pueden de…nirse también a partir de operaciones entre sus ®-cortes
—cfr. Mizumoto y Tanaka [418]; Kaleva y Seikkala [419] (p. 217); Kaufmann y Gil Aluja [412] (pp.
49-58).

Dados A;B 2 N, sean, para todo ® 2 (0; 1], ®A = [a®0 ; a®1 ], ®B = [b®0 ; b®1 ]. Entonces, por ejemplo, el valor
absoluto está de…nido como:

®(jAj) = [maxf0; a®0 ;¡a®1 g;maxfja®0 j ; ja®1 jg] (4.39)

Las operaciones básicas quedan rede…nidas de la siguiente manera —la fuente de las representaciones es el
libro de George J. Klir y Bo Yuan [46] (p. 107):

®(A+B) = [a®0 + b
®
0 ; a

®
1 + b

®
1 ]

(4.40)
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®(A¡B) = [a®0 ¡ b®1 ; a®1 ¡ b®0 ]

(4.41)

®(A ¢B) = [a®0 ¢ b®0 ; a®1 ¢ b®1 ], para A;B 2 N+

(4.42)

®(1=A) =
h
1
a®1
; 1a®0

i
(se muestra A=B)

(4.43)

Como sugirieron Rudolf Kruse y Meyer [420] y Viertl [421], la imprecisión de un dato puntual puede
modelarse utilizando un número borroso. Expresiones como alrededor de x, cercano a x, o aproximadamente
x, pueden representarse mediante números borrosos —cfr. Cox [422]; Bojadziev y Bojadziev [423]—. De
este modo, describimos la imprecisión en los valores de la evidencia mediante conjuntos borrosos ordinarios,
viéndolos así realmente como datos borrosos —cfr. Schnatter [424]—.En el siguiente apartado, vemos un
ejemplo de todo esto.

4.4.5 «Un» 7 «menos» 7 que «el» 7:
sonómetros borrosos, desempeño de tareas y evaluación de capacidades sub-
jetivas

La mayoría de los autores entiende por número borroso lo mismo que nosotros. Sólo unos poquitos no exigen
la hipótesis de normalidad para ellos. Por nuestra parte, hacemos una distinción explícita entre número bor-
roso (n.b.) y cuasi-número borroso, entendiendo por éste un número borroso no normal. Una de…nición
alternativa de cuasi-número borroso es la que sigue.

De…nición 23 Decimos que A : R ! [0; 1] es un cuasi-número borroso (o dicho alternativamente, un
número borroso no necesariamente normal) si y sólo si existen a; b; !1; !2; k 2 R, siendo !1 < a · b < !2,
k · 1 y tal que:

A(x) =

8<: k si x 2 [a; b]
l(x) si x 2 (¡1; a)
r(x) si x 2 (b;+1)

(4.44)

donde l : (¡1; a)! [0; 1] es monótona creciente, continua por la derecha y tal que 8x 2 (¡1; !1); l(x) = 0 y
r : (b;+1) ! [0; 1] es monótona decreciente, continua por la izquierda y tal que 8x 2 (!2;+1); r(x) = 0. Si
k = 1, diremos que se trata de un número borroso.
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Por poner un ejemplo ilustrativo de un supuesto en el que los cuasi-números borrosos son de utilidad,
hablemos de sonómetros (aparatos medidores de nivel sonoro).
Inicialmente, los sonómetros eran analógicos, con un marcador de esfera y una aguja o puntero —cfr. Fig.

4.2—. Dependiendo del sonido que se estuviese midiendo, podría ocurrir que las ‡uctuaciones sucediesen tan
rápidamente que fuese imposible determinar la posición media de la aguja.

Figura 4.2: Pantalla de un sonómetro analógico.

Para amortiguar este hecho, los sonómetros emplean una ponderación de frecuencias y una ponderación
exponencial temporal —cfr. Yeager y Marsh [425]—. En realidad, la señal registrada por el micrófono, es:
(i) ajustada por el control de rango de nivel, (ii) ampli…cada, (iii) modi…cada por la ponderación de frecuencia,
y (iv) promediada para el tiempo (recti…cada). Es, entonces, cuando se muestra en un aparato indicador o
lector (readout).

La precisión de los sonómetros —cfr. Johnson, Marsh y Harris [426] (p. 5.18)— está regulada por
diferentes normativas nacionales e internacionales. Por ejemplo, el American National Standard Speci…cation
for Sound Level Meters, ANSI S1.4-1983, distingue tres clases de precisión, según la tolerancia que se permita:
Clase (tipo) 0 (Laboratorio), las de menor tolerancia permitida; Clase (tipo) 1 (Precisión); y Clase (tipo) 2
(Propósito general), las de mayor tolerancia permitida.

Actualmente, los sonómetros presentan la información de manera instantánea (en la medida en que se
actualice) en un indicador que puede ser analógico, como el de la Fig. 4.2, semi- o cuasi analógico (por lo
general, mediante grá…cos de barras) o digital (numérico). También pueden proporcionarnos el rango del nivel
sonoro en un intervalo de tiempo dado, su media y desviación.

En cualquier caso, todas ellas son medidas inciertas, incluidos esos estadísticos, pues el referencial es un
conjunto de datos imprecisos. Y, creemos no banal, pensar en futuros sonómetros borrosos, que permitan
presentar su información de acuerdo a una partición lingüística especi…cada por el usuario. Imagina una
vocecita, procedente de tu ropa, que de repente te diga:

«Sara, como permanezcas más de 10 minutos en este sitio, la probabilidad de que sufras una
pérdida auditiva es muy alta.»

Pues bien, imaginemos que se hubiese hecho una estimación de la …abilidad de un sonómetro, interpretada
como credibilidad en las medidas proporcionadas por el aparato. A partir de dicha estimación, se concluye
que la medición proporcionada por el sonómetro es más …able en ruidos altos que en bajos, estableciéndose
empíricamente además una relación lineal —cfr. Fig. 4.3—. Puede parecer lógico incluso establecer un umbral
inferior de …abilidad en 1

2 , es decir, que la altura de cada número borroso sea mayor o igual que
1
2 .

Figura 4.3: Cuasi-números borrosos triangulares que representan las
mediciones proporcionadas por un sonómetro que es más
…able en ruidos altos que en bajos (habiéndose establecido
empíricamente además una relación lineal).
— Fuente: Elaboración propia.

Algo similar ocurre si pensamos en el desempeño de tareas: la …abilidad —interpretada como con…anza
en el trabajador— puede que no sea la misma, según la tarea. Otro caso que pensamos ocurre en el supuesto de
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evaluación de capacidades subjetivas. ¿«Mi» 7 es «tu» 7? Supongámoslos nítidos. ¿Por qué la respuesta
ha de ser sí? Dado que pudiera de…nirse un 7 absoluto, objetivo, ¿por qué «mi» 7 es igual al «tuyo»? A lo
mejor «mi» 7 participa del 7 objetivo en un 80 por ciento y el «tuyo» lo hace en un 90 por ciento. Y lo mismo
pasa, ante una valoración de la capacidad de juicio del evaluador. Clásicamente, si un evaluador no es
óptimo, y él ha cali…cado la capacidad de alguien respecto de algo, como 7, entonces, si este 7, se multiplica
por un coe…ciente (la ponderación asignada al evaluador, al dudarse de su óptima capacidad evaluadora), la
nota del enjuiciado se reduce, de modo que el 7 ya no es un 7. Sin embargo, con los cuasi-números borrosos, el
7 seguirá siendo un 7, sólo que un 7 «menos» 7.

«Al hombre que hace todo lo que puede, no podemos decirle que no hace lo que debe.»
—Antonio de Guevara <Epístolas familiares>

No obstante lo dicho en esta sección, estas cuestiones se despliegan en caminos paralelos a por donde
discurren las páginas de nuestra Tesis.

«Llevo usando el sistema de puntuación de 1 a 10 desde hará unos quince años, pero hasta época muy
reciente no me di cuenta de un hecho muy signi…cativo, y es que no todo el mundo tiene una escala de 1
a 10. Hace algunos inviernos alquilé un apartamento en Park City (Utah), para ir a esquiar con mis tres
hijos Julia, Dwight y John. Al cabo de un par de días en Park City nos pusimos a debatir si, para cambiar,
debíamos ir a la estación de esquí de Snowbird, al otro lado de la montaña. No había manera de decidirlo,
conque por último le pregunté a John, el benjamín:
—En una escala de uno a diez, ¿qué te parecería ir a Snowbird?
—Un siete —dijo él, lo que no me sacaba en absoluto del apuro, pero entonces el chico agregó una cosa muy
profunda:
—Recuerda que en mi escala no hay ochos ni nueves ni diez —dijo.
Era verdad. John es un muchacho muy tranquilo y jamás se entusiasma demasiado por nada, aunque, por
otra parte, tampoco suele deprimirse. Un verano me lo llevé a Europa para practicar el alpinismo, y él escaló
la cima del Matterhorn, hazaña increíble teniendo en cuenta que su experiencia montañera se había limitado
a dos cimas hasta entonces, y ninguna con escalada en roca. Cuando nos reunimos en la cota de cuatro mil
metros, lo abracé diciendo:
—¡No puedo creer que lo hayas conseguido!
Él, con su tranquilidad acostumbrada, contestó:
—¿Cómo? ¿No era eso lo que debía hacer?
En efecto, él no tiene ochos ni nueves ni dieces en su escala, pero tampoco unos ni doses ni treses. Su escala
va del 4 al 7. En cambio, mi otro hijo, Dwight, el primogénito, usa una escala que comprende sólo el 1, 2,
3, 8, 9 y 10; las cosas, o le gustan mucho o las aborrece a fondo.»
—Roger Dawson [43] (pp. 154-155, de la edición española)

4.5 La incertidumbre incierta

«Dudemos incluso de la duda.»
—Anatole France

La aproximación clásica a los conjuntos borrosos fuerza a los que la usamos a adoptar un procedimiento
para determinar las funciones de pertenencia: métodos manuales, o métodos automáticos en los que se utilizan
principalmente Redes de Neuronas Arti…ciales, Algoritmos Genéticos, Prototipos Deformables, Búsqueda de
Gradiente o Razonamiento Inductivo —cfr. §4.10.

Obviamente, asignar números adecuados a las distintas facetas de un problema es extremadamente arduo.
Además, muchas veces ocurre que los expertos encarados con la resolución de un mismo problema no llegan a
un consenso sobre cuáles deben ser esos valores apropiados. Existen ciertas aproximaciones a este modelo de
múltiples expertos —cfr. Klir y Yuan [46].

No obstante, tal cantidad de esfuerzo para proporcionar sólamente una de…nición nítida de una función
que será interpretada como un conjunto borroso, es cuanto menos algo «sospechosa». Una de las primeras
críticas de la lógica borrosa es Susan Haack [427, 428, 429]. Una de sus críticas se orienta precisamente hacia
esa precisión en la lógica borrosa: «en vez de modelar la forma en que la gente habla y piensa acerca de la
vaguedad, la lógica borrosa fuerza a una cuanti…cación sin garantías de la vaguedad». En de…nitiva, que la
lógica borrosa no elimina la precisión, sólo retrasa su introducción —cfr. Haack [428] (§9.4); Haack [429];
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Grunfeld [430]—. No obstante, Zadeh ya apuntaba algo similar acerca de la precisión, aportando dos posibles
soluciones: los conjuntos borrosos de tipo 2 —cfr. Def. 27— y los conjuntos borrosos de nivel 2—cfr. Def. 29.

«No hay razón para no tener conjuntos borrosos borrosos borrosos, conjuntos L1 -borrosos L2 -borrosos, etc.
De hecho, no hay un …nal para los grados posibles de borrosi…cado.»
—J. A. Goguen [405] (p. 157)

Pero hay autores que discrepan de que esto realmente consiga un tratamiento cualitativo. Por poner un
ejemplo, citemos a Blas Lara, quien argumenta que aunque mediante el uso de variables lingüísticas se relaje
la hipótesis cuantitativa, al …nal se acaba aritmetizando —aunque quizás pudiera mejor decirse que se meta-
aritmetiza.

«La liberación de la medida no está aún conseguida: el gran salto metodológico queda por dar.»
—Blas Lara [351] (p. 285)

La incertidumbre a la que se alude en esta sección se re…ere a la imposibilidad de no poder conocer de una
manera precisa, numérica, los datos.

4.5.1 Subconjuntos borrosos de tipo n o de nivel n

«En realidad, sostenemos que el éxito de la lógica borrosa puede venir dado por los conjuntos borrosos de
tipo 2 y ser un hecho con la próxima generación de sistemas borrosos de tipo 2.»
—Robert I. John [431] (p. 241)

Los conjuntos borrosos de tipo n fueron propuestos por Zadeh [432] (I), e investigados inicialmente por
Mizumoto y Tanaka [433, 434].

Comencemos por los subconjuntos nítidos de tipo 2.

De…nición 24 Sean U 6= ? un universo de discurso y A un subconjunto nítido de U. Se dice que A es un
subconjunto (nítido) de tipo 2 de U, si el rango de su función indicadora se extiende a P(f0; 1g), es decir
si se considera como tal la aplicación Â¤A : U ! P(f0; 1g).

En la tabla (4.2) se presenta una interpretación plausible de los cuatro supervalores posibles de Â¤A para
cualquier elemento x de A —cfr. Sobrino [435, 436].

Interpretación de la función indicadora de un subconjunto nítido de tipo 2
Â¤A(x) = ? ´ «la pertenencia de x a A no está de…nida»
Â¤A(x) 2 ff0g; f1gg ´ «la pertenencia de x a A está de…nida y es nítida»
Â¤A(x) = f0; 1g ´ «la pertenencia de x a A está de…nida, pero es indeterminada»

Tabla 4.2: Interpretación de la función de pertenencia de un conjunto nítido de tipo 2

Ejemplo 25 Un intervalo de tipo 2, de números reales, está caracterizado por ser sus extremos también in-
tervalos de números reales, es decir, si por ejemplo es cerrado, entonces, es de la forma A = [[a00; a01]; [a10; a11]].
Su función característica es:

Â¤A(x) =

8<: f0g si x 2 (Ã; a00) [ (a11;!)
f0; 1g si x 2 [a00; a01] [ [a10; a11]
f1g si x 2 (a01; a10)

Si en la de…nición (24) se cambia P(f0; 1g) por F([0; 1]), estaríamos de…niendo un subconjunto borroso
de tipo 2.

«Los conjuntos borrosos de tipo 2 son conjuntos borrosos cuyos grados de pertenencia son, a su vez, borrosos.
El hecho de que en la práctica sea imposible obtener de manera precisa los grados de pertenencia, los hace
intuitivamente atractivos.»
—Didier Dubois y Henri Prade [437]



70 Capítulo 4. Idas y venidas entre lo nítido y lo borroso

La de…nición que proporciona Zadeh [432] (I), es:

De…nición 26 Un conjunto borroso es de tipo n (n = 2; 3; :::), si el rango de su función de pertenencia es
un subconjunto de la clase de los conjuntos borrosos de tipo n¡ 1. La función de pertenencia de un conjunto
borroso de tipo 1 se valora en el intervalo [0; 1].

Por ejemplo, Mizumoto y Tanaka [434] (p. 278) de…nen un subconjunto borroso de tipo 2 de la siguiente
manera:

De…nición 27 Un subconjunto borroso A de tipo 2 de un universo no vacío de discurso U, se caracteriza
por una función borrosa de pertenencia ¹A : U ! [0; 1][0;1]. Los valores ¹A(x) 2 F([0; 1]) se denominan grados
borrosos, y se representan como:

¹A(x) =

Z
f(u)Áu; u 2 [0; 1]

donde f : [0; 1]! [0; 1] es la función de pertenencia para el grado borroso ¹A(x).

Más información sobre conjuntos borrosos de tipo 2, lógica borrosa de tipo 2, relaciones borrosas de tipo
2, así como de diversas aplicaciones, puede encontrarse, por ejemplo, en los artículos de Karnik, Mendel y
Liang [438], John [439] y John, Innocent y Barnes [440].

Supongamos ahora que los elementos del universo de discurso no pueden especi…carse precisamente, sino
tan solo aproximadamente, por ejemplo mediante conjuntos borrosos que expresen proposiciones de la forma:
«x está cerca de r». Llegaremos al concepto de conjunto borroso de nivel n —cfr. Zadeh [441] y Gottwald
[442], que estudia sus propiedades.

De…nición 28 Supongamos que los elementos de un universo de discurso U son conjuntos borrosos, o sea, que
existe un universo primitivo de discurso X tal que U = F(X ). En tal caso se dice que los subconjuntos borrosos
de U son subconjuntos borrosos de nivel 2 de X .

De…nición 29 Se dice que A es un subconjunto borroso de nivel n de un universo no vacío de discurso
U, si el dominio de su función de pertenencia es un subconjunto de la clase de los conjuntos borrosos de nivel
n¡ 1 de U. Un conjunto borroso de nivel 1 es un conjunto borroso ordinario.

Por ejemplo, la función de pertenencia de un subconjunto borroso de nivel 2 responde al formato:

A : F(U)! [0; 1] (4.45)

Pueden mezclarse ambas nociones: tipo 2 y nivel 2. La función de pertenencia de un subconjunto borroso
de tipo 2 y nivel 2 es de la forma:

A : F(U) ¡! F([0; 1]) (4.46)

4.5.2 Subconjuntos ©-borrosos

Un caso particular de conjunto borroso de tipo 2 —cfr. Def. 27— se tiene cuando los grados borrosos son
intervalos, que por su interés consideramos convexos en un retículo vectorial (V;¹). Esto generalizaría los
conjuntos L-borrosos (con valoración en un retículo). La generalización de los conjuntos borrosos clásicos (con
valoración en [0; 1]) se produce considerando funciones de pertenencia con origen en un universo de discurso no
vacío U , e imagen en I[0; 1], el conjunto de intervalos (convexos) del retículo vectorial ([0; 1];·).
Estos conjuntos aparecen en las publicaciones de 1975 de Sambuc [443] y de Zadeh [432] (I). Posteriormente,

entre otros, los estudian Claude Ponsard [444] y Marian Gorza÷czany, con trabajos sobre inferencia en
razonamiento aproximado [445, 446] y sobre controladores basados en conjuntos ©-borrosos [447], y sobre toma
de decisiones, junto a Andrzej Dziech [448].

Puede verse también el libro de Arnold Kaufmann y Jaime Gil Aluja [412], así como los de George J.
Klir y Bo Yuan [46] y Witold Pedrycz [449], por citar algunos.
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De…nición 30 Sea U un universo de discurso no vacío. Un subconjunto ©-borroso (o subconjunto borroso
con intervalos como valores) A de U se de…ne como A : U ! I[0; 1], siendo para todo u 2 U:

A(u) = hA(u); A(u)i (4.47)

un intervalo de…nido por dos funciones de pertenencia, una inferior y la otra superior, es decir, tales que
8u 2 U : A(u) · A(u).
Si para todo u 2 U : A(u) = 1, diremos de A que es un conjunto ©1-borroso. Denotaremos por F©(U)

(resp., F©1(U)) la colección de todos los subconjuntos ©-borrosos (resp., ©1-borrosos) de U .

4.5.3 Subconjuntos borrosos no estándares

Una primera generalización del concepto de subconjunto borroso consiste en sustituir el intervalo [0; 1].

De…nición 31 Un conjunto L-borroso —cfr. Goguen [405]— se caracteriza porque su función de pertenencia
es del tipo A : U ¡! L, donde (L;·) es un conjunto parcialmente ordenado.
En realidad, L puede ser un semigrupo, un conjunto parcialmente ordenado, un retículo o un ¾-anillo de

Boole —cfr. Goguen [405] (p. 149)—. Sin embargo, la categoría más apropiada de propósito general es la
estructura de retículo completo —cfr. Goguen [405] (§2 y §3).

Sean U un universo de discurso no vacío y P una propiedad. Sean A+ el conjunto de referentes que se sabe
que veri…can P , y A¡ el de aquellos referentes que se sabe que no veri…can P . Como pueden existir referentes
que no seamos capaces de clasi…car, entonces A+ [ A¡ 6= U , aunque A+ \ A¡ = ?. El conjunto de todos los
objetos que veri…can P , se aproxima inferiormente por A+ y superiormente por U ¡ A¡, que notaremos A+.
La diferencia A+¡A+ comprende aquellos objetos para los que no sabemos si satisfacen P o no. Obviamente,
en caso de disponer de información completa con respecto a (U ; P ), se tiene A+ = A+.
Entre los conjuntos borrosos no estándares que caen bajo este enfoque se encuentran:

² los «‡ou sets» de Gentilhomme [450]: un par anidado de conjuntos nítidos I (interior) y C (closure),
tal que I µ C, donde I se interpreta como el conjunto de elementos «centrales» y C \ ¹I (boundary)
es el conjunto de elementos «periféricos». Los términos «interior», «cierre» y «frontera» no deben
interpretarse en el sentido topológico clásico.

² los conjuntos ©-borrosos —cfr. §4.5.2.
² los conjuntos sub-de…nitivos de Narin’yani [451], representados por la cuaterna (A+; A¡;m;m), donde
m · jU ¡A¡j y jA+j · m son, respectivamente, una cota superior e inferior del número de objetos que
veri…can la propiedad P en U .

² los conjuntos rough de Zdis÷aw Pawlak [452, 453, 454, 455], para los que A+ y A+ provienen de una
relación de equivalencia en el universo de discurso.

² los conjuntos borrosos intuicionistas de Krassimir T. Atanassov [456, 457, 458, 459]. Además de
introducir vaguedad en la pertenencia a un conjunto, se introduce de manera explícita también en la
no pertenencia. En un anexo a este capítulo, el lector puede encontrar una anticipación de algunas
investigaciones nuestras con respecto a estos conjuntos —cfr. §4.11.

² las combinaciones fuzzy rough sets y rough fuzzy sets —cfr. Pawlak [460], Dubois y Prade
[461, 462]; Klir y Yuan [46] (apéndice C).

² los conjuntos doblemente borrosos (twofold fuzzy sets) de Dubois y Prade [463]: «un conjunto
doblemente borroso es un par (A+; A+), donde A+ representa el conjunto de objetos que más o menos
necesariamente (o ciertamente) satisfacen la propiedad P característica de A, mientras que A+ representa
el conjunto de objetos que más o menos posiblemente veri…can P». En general, los conjuntos A+ y A+

no son nítidos, son conjuntos borrosos de…nidos a partir de medidas de evidencia. Esto diferencia un
conjunto doblemente borroso de los conjuntos sub-de…nitivos de Narin’yani y de los conjuntos rough
de Pawlak, para los que A+ y A+ son nítidos. Los conjuntos doblemente borrosos extienden a los ‡ou
sets de Gentilhomme, tomando A+ como I, y A+ como C, y exigiendo que I µ coreC. Un intervalo
de números reales acotado por números borrosos (e3;e7) puede verse como un caso particular de conjunto
doblemente borroso, aunque también puede verse como un caso particular de conjunto ©-borroso —cfr.
supra y §13.3.4—. Se podría decir que un conjunto doblemente borroso modela un conjunto con una
frontera borrosa —cfr. Dubois y Prade [463] (p. 10).
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Aunque formalmente, un conjunto rough puede verse como un caso particular de conjunto doblemente borro-
so, sus interpretaciones son muy diferentes: «un conjunto rough es tal que sus elementos están individualmente
identi…cados, pero es difícil de caracterizar perfectamente en términos de atributos, mientras que un conjunto
doblemente borroso es perfectamente caracterizable en términos de atributos, pero no está bien delimitado
en términos de sus elementos» —cfr. Dubois y Prade [463] (p. 7)—. Por otro lado, aunque formalmente
un conjunto doblemente borroso pueda verse como un conjunto ©-borroso, sus interpretaciones también son
muy diferentes —cfr. Dubois y Prade [463] (p. 17): el par de medidas de…nitorias de la pertenencia en un
conjunto doblemente borroso estiman la incertidumbre de los sucesos alternativos: el elemento pertenece o no
pertenece —está más relacionado con las lagunas y excesos de conocimiento, los gaps y gluts (cfr. §4.2)—; sin
embargo, en un conjunto ©-borroso, el intervalo expresa que el grado preciso de pertenencia (no ya el suceso de
que un elemento pertenezca) es desconocido (esto se relaciona con la hipótesis de vaguedad como ignorancia),
o dependiente del observador, mas en todo caso se trata de una cuestión de grado y no de bivalencia (que
podríamos decir «metagraduada») como en el caso de un conjunto doblemente borroso.

Otros conjuntos borrosos no estándares son los subconjuntos aleatorios borrosos, estudiados por Kaoru
Hirota [464, 465] y por Robert L. Féron [466, 467]. Pueden consultarse, por su interés los trabajos de Ernest
Czoga÷a et alii en la Teoría de Control, con la publicación en 1988 de la de…nición de controlador probabilístico
borroso como una generalización del concepto de controlador borroso [468, 469, 470, 471, 472].

4.5.4 Singularidades Cantorianas

No pensamos, ni mucho menos, que los conjuntos borrosos sean la herramienta conceptual del futuro. Sería
presuponer, en gran medida, la misma uniformidad impuesta por los conjuntos nítidos, aunque desde un grado
más alto de abstración y con una mayor libertad en la descripción. Cada descubrimiento tiene su lugar y su razón
de ser: a nadie se le ocurre aplicar mecánica cuántica en el ámbito macrofísico (principio de correspondencia,
enunciado por Niels Bohr).

Existen muchas propuestas alternativas a las teorías estándares de conjuntos como la de Ernst Friedrich
Ferdinand Zermelo y Adolf Abraham Halevi Fraenkel, o la de de JohnVon Neumann, Paul Isaac Bernays
y Kurt Gödel, y al tratamiento de Cantor [473].

Los espacios métricos probabilísticos (probabilistic metric spaces) —cfr. Menger [474, 475]; Schweiz-
er y Sklar [476, 477]—, el análisis no estándar de Abraham Robinson [478], los semiconjuntos de
Vop¼enka y Hájek [479], los conjuntos internos (internal set theory) de Edward Nelson [480], los con-
juntos alternativos (alternative set theory) de Vop¼enka [481], los qua-conjuntos (quaset theory) de M. L.
Dalla Chiara y G. Toraldo di Francia [482] o los quasi-conjuntos de Décio Krause [483], los conjun-
tos acotados (bounded set theory) de Kanovei y Reeken [484], y tantas propuestas de teorías unusuales de
conjuntos, recogidas por ejemplo en el libro de Peter Aczel [485].

No …gura entre los …nes de nuestra Tesis tratar sobre ellas17. Por cierto que, la teoría de los conjuntos

17Por decir algo de algunas, lo diremos de cuatro. Comenzamos por la teoría de haces (Sheaf Theory). Una muy buena
exposición de su historia se debe a Christian Houzel [486], de la cual extraemos el siguiente resumen. En ella se pueden encontrar
multitud de referencias a los trabajos de los autores citados. La teoría de haces la introdujo Jean Leray inmediatamente después
de la segunda guerra mundial, como continuación de su trabajo mientras estuvo prisionero en Austria. Leray de…nió los grupos
de cohomología para aplicaciones continuas, y los relacionó con la cohomología del espacio fuente a través del concepto de sucesión
espectral que él mismo introdujo. Henri Paul Cartan formuló de nuevo la teoría de haces en sus seminarios —por ejemplo,
en el de 1950-51: [487]— y, junto a Jean-Pierre Serre, la aplicó con un rotundo éxito en la teoría de espacios analíticos. A
continuación, Serre extendió estos métodos a la geometría algebraica, siendo más profundamente desarrollados y generalizados
por Grothendieck. Sato aplicó los métodos de Grothendieck a los D-módulos, creando el análisis microlocal.
La categoría o topología de Grothendieck ( Grothendieck Topoi) —cfr. v. gr. Grothendieck [488]—. La teoría de

topos tuvo dos comienzos. El primero se debe a Grothendieck [488] —cfr. v. gr. Grothendieck y Verdier [489]—, quien
hizo dos observaciones fundamentales para intentar extender conceptos como el de cohomología desde la topología algebraica a la
geometría algebraica sobre campos arbitrarios, incluso campos …nitos, y para obtener consecuencias en la teoría de números (en
concreto, las conjeturas de André Weil). La primera observación de Grothendieck fue que toda la información necesaria para
de…nir la cohomología de un espacio X está convenientemente contenida en la categoria Sh(X) de haces sobre X. La segunda
observación de Grothendieck fue que la teoría de haces, incluyendo las cohomologías, tiene sentido incluso si reemplazamos el
c.p.o de conjuntos abiertos de un espacio, con una categoría (pequeña), utilizando una apropiada noción de cubrimiento (cover ).
Proporcionó axiomas para lo noción de ser apropiado en este entorno, y tales conceptos de cubrimiento son ahora conocidas como
topologías de Grothendieck. Una categoría provista de una topología de Grothendieck se dice que es un lugar (site). Un
topos (de Grothendieck) es una categoría de todos los haces sobre algún lugar. El segundo comienzo fue obra de F. William
Lawvere [490, 491, 492] y Myles Tierney [493]. Aunque el concepto de topos fue presentado en los años 60, fueron ellos quienes
lo axiomatizaron —cfr. McLarty [494]—. Para que nos entendamos, un topos es una categoría con una estructura lógica,
lo su…cientemente rica como para que pueda ser desarrollada la mayoría de la matemática ordinaria. Es, además, un espacio
topológico generalizado, proporcionando así una conexión directa entre la lógica y la geometría.
El método «forcing», inventado por Paul Joseph Cohen [495] para demostrar la independencia de la hipótesis del continuo, y

utilizado para demostrar la independencia del axioma de elección y la hipótesis del continuo en el sistema axiomático de Zermelo-
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borrosos, también debería ser incluida aquí como singularidad cantoriana.

Dos conceptos inherentes a esta colección de propuestas son la variabilidad y la vaguedad. La variabilidad
en los conjuntos es consustancial a varias de ellas, por ejemplo a la teoría de haces, a las teoría de topos o al
«forcing» de Cohen. Lawvere expresa la esencia y la importancia de los conjuntos variables con las siguientes
palabras:

«Tradicionalmente, la teoría de conjuntos ha resaltado la constancia de los conjuntos, y tanto el análisis
no estándar de Robinson como el método forcing the Cohen suponen pasar de un sistema de conjuntos
supuestamente constantes a un nuevo sistema que sigue satisfaciendo los axiomas básicos para los conjuntos
constantes: no obstante, es chocante que ambos métodos pasen “incidentalmente” por sistemas de conjuntos
variables, y más aún, que la diferencia entre ambos resida en la diferencia entre dos modos fundamentales
de analizar la variabilidad.»
—F. W. Lawvere [492]

SegúnDrossos [503], las teorías actuales en análisis no estándar pueden categorizarse en teorías exten-
sionales y teorías intencionales. Las primeras —cfr. Albeverio, Fenstad, Joegh-Krohn y Lindstrom
[504]; Stroyan y Luxembourg [505]— se basan en ciertas extensiones «objetivas» de la teoría cantoriana
de conjuntos. Las segundas se basan en ciertas «intenciones» (con reminiscencias husserlianas) asociadas a las
propiedades perceptuales subjetivas de un «observador». No es necesaria ninguna extensión, lo que cambia
es el «punto de vista», se trabaja con la axiomática conjuntista de Zermelo-Fraenkel con el axioma de
elección, pero desde una perspectiva local (subjetiva) y no cantoriana. Fundamentalmente, la vía intencional
coincide esencialmente con los conjuntos internos de Nelson [480], convenientemente entremezclada con los
conjuntos alternativos de Vop¼enka [481].

Los conjuntos alternativos de Vop¼enka tienen sus orígenes en los semi-conjuntos —cfr. Vop¼enka y
Hájek [479]—. Éstos forman una superclase de la de los conjuntos borrosos —cfr. Zadeh [381]—. Comparten
con ellos la idea de frontera borrosa, pero a diferencia de los conjuntos borrosos, los semi-conjuntos pueden
de…nirse a partir de propiedades vagas, sin utilizar funciones explícitas de pertenencia. No hay grados inter-
medios de pertenencia a un semiconjunto —lo neblinoso (haziness) consiste en que violan diferentes principios
de la teoría clásica de conjuntos; por poner un ejemplo, el principio de inducción matemática. En la práctica
no se trabaja directamente con semi-conjuntos, sino con aproximantes borrosas de ellos. En 1992, aparece
The Alternative Mathematical Model of Linguistic, Semantics and Pragmatics, de Vilem Novak [506], donde
caracteriza la relación entre semi-conjuntos y conjuntos borrosos.

Si observamos con atención la siguiente cita de Vop¼enka —cfr. Drossos [503] (p. 298)—, podremos
apreciar la similitud con la teoría de la verdad borrosa, iniciada por Goguen —cfr. §4.2:

«Si observamos un conjunto pero no somos capaces de identi…car (distinguir) sus elementos, porque están
más allá del horizonte de nuestra capacidad de observación, nos topamos con un fenómeno del continuo.
[...] los fenómenos del continuo se deben a la existencia de elementos indiscernibles en la clase observada.»
—Petr Vop¼enka [481]

4.6 Lógicas borrosas

«Cuando a…rmas, aun entonces interrogas.»
—Maurice Blanchot <La espera, el olvido>

De nuevo, 1937. Max Black consigue extender la lógica vaga a los conjuntos vagos. El nombre de lógica
vaga proviene de los trabajos de Bertrand Arthur William Russell sobre lógica multievaluada, a la que él
denominaba lógica vaga.

«Mientras que el matemático construye una teoría en términos de objetos “perfectos”, el cientí…co expe-
rimental observa los objetos que pueden poseer las propiedades demandadas por la teoría, y que según la

Fraenkel. Posteriormente, se han elaborado varias simpli…caciones del método, revelándose la relación de este método con los
modelos de valores booleanos y los modelos de (Saul) Kripke [496].
Los modelos de valores booleanos (Boolean-valued models) se caracterizan por tomar valores en un álgebra booleana com-

pleta. A partir de una observación de Robert M. Solovay de que la relación forcing de Cohen puede verse como un procedimiento
de asignar valores booleanos a fórmulas, Dana S. Scott formuló su versión de los modelos de valores booleanos —cfr. Scott
[497]—. Petr Vop¼enka desarrolló una teoría del método forcing de Cohen usando conjuntos abiertos de un espacio topológico
como condiciones forcing —cfr. Vop¼enka [498, 499, 500]; Vop¼enka y Hájek [501]—, llegando a una versión con valores booleanos
del forcing más o menos idéntica a la versión de Scott y Solovay —cfr. Vop¼enka [502].
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naturaleza de la medida, puede que sean sólo aproximadamente ciertas. La deducción matemática, interpre-
tada rigurosamente, no es de utilidad para el físico. Es necesario saber que su validez no se ve alterada si
la premisa y la conclusión sólo son “aproximadamente verdaderas”. [...] Decir que todo el lenguaje (sim-
bólico o del pensamiento) es vago, es un método muy recurrido para evitar los problemas, aunque esta falta
de análisis tiene la desventaja de hacer caer, incluso a los más eminentes pensadores, en el absurdo. No
asumiremos esas “leyes” de la lógica o de la matemática que prescriben modos de existencia a los que el
discurso inteligible debe adecuarse necesariamente. Se sostendrá, por el contrario, que todas las desviaciones
de los estándares de precisión de la lógica o de las matemáticas se extienden o están presentes en el juego
simbólico; o sea, que las cali…camos de aberraciones subjetivas que producen un abismo infranqueable entre
las leyes formales y la experiencia, dejando la utilidad de las ciencias formales como un misterio sin re-
solver.»
—Max Black [334].

La teoría estándar de conjuntos borrosos que hemos visto antes, es sólo una entre una gran variedad de
teorías de conjuntos borrosos —que di…eren entre sí según las operaciones conjuntistas que utilizan—. Para
cada lógica in…nitamente valorada (diferentes según las primitivas que las de…nan) es posible derivar una teoría
de conjuntos borrosos isomorfa a ella. Por ejemplo, la lógica estándar de ×ukasiewicz L1 es isomorfa a la
teoría estándar de conjuntos borrosos. El isomor…smo es interpretativo al igual que el correspondiente a la
lógica bivalente y la teoría de conjuntos nítidos: un valor de pertenencia A(x) 2 [0; 1] (ámbito de los conjuntos)
se interpreta como el valor (grado) de verdad A(x) 2 [0; 1] (ámbito lógico) de la proposición «x es un elemento
de A».

Se hallan intuiciones y detalles sobre lógicas borrosas, en algunos artículos de Zadeh [381] (1965) y [404]
(1973), en trabajos de Mandani [507], Assilian [508], y Menges y Skala [382], todos ellos en 1974. Pero
quizás el primer tratamiento formal completo pueda considerarse el realizado por Bellman y Zadeh [383]
(1976).

Para construir una lógica borrosa, lo primero es elegir una lógica base, como por ejemplo la lógica estándar
de ×ukasiewicz L1. En este caso, los valores de verdad de la lógica borrosa serán subconjuntos borrosos de
[0; 1]. Es decir, a diferencia de la lógica clásica, donde el valor de verdad de una proposición es verdadero o
falso, en la lógica borrosa, el valor de verdad de una proposición es una cuestión de grado. La forma típica de
una proposición borrosa es:

p : U es B (4.48)

donde U es una variable que toma valores u en un universo de discurso no vacío U , y B es un subconjunto
borroso de U . El grado de verdad de p es:

V (p) =

Z
u2U

B(u) (4.49)

Cierta terminología que nos será de utilidad más adelante es la siguiente.

De…nición 32 Una negación es cualquier aplicación decreciente N : [0; 1]! [0; 1] coincidente con la negación
bivalente en f0; 1g, o sea, tal que N (0) = 1 y N (1) = 0. Se dice que una negación N es estricta si es estric-
tamente decreciente, continua si lo es, e involutiva si 8x 2 [0; 1];N (N (x)) = x. Toda negación involutiva es
estricta y continua, por ejemplo, la negación estándar Ns de…nida 8x 2 [0; 1], mediante Ns(x) = 1¡ x.

De…nición 33 Una conjunción es cualquier aplicación creciente C : [0; 1]2 ! [0; 1], cuya restricción a f0; 1g2
es la conjunción clásica bivalente, o sea, tal que C(1; 1) = 1 y C(x; y) = 0, si (x; y) 2 f0; 1g2nf(1; 1)g. Una
disyunción es cualquier aplicación creciente D : [0; 1]2 ! [0; 1], cuya restricción a f0; 1g2 es la disyunción
booleana, i.e. tal que D(0; 0) = 0 y D(x; y) = 1, si (x; y) 2 f0; 1g2nf(0; 0)g.

De…nición 34 Una conjunción C (resp., una disyunción D) se dice que es una semi-norma (resp., una
semi-conorma) si 8x 2 [0; 1]; C(x; 1) = C(1; x) = x (resp., 8x 2 [0; 1];D(x; 0) = D(0; x) = x). De una
semi-norma C, se dice que es una norma triangular, o t-norma (t de triangular, por su relación con la
desigualdad triangular en los espacios métricos probabilísticos) —cfr. Schweizer y Sklar [476, 509, 477]—,
si es asociativa: C(C(x; y); z) = C(x; C(y; z)) y conmutativa: C(x; y) = C(y; x). De manera similar, una semi-
conorma D se dice que es una conorma triangular (t-conorma); si es asociativa y conmutativa. Que sepamos,
no hay una notación normalizada para las t-normas y las t-conormas. Nosotros usaremos T para las t-normas
y TC para las t-conorms.
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Frecuentemente interesan otras propiedades. Para las t-normas, la subidempotencia (T (x; x) < x), para
las t-conormas, la superidempotencia (TC(x; x) > x), y para ambas, su continuidad y el crecimiento
estricto en ambos argumentos (x < x0; y < y0 =) S(x; y) < S(x0; y0)) (S siendo una t-norma o una t-conorma).
Una t-norma (resp., t-conorma) continua subidempotente (resp., superidempotente) se dice arquimediana.

Puede demostrarse —cfr. Klir y Yuan [46] (Teors. 3.9 y 3.14)— que la t-norma mínimo ^ (la intersección
borrosa estándar) y la t-conorma máximo _ (la unión borrosa estándar) son las únicas t-norma y t-conorma,
respectivamente, que son idempotentes.

Proposición 35 Si T es una t-norma, entonces, para todo x; y 2 [0; 1]:
x \¢ y · T (x; y) · x ^ y (4.50)

De…nición 36 Dada una t-norma T , se de…ne la T -intersección o intersección triangular de A y B, para
todo x 2 U, mediante:

A \T B = T (A(x); B(x)) (4.51)

Generalmente, se acepta como de…nición de intersección entre conjuntos borrosos, la intersección triangular.

El resultado numérico de la intersección triangular A \T B (Ec. 4.51), puede interpretarse como un grado
de similitud entre los conjuntos borrosos A y B. Debido a ello, tiene sentido la siguiente de…nición.

De…nición 37 Dada una t-norma T en [0; 1], se de…ne el índice triangular de disimilitud (asociado a T )
como la función dT : [0; 1]£ [0; 1]! [0; 1]:

dT (x; y) = 1¡ T (x; y) (4.52)

Una t-conorma puede verse como el resultado de aplicar el operador de dualidad a una t-norma:

TC(x; y) = D(T )(x; y)
= 1¡ T (1¡ x; 1¡ y)

Las de…niciones de algunas t-normas y t-conormas frecuentemente utilizadas aparecen en las Tablas 4.3 y
4.4, respectivamente.

Ejemplos de normas triangulares
mínimo: x ^ y = minfx; yg

producto algebraico (t-norma probabilística): x ¢ y = xy
producto acotado (×ukasiewicz): x¯ y = maxf0; x+ y ¡ 1g
producto drástico (t-norma débil): x \¢ y =

½
minfx; yg if maxfx; yg = 1
0 if x; y < 1

Dombi [510]:
µ
1 +

³¡
1
x ¡ 1

¢°
+
³
1
y ¡ 1

´°´ 1
°

¶¡1
, ° > 0

Dubois-Prade [437]: x ^DP y = xy
maxfx;y;°g , ° 2 [0; 1].

Frank [511]: log°

·
1 +

(°x ¡ 1) (°y ¡ 1)
° ¡ 1

¸
, ° > 0, ° 6= 1

Hamacher [512]: x ^H y = xy
°+(1¡°)(x+y¡xy) , ° ¸ 0.

Schweizer-Sklar(1) [509]: (max f0; x° + y° ¡ 1g) 1° , ° 6= 0
Schweizer-Sklar(2): 1¡ [(1¡ x)° + (1¡ y)° ¡ (1¡ x)°(1¡ y)°] 1° , ° > 0
Schweizer-Sklar(3): exp

³
¡ (jlnxj° + jln yj°) 1°

´
, ° > 0

Schweizer-Sklar(4): xy

(x°+y°¡x°y°)
1
°
, ° > 0

Weber [513]: max
n
0; x+y+°xy¡11+°

o
, ° > ¡1

Yager [514]: 1¡minf1; ((1¡ x)° + (1¡ y)°) 1° g for a ¸ 1
Yu [515]: max f0; (1 + °)(x+ y ¡ 1)¡ °xyg, ° > ¡1

Tabla 4.3: Ejemplos de normas triangulares empleadas con frecuencia.
—Fuente: Elaboración propia.
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ejemplos de conormas triangulares
máximo: x _ y = maxfx; yg

suma algebraica: x+̂y = x+ y ¡ xy
suma acotada: x© y = minf1; x+ yg
suma drástica: x [¢ y =

½
maxfx; yg if minfx; yg = 0
1 if x; y > 0

suma disjunta (diferencia simétrica): x¢y = maxfminfx; 1¡ yg;minf1¡ x; ygg
Dombi [510]:

µ
1 +

³¡
1
x ¡ 1

¢°
+
³
1
y ¡ 1

´°´¡ 1
°

¶¡1
, ° > 0

Dubois-Prade [437]: 1¡ (1¡x)(1¡y)
maxf(1¡x);(1¡y);°g , ° 2 [0; 1].

Frank [511]: 1¡ log°
"
1 +

¡
°1¡x ¡ 1¢ ¡°1¡y ¡ 1¢

° ¡ 1

#
, ° > 0, ° 6= 1

Hamacher [512]:
x+ y + (° ¡ 2)xy
° + (° ¡ 1)xy , ° > 0

Schweizer-Sklar(1) [509]: 1¡ (max f0; (1¡ x)° + (1¡ y)° ¡ 1g) 1° , ° 6= 0
Schweizer-Sklar(2): (x° + y° ¡ x°y°) 1° , ° > 0
Schweizer-Sklar(3): 1¡ exp

³
¡ (jln(1¡ x)j° + jln(1¡ y)j°) 1°

´
, ° > 0

Schweizer-Sklar(4): 1¡ (1¡x)(1¡y)
((1¡x)°+(1¡y)°¡(1¡x)°(1¡y)°)

1
°
, ° > 0

Weber [513]: min
n
1; x+ y ¡ °

1¡°xy
o
, ° > ¡1

Yager [514]: min
n
1; (x° + y°)

1
°

o
; ° > 0

Yu [515]: min f1; x+ y + °xyg, ° > ¡1
Tabla 4.4: Ejemplos de conormas triangulares empleadas con frecuencia.

—Fuente: Elaboración propia.

4.7 Trabajando con palabras: valores lingüísticos

[...] el signi…cado de la oración borrosa “Juan es alto” es: que la información especí…ca con respecto a dicha
frase (o sea, información acerca de quién es Juan más información que explique el signi…cado de “alto”),
conjuntamente con mi estado de creencia con respecto al mundo (en concreto, con respecto a la posibilidad
relativa de diferentes estados del mundo –siendo en este ejemplo relevante la altura de Juan en esos distintos
posibles estados), me permitirá decidir si a…rmo (y cuán satisfecho estoy) que “Juan es alto”.»
—Robin Giles [516] (p. 302)

4.7.1 Variables lingüísticas

Sea U un universo de discurso no vacío y E 2 P(U). Una variable lingüística18 cuyos valores son palabras
o frases —cfr. Zadeh [404, 432]— se de…ne mediante una cuaterna —cfr. Driankov, Hellendoorn y
Reinfrank [517]; Nakoula, Galichet y Foulloy [518] (p. 282):

hxnombre ;L(E); E;Mi (4.53)

donde:

² xnombre es el nombre de la variable lingüística, por ejemplo destreza en el desempeño de una tarea,
aprendizaje de un concepto, dolor, molestia por exposición al ruido, reutilización de una componente,
probabilidad, etc.;

² L(E) es el conjunto de términos o conjunto referencial de xnombre , esto es, el conjunto …nito de valores
lingüísticos que puede tomar xnombre , cuyos elementos denotaremos por eL, tales como, por ejemplo,
L(E) = fmuy baja, baja, media, alta, muy altag, en el caso de una probabilidad —cfr. Tabla 4.5;

18En opinión de Ellen Hisdal [311] (p. 349), deberíamos hablar de valores lingüísticos de variables en vez de variables
lingüísticas, en el sentido de que son los valores de la variable los que son lingüísticos, y no la variable en sí. Pero esto no es lo
usual. Como en el caso numérico: decir que x 2 R, no quiere decir que x sea un número, sino que puede instanciarse en uno, esto
es, los números son los valores que puede tomar x.
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² E es el universo de discurso local o dominio físico asociado a xnombre , por ejemplo, E = [35; 42] para
xnombre =temperatura;

² M es una función semántica que asocia un signi…cado borroso (resp., ©-borroso, L-borroso, de tipo n,
nivel n, etc.) a cada valor lingüístico eL 2 L(E), o sea, es una aplicación inyectiva de L(E) a F(E) (resp.,
F©(E), etc.).

Abreviamos ¹M(eL) mediante ¹eL —cfr. Driankov et alii [517]—, y como identi…camos un conjunto
borroso con su función de pertenencia —cfr. pág. 60 de esta Tesis—, notamos ¹eL simplemente por eL.
Por ejemplo, debido a sus fórmulas más simples y a su e…ciencia computacional, la de…nición de M(eL), esto
es, del signi…cado borroso de eL, como una función de pertenencia triangular o trapezoidal ha sido usada
extensivamente, especialmente en aplicaciones en tiempo real —cfr. Jang, Sun y Mizutani [416]; Driankov
et alii [517]— como es el caso de los controladores borrosos.

xnombre L(E)
destreza {torpemente, atolondradamente, con soltura, con pericia, con habilidad sorprendente}
concepto {no aprendido aún, casi aprendido, aprendido, más que aprendido, mucho más que aprendido}
molestia {ausente, suave, moderada, intensa, severa}
componente {adecuada, inadecuada}
puntuación {uno, dos, tres, cuatro, cinco, seis, siete}
probabilidad {muy baja, baja, media, alta, muy alta}

Tabla 4.5: Ejemplos de variables lingüísticas y conjuntos de términos asociados a ellas.
—Fuente: Elaboración propia.

4.7.2 Descripción lingüística de un valor nítido de la evidencia

Asociado a cada valor nítido e de E, consideramos D(e), un subconjunto lingüístico borroso (resp., ©-borroso,
L-borroso, de tipo n, nivel n, etc.) que asocia a cada término eL 2 L(E), el grado con el que eL describe e. Por
ello, D es una aplicación de E en el conjunto de subconjuntos lingüísticos borrosos F(L(E)) (resp., F©(L(E)),
etc.), tal que, por ejemplo, en el caso de ser F(L(E)) —cfr. Nakoula et alii [518] (p. 284)—, la descripción
lingüística (o valor lingüístico) de e es:

D(e) =
X

eL2L(E)
¹D(e)(eL)ÁeL (4.54)

Para toda eL 2 L(E) y para todo e 2 E, el signi…cado borroso de eL y la descripción lingüística de e están
relacionados mediante —cfr. Nakoula et alii [518] (p. 284):

¹D(e)(eL) = eL(e) (4.55)

Por ejemplo, si suponemos que una prueba se ha cali…cado con puntuaciones cualesquiera de E = [0; 10],
y que L([0; 10]) = fmenor que la media, en la media, mayor que la mediag es una partición borrosa triangular
de E, de partición nítida inducida f[0; 2:5]; [2:5; 7:5]; [7:5; 10]g —cfr. Nota a pie de página no1 (pág. 402)—,
entonces, una descripción lingüística de la puntuación nítida e = 6, es:

D(6) =
X

eL2L([0;10])
¹D(6)(eL)ÁeL

= 0Ámenor que la media+ 0:8Áen la media+ 0:2Ámayor que la media

pues:

menor que la media(6) = 0

en la media(6) = 0:8

mayor que la media(6) = 0:2

Esto se conoce como una introducción de borrosidad lingüística en el valor numérico nítido e; se
trata de un caso particular de la introducción de borrosidad, propugnada por el Principio de Borrosi…cado
de Goguen —cfr. §4.4.4, y también §4.9, donde se extienden las operaciones habituales entre conjuntos a
conjuntos borrosos.
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4.7.3 Valoración nítida de una descripción lingüística de la evidencia

Son muchas las propuestas, desde las simples a las complejas. La eliminación de la borrosidad proporciona un
referente (o un valor de tal manera que elegiríamos el referente más próximo a tal valor). Por ejemplo, para
conjuntos borrosos unimodales, podríamos eliminar la borrosidad utilizando el valor modal:

be(A) = arg sup
u2U

A(u) (4.56)

En esto se basan los métodos del centro de masas, y del valor máximo medio.

Quizás los dos métodos más populares de eliminación de la borrosidad sean el método del centro del
área (CA) (también llamado del centro de gravedad o del centroide) y el método del valor máximo medio
(MM) —cfr. Lee [519]; Pedrycz [449]; Berenji [520]; Klir y Yuan (pp. 336ss.)

En el método del centro del área, el valor resultante es el centro de gravedad del conjunto —cfr. 16:

beCA(A) = P
u2U A(u)uP
u2U A(u)

(4.57)

Si beCA(A) no es igual a ningún referente, tomaríamos el valor más próximo a él.
Para el caso discreto, el método del valor máximo medio estima:

beMM(A) =

P
u2C u
jCj (4.58)

donde C es el conjunto nítido:

C = fu 2 U : A(u) = h(A)g (4.59)

que podríamos llamar conjunto cima de A, y jCj es su cardinal.
En líneas generales, el método del centro del área proporciona mejores resultados que el del valor máximo

medio —cfr. Braae y Rutherford [521]; Larkin [522]; Runkler y Glesner [523].

La literatura está poblada (y repoblada) de estrategias de eliminación de borrosidad. Por citar algunas
fuentes: Driankov, Hellendoorn y Reinfrank [517]; Filev y Yager [524, 525], y Yager y Filev [526],
quienes introducen varias familias de métodos; Zhao y Govind [527], quienes abordan la eliminación de la
borrosidad de los intervalos borrosos (casos particulares de conjuntos borrosos con núcleos continuos);Mabuchi
[528];Wu y Sung [529]; Song y Bortolan [530].

4.8 Incertidumbre, probabilidad y borrosidad

«Pensemos en el tigre y en las listas de color de su piel. Puedo soñar, imaginar, o ver un tigre listado,
pero ¿debe tener el tigre de mi experiencia un número concreto de listas? Si ver o imaginar es tener una
imagen mental, entonces la imagen del tigre —para obedecer a las reglas de las imágenes en general— debe
determinar un número determinado de listas y debe ser posible precisarlo con preguntas como ¿más de diez?,
¿menos de veinte? Sin embargo, si ver o imaginar tiene un carácter descriptivo, no es necesario que las
preguntas tengan una respuesta precisa. A diferencia de la instantánea del tigre, la descripción del mismo
no tiene ninguna necesidad de detenerse en el número de listas; es posible que la descripción se limite a
decir “numerosas listas”. Naturalmente, en el caso de que se vea realmente un tigre, muchas veces será
posible examinarlo detenidamente y contar las líneas de color; pero en ese caso se cuentan líneas reales, no
las franjas de una imagen mental.»
—Daniel Clement Dennett [531] (pp. 136-137), via Roberto Colom Marañón y Manuel De Juan
Espinosa [532] (p. 87)

Muchas son las medidas de la incertidumbre —en el sentido de una no-certeza graduada— que han sido
propuestas a lo largo de la historia —cfr. White [79] (§2.3.2).

Algunas involucran probabilidades de diversas clases, tanto objetivas (la probabilidad de frecuencia de Von
Mises [533], la probabilidad lógica de Carnap [534], o la probabilidad lógica clásica, en la que se asigna
la misma probabilidad a todos los estados), como subjetivas (la probabilidad subjetiva de Savage [535], la
de Marschak [536], la de Raiffa y Schlaiffer [537], o la probabilidad subjetiva de Luce en la elección
probabilitaria [538]).
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Otras no. Una medida subjetiva que no involucra probabilidades es el grado de sorpresa de Shackle
—cfr. supra pág. 4.1.

Otro punto de vista es el de las medidas objetivas subjetivamente derivadas. Good [539] opina que existen
medidas, tales como probabilidades objetivas, de naturaleza absoluta, con una interpretación en la realidad,
pero cuyos valores no se conocen con precisión, estando, por tanto, sujetas a evaluación subjetiva.

Muchos son también los nombres que se han empleado al hablar de medir la verdad proposicional: con…anza
—cfr. Reichenbach [540]—, credibilidad—cfr. Good [539]—, con…rmación—cfr. Carnap [534]; Tintner
[541]—, aceptación —cfr. Shackle [542]—, creencia—cfr. Good [539]—, además de probabilidad y grado
de sorpresa.

El grado de sorpresa de Shackle está muy cerca de lo borroso. No resulta difícil demostrar que la sorpresa
potencial es un concepto equivalente al de una medida de necesidad en la teoría de la posibilidad de Zadeh
—cfr. pág. 52 y §18.6—. De hecho, Shackle hacía referencia a grados de posibilidad, además de a los grados
de sorpresa potencial, pero no integró ambos conceptos en un cuerpo teórico común. Lot… Asker Zadeh, sin
embargo, sí lo hizo.

Didier Dubois y Henri Prade [165] opinan que podemos interpretar la borrosidad sin ayuda de la proba-
bilidad, por ejemplo, viendo las medidas de posibilidad como preferencias o similaridades. Por otro lado, y en
un nivel sintáctico, las funciones de densidad de probabilidad pueden considerarse como conjuntos borrosos,
justamente aquéllos cuya cardinalidad escalar19 es uno.

En palabras de William Stallings [543], Peter Cheeseman [544, 545] y tantos otros: la teoría de conjuntos
borrosos, nada nuevo. En palabras de Bart Kosko [164] (cali…cado por algunos de rebelde e irreverente incluso
dentro de la comunidad borrosa): el azar no existe; la probabilidad es un caso particular de borrosidad. Dubois
y Prade [165] de…enden el estudio de una probabilidad de eventos borrosos —cfr. §15.2.1—, caso de que no
se considere válido el principio de no contradicción, en contra de la postura radical de Kosko. En este estudio
de una probabilidad de sucesos borrosos, la opinión de Judea Pearl, es que la probabilidad y los conjuntos
borrosos son conceptos ortogonales:

«La lógica borrosa es ortogonal a la teoría de la probabilidad —se centra en las ambiguedades que surgen
a la hora de describir sucesos, mas que en la incertidumbre en relación a la ocurrencia o no ocurrencia de
eventos.»
—Judea Pearl [47] (p. 464)

Steven Nahmias, en su artículo de…nitorio de las variables borrosas [546] (p. 106) aporta un ejemplo donde
la diferencia entre el modelo borroso y el probabilístico es patente. Se re…ere a variables borrosas normales.
Cuando se suman variables aleatorias incorreladas, las varianzas son aditivas. Pues bien, cuando se suman
variables borrosas normales, las desviaciones, y no las varianzas, son aditivas. De hecho, él apunta que este
hecho puede servir para juzgar qué modelo es el más apropiado en un caso concreto, si el probabilístico o el
borroso.

Desde un punto de vista frecuentista, encontramos el teorema LB, YN-MU20 de Ellen Hisdal [353] (p.
343): «cuando una curva de pertenencia y una curva de verosimilitud han sido ambas deducidas bajo las
mismas condiciones reales de experimentación, sean condiciones exactas o no exactas estimadas por el sujeto en
conexión con su borrosidad de tipo21 #1a, entonces, la curva de pertenencia esperada es una versión rematada
(rounded-o¤) de la curva de verosimilitud. Más precisamente, es la convolución de la curva de verosimilitud
con la curva de error estimado.»

James Bezdek [547] propone que re‡exionemos sobre el siguiente ejemplo, ya clásico. Sea L el conjunto
nítido de todos los líquidos y sea LP el conjunto borroso de todos los líquidos potables. Supongamos que
estamos en mitad del desierto, sin nada que beber y tenemos una sed terrible: necesitamos beber. Nos dan
a elegir entre dos botellas B1 y B2, de las que únicamente nos informan que LP (B1) = 0:91 (el líquido que
contiene B1 pertenece a LP con un valor de 0:91) y que p(B2 2 LP ) = 0:91 (la probabilidad de que el líquido
que contiene B2 pertenezca a LP es de 0:91). ¿Qué botella elegimos?

19Cfr. Def. 15 (pág. 63).
20LB (labeling ): corresponde a situaciones en las que un objeto es descrito «tal como es», v. gr., «muy grande». YN (yes-

no) corresponde a situaciones en las que una persona responde con sí (Y) o no (N). MU (grade of membership) corresponde a
situaciones en las que se asigna un valor de grado de pertenencia. Nótese que esto ocurre muy difícilmente en la realidad —cfr.
Hisdal [353] (p. 334).
21 La borrosidad de tipo #1a —cfr. Hisdal [353] (p. 335)— hace referencia a que el sujeto es capaz de anticipar que en

observaciones bajo condiciones reales de experimentación habrá errores; es decir, aunque él disponga de un estimador, sabe que la
aplicación de éste en la realidad va acompañada, inevitablemente, de error, debido a la inevitable no exactitud de las condiciones
de experimentación en la vida real.



80 Capítulo 4. Idas y venidas entre lo nítido y lo borroso

La gran mayoría de la gente preferirá la botella B1. Argumentarán que B1 podría contener, por ejemplo,
agua de un río o de un pantano (se supone que no contaminada), pero en ningún caso otro tipo de líquidos
como pudiera ser ácido clorhídrico (siempre que no te quieran jugar una pésima pasada). Sin embargo, la
probabilidad no nos orienta sobre el grado de potabilidad del contenido de B2. Nos dice que de un número
muy grande de situaciones similares a ésta, se espera que el contenido de B2 sea potable un 91% de las veces,
no siéndolo un 9%; en otras palabras, el contenido de B2 es probable que sea mortal una de cada diez veces.

Claro que muchos se preguntarán si tiene algún sentido hablar de probabilidad en este ejemplo ¿Cuántas
veces se ha repetido este experimento para poder hablar de probabilidad? ¿A cuántos viajeros exhaustos y sin
nada que beber en mitad del desierto se les ha propuesto este dilema? Quienes se hacen estas preguntas, se
llaman frecuentistas.

Imaginemos …nalmente, que decidimos examinar los contenidos de ambas botellas. Después de hacerlo,
el valor de la función de pertenencia para la «botella borrosa» no cambia (en realidad, no puede cambiar,
siempre que no te intenten jugar una mala pasada), sin embargo, el valor de la probabilidad de la «botella
probabilística», seguro que cambia a uno o cero: una vez conocido el contenido, éste será o no será potable.

Un segundo ejemplo alude a la clásica paradoja de Russell (1901) —cfr. Mosterín [548] (pp. 152ss.)—
sobre aquél barbero que afeita únicamente a aquéllos que no se afeitan a sí mismos. ¿Quién afeita al barbero?
Gaines [549] apunta una posible «resolución borrosa» de la paradoja.

Sea S ´«El barbero se afeita a sí mismo». Se tiene que S ) :S y que :S ) S, por lo que S , :S.
Asumiendo que las proposiciones que son equivalentes deben tener el mismo valor de verdad:

V (S) = V (:S)
= 1¡ V (S)

de donde V (S) = 1=2. Este resultado, carente de sentido en lógica bivalente, parece tenerlo en lógica borrosa.
Pero, ¿basta con que aparte de sí mismo otra persona participe en su afeitado? O, ¿tiene el barbero que
afeitarse media cara y la otra persona afeitarle la otra media? Grim [550] analiza esta paradoja utilizando
auto-referencia y caos. Esta paradoja representa una clase donde también están la del cretense: ¿miente o no
aquel cretense que dice que todos los cretenses son unos mentirosos?, o la de la tarjeta: una tarjeta dice en una
cara «la frase en la otra cara es verdadera» y dice en la otra cara «la frase en la otra cara es falsa».

No obstante lo dicho, un buen punto de comienzo para el lector interesado pueden ser los artículos de
Dubois y Prade [165], Montero y Mendel [169], Kosko [164], Gaines [549], Grim [550] y Gil [551]. La
opinión de Bart Kosko puede encontrarse, entre otros lugares, en [176] (pp. 9ss. et passim), así como en dos
libros divulgativos [58, 59].

4.9 Extensión de una operación a conjuntos borrosos

«Es una desgracia dudar, pero es un deber indispensable indagar en la duda.»
—Blaise Pascal <Pensamientos>

El problema consiste en, dada una función, operador o relación nítida, de…nir su extensión borrosa. Seguimos
fundamentalmente la línea expositiva de Isabelle Bloch [552] (§2.1). Destacamos cuatro métodos genéricos,
basados en:

² la utilización del principio de extensión de Zadeh [432] (I),

² la utilización de los ®-cortes,

² una combinación de los dos anteriores,

² el borrosi…cado de la de…nición de la operación, en general, mediante una traducción de las expresiones
nítidas a expresiones borrosas equivalentes.

4.9.1 Principio de extensión de Zadeh

Es de todos conocida la forma en que se de…ne la extensión de una función al conjunto potencia de su dominio.
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De…nición 38 Sea una función nítida f : U ! V. Notemos, para cualquier y 2 V, mediante f¡1(y) el conjunto
fx 2 U : y = f(x)g. Se dice que la función:

bf : P(U) ! P(V)
A 7! bf(A) = fy 2 V : f¡1(y) 6= ?g (4.60)

es la extensión de f a las partes de U .

Obsérvese —cfr. Trillas, Alsina y Terricabras [316] (p. 166)— que la función característica debf(A) 2 P(V) puede expresarse en términos de la función característica de A 2 P(U) como:
Â bf(A) : V ! f0; 1g

y 7! Â bf(A)(y) = supx2f¡1(y) ÂA(x) (4.61)

Esto motiva la siguiente de…nición de extensión de una función nítida a los subconjuntos borrosos —cfr.
Zadeh [432] (I).

De…nición 39 Dada la función nítida f : U ! V, se de…ne la extensión de f a los subconjuntos borrosos
de U, precisamente como la función:

¤f : F(U) ! F(V)
A 7! ¤f(A)

(4.62)

tal que:

¤f(A) : V ! [0; 1]

y 7! ¤f(A)(y) =

½
0 si f¡1(y) = ?
supx2f¡1(y)A(x) si f¡1(y) 6= ?

(4.63)

Obsérvese que si f es inyectiva, entonces:

¤f(A)(y) =

½
0 si f¡1(y) = ?
A(f¡1(y)) si f¡1(y) 6= ? (4.64)

De…nición 40 En general, dada la función nítida f : U1£U2£ : : :£Un ! V, y notando, para cualquier y 2 V,
mediante f¡1(y) el conjunto f(x1; :::; xn) 2 U1£: : :£Un : f(x1; x2; :::; xn) = yg, entonces, se de…ne la extensión
(cartesiana) de f a F(U1)£ : : :£ F(Un) como —cfr. Isabelle Bloch [552] (p. 105):

¤f : F(U1)£ : : :£ F(Un) ! F(V)
(A1; : : : ; An) 7! ¤f(A1; : : : ; An)

(4.65)

tal que ¤f(A1; : : : ; An) : V ! [0; 1] está de…nida por:

¤f(A1; : : : ; An)(y) =

½
0 si f¡1(y) = ?
sup(x1;:::;xn)2f¡1(y)minfA1(x1); : : : ; An(xn)g si f¡1(y) 6= ? (4.66)

En el libro de George J. Klir y Bo Yuan [46], pueden consultarse (caps. 2 y 5) unas listas de propiedades
relativas a este principio. Por citar un ejemplo, observemos que si se alcanza el supremo en (4.66), entonces,
para todo ® 2 [0; 1]:

® [¤f(A1; A2; :::; An)] = f(
®A1;

®A2; :::;
®An) (4.67)

La utilización del mínimo en (4.66) es arbitraria. Usando por ejemplo el producto, y en general una t-norma,
resultan otros principios de extensión —cfr. Dubois y Prade [437].

4.9.2 Combinación de resultados en ®-cortes

Sean U 6= ? un universo de discurso y V 6= ? un espacio de valores. Si Rb : P(U) £ P(U) ! V, es una
operación o relación binaria entre conjuntos nítidos, entonces la equivalente borrosa R de Rb se de…ne
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como una función —cfr. Dubois y Jaulent [553]; Krishnapuram, Keller y Ma [554]; Bloch y Maître
[555]; Bloch [552]:

R : F(U)£ F(U) ! V
A 7! R(A) =

R 1
0 Rb(

®A)d®
(4.68)

Otros procedimientos posibles para introducir borrosidad son —cfr. Bloch [552] (pp. 105ss.):

R(A) = sup
®2[0;1]

min(®;Rb(
®A)) (4.69)

si la relación toma valores en [0; 1], o:

R(A) = sup
®2[0;1]

(®Rb(
®A)) (4.70)

Obsérvese que si Rb es bivalente y decreciente (resp., creciente) respecto de ®, entonces, las ecuaciones
(4.68), (4.69) y (4.70) proporcionan el mismo resultado.

Si Rb tiene dos argumentos, su equivalente borrosa R, se de…ne —cfr. Bloch [552] (p. 106)— como una
generalización de las ecuaciones anteriores. Así por ejemplo, R : F(U) £ F(U) ! V, es tal que la Ec. (4.68)
queda:

R(A;B) =

Z 1

0

Rb(
®A; ®B)d® (4.71)

o mediante integración doble:

R(A;B) =

Z 1

0

Z 1

0

Rb(
®A; ¯B)d®d¯ (4.72)

Los procedimientos (4.69) y (4.70) pueden extenderse sin di…cultad a vectores borrosos y operaciones de
aridad n.

4.9.3 Principio de extensión basado en ®-cortes

Sean U 6= ? un universo de discurso y V 6= ? un espacio de valores. Si Rb : P(U)£P(U) ! V, entonces, de
forma parecida al principio de extensión de Zadeh, en vez de asignar un valor v 2 V, a cada par de conjuntos
borrosos A y B, ahora se asignará un subconjunto borroso de V. Así:

R : F(U)£ F(U) ! F(U)
A 7! R(A;B)(v) = supRb(®A;®B)=v ®

(4.73)

Si Rb es bivalente, entonces:

R(A;B) = sup
Rb(®A;®B)=1

® (4.74)

4.9.4 Traducción nítido-borroso

En esta aproximación no se usa la de…nición de la función nítida sino una transformación sintáctica directa
—cfr. Tabla 4.6.

Ejemplo 41 (Introduciendo borrosidad en la inclusión de conjuntos) Si A y B son dos subconjuntos
nítidos de un universal U, puede caracterizarse la inclusión de A en B usando sus funciones características:

A µ B () (8u 2 U) (ÂA (u) · ÂB (u))
En su artículo de 1965 [381], Zadeh propuso utilizar la misma relación para de…nir la inclusión entre subcon-
juntos borrosos. La inclusión de Zadeh, entre conjuntos borrosos se de…ne, para todo A;B 2 F(U):

A µZ B () (8u 2 U) (A (u) · B (u)) (4.75)



4.9. Extensión de una operación a conjuntos borrosos 83

nítido equivalente borroso
conjunto conjunto borroso - función de pertenencia

intersección t-norma
unión t-conorma

complementario complementación borrosa
cuanti…cador existencial supremo
cuanti…cador universal ín…mo

Tabla 4.6: Equivalencia entre conceptos nítidos y difusos.
—Fuente: Elaboración propia.

Pero quizás resulte extraño en este ambiente borroso que la inclusión de Zadeh no permita gradaciones
intermedias en el hecho de ser subconjunto, esto es, según ella, un conjunto borroso es subconjunto de otro
conjunto borroso o no lo es (grados de inclusión posibles, 0 y 1). La inclusión propuesta seminalmente por
Zadeh es pues una inclusión nítida entre conjuntos borrosos.

Una de…nición aceptada de (indicador de) inclusión borrosi…cada es la siguiente —cfr. Nachtegael y
Kerre [556] (p. 45)—. La función Inc : F(Rn) £ F(Rn) ! [0; 1] es una inclusión «borrosi…cada» en
F(Rn) precisamente si su restricción a P(Rn)£P(Rn) es la inclusión nítida entre conjuntos nítidos, o sea, que
para todos A;B 2 P(Rn), se veri…ca:

A µ B ) Inc(A;B) = 1 (4.76)

A * B ) Inc(A;B) = 0 (4.77)

Isabelle Bloch [552] (pp. 107-108) propone22 introducir borrosidad en (4.75) a partir de la siguiente
de…nición de la inclusión nítida entre conjuntos nítidos:

A µ B Ã! AC [B = U
Ã! (8u 2 U) ¡u 2 AC [B¢ (4.79)

pues entonces, usando la tabla (4.6) obtenemos:

8u 2 U Ã! infu2U
x 2 AC Ã! N ( eA(x))
x 2 B Ã! eB(x)
AC [B Ã! TC(N ( eA); eB)

(4.80)

donde N es una negación y TC una t-conorma (cfr. supra §4.6), y para evitar confusión, A y B representan
conjuntos nítidos y eA y eB conjuntos borrosos.

De aquí (4.79) se extiende al indicador de inclusión de Bloch [552] (p. 108):

IncB(A;B) = inf
u2U

TC(N ( eA(u)); eB(u)) (4.81)

22Ejemplos de indicadores de inclusión «borrosi…cada», que permiten tal gradación son las propuestas por Bandler y Kohout
[557, 558], Sinha y Dogherty [559], y Kitainik [560].
La aproximación de Bandler y Kohout [557, 558] es, posiblemente, la más conocida. En obras donde el tratamiento es más

generalista —cfr. Alimov [561]—, es la que aparece como de…nición genérica de grado de inclusión. Esta aproximación se basa en
la borrosi…cación directa de la de…nición de inclusión conjuntista en P(U):

8A;B 2 P(U) : A µ B , (8u 2 U) (u 2 A) u 2 B)
mediante la noción de implicador (véase también la siguiente nota a pie de página):
Sean A;B 2 F(U) e I un implicador en [0; 1]. El indicador de Bandler y Kohout IncI de inclusión borrosi…cada asociado al

implicador I es la aplicación:
IncI : F(U)£ F(U)! [0; 1] ,

IncI(A;B) = inf
u2U

I(A(u); B(u)) . (4.78)

Las propuestas de Sinha y Dogherty [559], y Kitainik [560], se basan en el postulado de ciertos axiomas intuitivamente
aceptables, nueve en el caso de la de Sinha y Dogherty, y cuatro en el de la de Kitainik —cfr. Nachtegael y Kerre [556] (§8.3,
§8.4 y §8.5).
22Aunque los artículos de Bandler y Kohout [557, 558] constituyen todo un estudio sistemático sobre implicadores, pueden

verse, desde una panorámica más actual, por ejemplo, en el libro de Klir y Yuan [46] y en el de Trillas, Alsina y Terricabras
[316]. La versiones originales también pueden verse en el artículo de Nachtegael y Kerre [556] (§8.3, §8.4 y §8.5).
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4.10 ¿Cómo y por qué eliges esa función de pertenencia?

«Cuando Berkeley le dice a Bayes: “¿de dónde ha salido esa a priori?”,
Bayes puede responder: “¿de dónde ha salido ese espacio muestral?”»
—Dennis V. Lindley [562] (p. 20)

... y, ¿de dónde ha salido esa función de pertenencia? ¿O no?

Una de las razones más frecuentemente oídas —de la comunidad estadística— para no incorporar la teoría
borrosa es la di…cultad para establecer la función de pertenencia de un conjunto borroso. Que existe tal di…cultad
es indudable, pero el mismo tipo de problema tiene la distribución a priori en la formulación bayesiana y la
verosimilitud en la frecuentista —cfr. Lindley [562] (§ 1.4); Bayarri, DeGroot y Kadane [563]—. Es la
di…cultad de medir la incertidumbre.

Diversas y muy variadas han sido las propuestas de construcción de funciones de pertenencia —cfr.
Pedrycz [449] (§2.8) y §4.5 de la presente tesis—. No obstante, a pesar de lo dicho, no hacemos ninguna
suposición acerca de la construcción de las funciones de pertenencia. Mejor dicho, únicamente asumimos la
racionalidad del decisor —cfr. §1.4.

Como decíamos en §4.5, John [564] distingue dos categorías de métodos para determinar las funciones de
pertenencia —membership function identi…cation methods (MFIMs): los métodos manuales y los automáticos.
Entre los métodos manuales, destacan las técnicas estadísticas, de las que Watanabe [565] distingue dos
categorías: las basadas en frecuencia y las basadas en una estimación directa, y tras varios experimentos, deduce
que las segundas son mejores que las primeras.

Según Nakamura [566], estos métodos se dividen en dos grandes categorías. Una incluye aquellos métodos
según los cuales los sujetos deben ordenar los referentes según grados de pertenencia —rating membership grade
for presenting element (RM)—. La otra clase de métodos requiere que los sujetos encuentren el o los referentes
(o incluso intervalos de referentes, caso de que ser posible) que correspondan a grados de pertenencia que les
han sido presentados —answering elements corresponding to membership grade(s) (AE)— (llamados métodos
de ordenación inversa (reverse rating) —cfr. Norwich y Turksen [567]; Turksen [568]).

Entre los primeros tenemos: Estimar el grado de pertenencia como un valor de Probabilidad obtenido a partir
de ordenación Binaria (EPB); Traducir el grado de Con…anza de la ordenación Binaria en grado de pertenencia
(TCB); Traducir el Tiempo requerido para la ordenación Binaria en grado de pertenencia (TTB); ordenación
directa —Direct Rating (DR), conocido también como magnitude estimation (cfr. Norwich y Turksen [567],
p. 11)—, considerando grados de pertenencia multi-discretos —Direct Rating in Multi discrete membership
grades (DRM)— o grados de pertenencia continuos (DRC); ordenación comparada —Comparing Rating (CR)—
, ordenando razones de grados de pertenencia —Rating Ratio (RR)—, o haciendo una comparación diferencial
entre grados de pertenencia —Di¤erential Comparison (DC)—. Como métodos AE,Nakamura [566] distingue
entre considerar un sólo grado de pertenencia (AEO) o varios (AES). También hay métodos que combinan varias
ideas, por ejemplo, el método BASE (Boundary ASymptotic Estimation method) de Ayumi Yoshikawa [569].
El más usado, con carácter general, es la ordenación directa, que requiere de los sujetos que asignen directamente
valores a cada elemento referente.

Estos métodos se complementan con: los basados en encuestas (polling) —cfr. Turksen [568]—, en las
que se pregunta a los sujetos si están de acuerdo con las asignaciones establecidas para los referentes —otro
autor, Willett Kempton [570], emplea un método que considera no una sino un conjunto de encuestas—;
las estadísticas con valoración conjuntista (set valued statistics) —cfr. Turksen [568]—. Gaines [571] (pp.
165-166) sugiere estimar los grados de pertenencia mediante medias de las respuestas bivalentes (si-no). Robin
Giles [572] utiliza un procedimiento de apuestas. En relación a las técnicas estadísticas, puede leerse también
a Didier Dubois y Henri Prade [573], a Bharathi Devi y Sarma [574], a Civanlar y Trussell [575] y a
Witold Pedrycz [449] (§2.8.2).

Robert I. John [564] argumenta que todas las aproximaciones manuales adolecen de la de…ciencia de que
se basan en una interpretación subjetiva de las palabras. Nosotros no creemos que esto sea un inconveniente.
Simplemente es así: ¡eso es lo que hay! El conocimiento es subjetivo, la información es objetiva. Creemos que
es una ventaja que los métodos participen de nuestra subjetividad —al menos si nuestra meta es simular la
decisión humana.

Las aproximaciones automáticas se distinguen de las manuales en que, o bien no se tiene en cuenta a los
expertos, o bien la función de pertenencia deducida del conocimiento de los expertos se usa como conocimiento
a priori para que el sistema realice lo que se ha venido en llamar un ajuste (…ne tune) en pos de una mejor
estimación de la función de pertenencia. Las principalmente utilizadas son —cfr. John [564]: redes de neu-
ronas arti…ciales —cfr. Takagi y Hayashi [576]; Wang [577]— (Ishibushi y Moriaka [578] las usan para
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determinar funciones de pertenencia para conjuntos borrosos de tipo 2), algoritmos genéticos —cfr. Karr
[579]; Meredith, Karr y Krishna Kamur [580]; Lee y Takagi [581]—, prototipos deformables —cfr. Bre-
mermann [582]—, búsqueda de gradiente —cfr. Burkhardt y Bonissone [583]— y razonamiento inductivo
—cfr. Kim y Russell [584].

4.11 Un pecado lógico:
Investigando los conjuntos borrosos «tetra»

«Dudad de todo y sobre todo lo que voy a deciros.»
—Sidharta Gautama (Buda)

Un conjunto borroso queda caracterizado por su función de pertenencia. Un conjunto borroso intuicionista
considera, además, la función de no-pertenencia; es un caso particular —para L = [0; 1]— de conjunto L-borroso
intuicionista, siendo (L;·) un retículo. Las funciones de pertenencia y no-pertenencia se relacionan mediante
una involución de inversión de orden en (L;·). La idea que aportamos en esta sección es ampliar estos conceptos
considerando una lógica base trivalente, que re‡eje situaciones de duda sobre «la pertenencia o no pertenencia»
(el típico «no sabe, no contesta» de una encuesta) —tres valores: Sí, No, Ns/Nc—, o tetravalente: ¿por qué
no considerar dudas separadas, es decir, dudas sobre «la pertenencia» y dudas sobre «la no pertenencia»?

4.11.1 Los conjuntos borrosos intuicionistas

La de…nición de conjuntos borrosos (fuzzy sets —FS) de Zadeh [381], al igual que su su generalización a
conjuntos L-borrosos (L-fuzzy sets —LFS) de Goguen [405], se basan en una función de pertenencia, extensión
a [0; 1] o a un retículo (L;·), respectivamente, de una función característica bivalente.
Lo mismo ocurre con los conjuntos borrosos intuicionistas (intuitionistic fuzzy sets —IFS ) de Krassimir

T. Atanassov [456, 457], al igual que su generalización a conjuntos L-borrosos intuicionistas (intuitionistic
L-fuzzy sets —ILFS) [585, 458, 459]. Si E es un universal, entonces, un conjunto L-borroso intuicionista
es:

A = fhx; ¹A(x); ºA(x)i j x 2 Eg (4.82)

donde ¹A : E ! L y ºA : E ! L de…nen el grado de pertenencia y el de no pertenencia del elemento x a A,
que satisfacen la propiedad:

(8x 2 E)(¹A(x) · N(ºA(x))) (4.83)

donde N : L! L es una involución de inversión de orden en el retículo (L;·). Si L = [0; 1], entonces A es un
conjunto borroso intuicionista y se satisface:

(8x 2 E)(0 · ¹A(x) + ºA(x) · 1) (4.84)

Un conjunto borroso ordinario es un caso particular de IFS de la forma:

fhx; ¹A(x); 1¡ ¹A(x)i j x 2 Eg (4.85)

4.11.2 Una lógica base tri- o tetravalente

Sea Q un conjunto de preguntas. Intuimos que los resultados de una posible encuesta trivalente (de posibles
respuestas: sí, no, no sé) para una pregunta x 2 Q determinada podrían ser: 60 por ciento sí, 30 por ciento no,
y 10 por ciento, no sabe o no contesta. Si A es el conjunto de preguntas de la encuesta cuya respuesta es sí,
podríamos asumir, intuitivamente, (aquí no hay probabilidad, al menos en el sentido clásico) que: ¹A(x) = 0:6,
y ºA(x) = 0:3, y así A (pues tendríamos algo parecido, para todo x 2 Q) es un IFS de Q. Pero, ¿por qué no
incluir en la descripción también la posible respuesta no sabe o no contesta?

Podríamos basarnos en lógica trivalente, y de…nir:

A = fhx; ¹A(x); ±A(x); ºA(x)i j x 2 Eg (4.86)
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donde ¹A : E ! [0; 1], ±A : E ! [0; 1] y ºA : E ! [0; 1] de…nen el grado de pertenencia, el de duda sobre la
pertenencia o no pertenencia, y el de no pertenencia del elemento x a A, que satisfacen:

(8x 2 E)(0 · ¹A(x) + ±A(x) + ºA(x) · 1) (4.87)

Un conjunto borroso ordinario es un caso particular de 3FS de la forma:

fhx; ¹A(x); 0; 1¡ ¹A(x)i j x 2 Eg (4.88)

Pero observemos que la duda es sobre «la pertenencia o no pertenencia». ¿Por qué no considerar dudas
separadas y basarnos así en lógica tetravalente?

Proponemos la siguiente de…nición.

De…nición 42 Un conjunto borroso «tetra» (tetra fuzzy set —TFS) es:

A = fhx; ¹A(x); »A(x); ºA(x); ³A(x)i j x 2 Eg (4.89)

donde ¹A : E ! [0; 1], ³A : E ! [0; 1], ºA : E ! [0; 1] y »A : E ! [0; 1] de…nen el grado de pertenencia, el de
duda sobre la pertenencia, el de no pertenencia del elemento x a A, y el de duda sobre la no pertenencia, que
satisfacen:

(8x 2 E)(0 · ¹A(x) + ³A(x) + ºA(x) + »A(x) · 1) (4.90)

Un conjunto borroso ordinario es un caso particular de TFS de la forma:

fhx; ¹A(x); 0; 1¡ ¹A(x); 0i j x 2 Eg (4.91)

4.11.3 Metas inmediatas

² Demostrar la existencia de un TFS puro, es decir, un TFS que no sea un FS.
² Operaciones algebraicas y aritméticas de los TFS. Por ejemplo:

A = fhx; ºA(x); »A(x); ¹A(x); ³A(x)i j x 2 Eg (4.92)

² Posible extensión a TLFS, es decir considerar un retículo (L;·) en vez de ([0; 1];·).
² Estudio de la transformación de un conjunto tetra-borroso en un conjunto borroso. Se usarán operadores
modales con tratamiento de la incertidumbre sobre la pertenencia y la no pertenencia.

4.11.4 Uso de operadores modales extendidos

Para la última de las metas relatadas se utilizarán dos operadores extensiones de los operadores de necesidad
y posibilidad usuales de las lógicas modales —cfr. Orayen [586]; Jansana [264]; Hughes y Cresswell
[587]; Haack [428] (cap. 10); Quesada [588] (p. 231-253); Garrido [589] (§4.1)—, que notaremos ¤ y },
respectivamente. Las razones son, fundamentalmente, dos. Primero, que Atanassov emplea los operadores
modales en su estudio de los conjuntos borrosos intuicionistas. Segundo, el uso de la lógica modal en veri…cación
de programas, campo con el que nos une la asignatura «Lógica y Computabilidad» que impartimos en 5ocurso
de Ingeniería Informática23.

En concreto, Krassimir T. Atanassov [458] (p. 91) de…ne los operadores:

¤A = fhx; ¹A(x)i j x 2 Eg (4.93)

= fhx; ¹A(x); 1¡ ¹A(x)i j x 2 Eg (4.94)

}A = fhx; 1¡ ºA(x)i j x 2 Eg (4.95)

= fhx; 1¡ ºA(x); ºA(x)i j x 2 Eg (4.96)

23Por razones pedagógicas y de simpli…cación, en dicha asignatura consideramos únicamente programas determinísticos. Por
estado o mundo posible, entendemos un «estado de ejecución», cuyo dominio estará formado por todos los valores actuales de
todas las variables de programa en una cierta etapa de la ejecución. El sistema lógico más adecuado será S4 —cfr. Orayen [586]
(p. 309)—, pues en un programa, la relación de accesibilidad es re‡exiva y transitiva, no siendo simétrica.
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Planteamos extender ambos operadores de manera que incluyan incertidumbre en la duda:

¤¤A = fhx; ¹A(x); ³A(x)i j x 2 Eg (4.97)

= fhx; ¹A(x); ³A(x); Nº;»(¹A(x)); N 0
º;»(³A(x))i j x 2 Eg (4.98)

}¤A = fhx;N¹;³(ºA(x)); N 0
¹;³(»A(x))i j x 2 Eg (4.99)

= fhx;N¹;³(ºA(x)); N 0
¹;³(»A(x)); ºA(x); »A(x)i j x 2 Eg (4.100)

donde N y N 0 son tales que:

¹A(x) + ³A(x) +Nº;»(¹A(x)) +N
0
º;»(³A(x)) = 1 (4.101)

N¹;³(ºA(x)) +N
0
¹;³(»A(x)) + ºA(x) + »A(x) = 1 (4.102)

Si bien cada operador ¤ y } permite transformar un conjunto borroso intuicionista en único conjunto
borroso ordinario, no ocurre lo mismo con los operadores ¤¤ y }¤. Dado un conjunto borroso tetra, estos
operadores asocian dos familias de conjuntos borrosos ordinarios, parametrizadas por N y N 0.
Actualmente estamos investigando si ¤¤ y }¤ veri…can teoremas clásicos para la lógica modal. Como

ejemplo, veamos que la interde…nición:

¤A = }A (4.103)

se veri…ca para los operadores extendidos. En efecto:

}¤A = fhx;N¹;³(ºA(x)); N 0
¹;³(»A(x))i j x 2 Eg

= fhx;Nº;»(¹A(x)); N 0
º;»(³A(x))i j x 2 Eg

= fhx;Nº;»(¹A(x)); N 0
º;»(³A(x)); ¹A(x); ³A(x)i j x 2 Eg

de donde:

}¤A = fhx; ¹A(x); ³A(x); Nº;»(¹A(x)); N 0
º;»(³A(x))i j x 2 Eg

= fhx; ¹A(x); ³A(x)i j x 2 Eg
= ¤¤A

4.12 Cola:
La «cochina lógica»

«En cuanto una cosa tiene razón de ser y ellos la conocen perdió todo su valor la cosa. Para eso les sirve
la lógica, la cochina lógica.»
—Miguel de Unamuno, via José Luis Mosquera Villar [114] (p. 145)

La lógica contra la que se subleva Miguel de Unamuno es la aristotélica. Su rebelión es explícita contra los
principios de contradicción y del tercio excluso. Según Unamuno, estamos sometidos a la tiranía del espacio,
del tiempo y de la lógica. Del espacio, porque no nos deja estar en todos los lugares a la vez, multilocarnos;
del tiempo, porque no nos permite ser antes, ahora y después, ser siempre; y de la lógica, porque nos ordena
nuestros pensamientos, obligándonos a actuar según un orden, y privándonos, en consecuencia, de la libertad
—cfr. Mosquera Villar [114] (p. 144).

La lógica borrosa sigue siendo una lógica.

Las demás lógicas —la «tradicional», esto es, la silogística aristotélica; la «clásica»: cálculo bivalente
de enunciados, cálculo bivalente de predicados (CBP), CBP con identidad, CBP de segundo orden; las «exten-
didas»: lógicas modales («necesario», «posible», «imposible»), lógicas temporales («solía ser el caso que»,
«será que», ...), lógicas deónticas (normativas) («permitido», «prohibido», «obligatorio»), lógicas epistémi-
cas («sabe», «cree», ...), lógicas de la preferencia («pre…ere», ...), lógicas imperativas (oraciones imperativas),
lógicas erotéticas (interrogativas) (oraciones interrogativas); las «divergentes»: lógicas multivalentes, lógicas
intuicionistas (constructivistas), lógicas cuánticas, lógicas de la relevancia («es relevante», «debería usarse»,
...), lógicas libres, lógicas inductivas, lógicas paraconsistentes24, etcétera—, SIGUEN SIENDO LÓGICA.

Y como tal son rígidas, porque rigen, si decidimos regirnos por ellas.
24Una teoría es trivial, precisamente si todos sus enunciados son teoremas; una teoría es inconsistente si contiene al menos
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Cierto que ciertas lógicas ‡exibilizan la rigidez de las reglas, pero la ‡exibilidad no es continua, las reglas
son dúctiles porque está permitida su modi…cación, según casos concretos. Sin embargo, una vez modi…cada,
de nuevo es regla, rígida25.

En oposición a esta rigidez, Miguel de Unamuno hablaba de la cardíaca:—cfr. José Luis Mosquera
Villar [114] (p. 152):

«Frente a todas las negaciones de la lógica, que rige las relaciones aparenciales de las cosas, se alza la
a…rmación de la cardíaca, que sigue los toques sustanciales de ellas. Aunque tu cabeza diga que se te ha de
derretir la conciencia un día, tu corazón, despertado y alumbrado por la congoja in…nita, te enseñará que
hay un mundo en que la razón no es guía. La verdad es lo que hace vivir, no lo que hace pensar.»
—Miguel de Unamuno, via José Luis Mosquera Villar [114] (p. 152)

«No, el corazón no es sólo una bomba como dicen los cardiólogos. La ciencia ha logrado medir su energía a
más de metro y medio de distancia(¤). Es que irradia. Él activa nuestros valores más profundos y realiza
la transformación de lo pensado a lo vivido. Él conoce cosas que a nuestra mente no se le alcanzan. En el
corazón residen el valor y el espíritu, la integridad y el sentido de misión. Es una fuente de energía y de
sentimientos profundos que nos induce a aprender, cooperar, dirigir y servir.»
—Robert K. Cooper y Ayman Sawaf [146] (p. 31)
(¤) En la página 398, nota 13, proporcionan las referencias a tres artículos publicados, respectivamente, en
«Journal of Advancement in Medicine», «Subtle Energies»y «American Journal of Cardiology».

4.13 Síntesis re‡exiva

La mayor parte del presente capítulo, se centra en revisar algunas nociones, propiedades y teoremas, relativos a
la lógica y a la teoría de conjuntos borrosas, así como a su historia. No obstante, lo original, además de en las
diferentes observaciones que surgen a lo largo de la exposición, se aglomera en dos contribuciones concretas:

² En §4.4.5 destacamos la importancia de los números borrosos no normales, a los que denominamos cuasi-
números borrosos, motivando su de…nición con varios ejemplos: …abilidad de dispositivos medidores
como los sonómetros (medidores de nivel sonoro); desempeño de tareas, interpretando la …abilidad como
con…anza en el trabajador ; comparación de cali…caciones en un supuesto de evaluación de capacidades
subjetivas; y valoración de la capacidad de juicio de un evaluador.

² El anexo anticipador §4.11 recoge algunas investigaciones nuestras a partir de los conjuntos borrosos o
L-borrosos intuicionistas de Krassimir T. Atanassov. Un conjunto borroso queda caracterizado por su
función de pertenencia. Un conjunto borroso intuicionista considera, además, la función de no-pertenencia;
es un caso particular —para L = [0; 1]— de conjunto L-borroso intuicionista, siendo (L;·) un retículo.
Las funciones de pertenencia y no-pertenencia se relacionan mediante una involución de inversión de orden
en (L;·). La idea que aportamos en esta sección es ampliar estos conceptos considerando una lógica base
trivalente, que re‡eje situaciones de duda sobre «la pertenencia o no pertenencia» (el típico «no sabe, no
contesta» de una encuesta) —tres valores: [Sí], [No], [Ns/Nc]—, o tetravalente: ¿por qué no considerar
dudas separadas, es decir, dudas sobre «la pertenencia» y dudas sobre «la no pertenencia»?

En cuanto a la revisión de la lógica y de la teoría de conjuntos borrosas, primero, llevamos a cabo un
examen de sus antecedentes, tratando de situarlas en los contextos históricos y académicos adecuados. Los
grados de realidad de Platón, los lektá de…cientes de la lógica de los estóicos antiguos, el «más verdadero»
de todos los principios según Aristóteles, la zona de intuiciones e in‡uencias de Jan Christiaan Smuts, los
conjuntos vagos y los conceptos ‡ojos (loose) de Max Black, la sorpresa potencial de George L. S. Shackle,
las cantidades nebulosas (cloudy) de Lot… Asker Zadeh, son algunos de los tantísimos nítidos precedentes de
lo borroso.

un teorema tal que su negación también lo es; una lógica es paraconsistente si puede ser la lógica de teorías inconsistentes
no triviales. Estas lógicas presentan muchísimas aplicaciones en Inteligencia Arti…cial, ..., lógica anotada (hay lógicas anotadas
multivalentes), técnicas de programación anotada y de programación paraconsistente, etc. Alexius Meinong, en su ensayo The
Theory of Objects [590], elaboró una teoría de todos los objetos: concretos o abstractos, reales o …cticios, posibles o imposibles,
presentes, pasados y futuros, independientes o dependientes, etc. Por ejemplo, en ella se permitía, por tanto, la existencia del
objeto «círculo cuadrado».
25El sentido de esto, al menos así lo pretendemos, es más extenso que el de la a…rmación de Susan Haack de que la lógica

borrosa no elimina la precisión, sino que únicamente retrasa su introducción [428] (§9.4), [429].
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En §4.2 recordamos algunos orígenes de lo vago, propuestos desde la psicología: lagunas de conocimiento
(hipótesis gap), excesos de conocimiento (hipótesis glut), la distinción que hace Goguen entre la verdad y la
verdad borrosa, y la vaguedad como ignorancia, propuesta de Timothy Williamson.

La sección §4.3 se centra en la búsqueda de un tratamiento formal de la vaguedad: la lógica multivalente.
Repasamos históricamente su nacimiento, a través de nombres como: Ramón Lull, Nicolás de Krebs, Peirce,
Vasilév, ×ukasiewicz, Post, Kleene, Bochvar, Heyting y Reichenbach.

La sección §4.5 presenta algunos subconjuntos borrosos no estándares: ©-borrosos de Sambuc, L-borrosos
de Goguen, de nivel n o de tipo n de Zadeh, los «‡ou sets» de Gentilhomme, los conjuntos sub-de…nitivos
de Narin’yani, los conjuntos rough de Pawlak, los conjuntos intuicionistas de Atanassov, los «fuzzy rough
sets» y «rough fuzzy sets» de Pawlak, y los conjuntos doblemente borrosos (twofold fuzzy sets) de Dubois y
Prade. También recordamos algunas otras propuestas alternativas a la teoría de conjuntos, siendo inherente
a todas ellas la variabilidad y la vaguedad, como son: la teoría de haces de Leray y Cartan, la teoría de
topos de Grothendieck y Verdier, los conjuntos internos de Nelson, los conjuntos variables, destacados
por Lawvere y usados en el análisis no estándar de Robinson y en el «forcing» de Cohen, y los conjuntos
alternativos de Vop¼enka, evolución de los semi-conjuntos de Vop¼enka y Hájek (superclase de la de los
conjuntos borrosos, que, a diferencia de estos últimos, pueden de…nirse a partir de propiedades vagas, no siendo
necesaria la utilización de funciones explícitas de grado de pertenencia).

En §4.6 recordamos el concepto de una lógica borrosa y las de negación (estricta, continua o involutiva), con-
junción, disyunción, semi-norma y semi-conorma, así como de norma triangular (t-norma) y conorma triangular
(t-conorma), citando algunas t-normas y t-conormas frecuentes.

Dedicamos §4.7 a presentar cómo se trabaja formalmente con variables lingüísticas, o sea con variables
cuyos valores son palabras. Es un trabajo en dos espacios: uno donde se sitúan las palabras (que es en el que
el ser humano «trabaja» conscientemente a la hora de emplearlas), y otro donde están las representaciones
matemáticas de dichas palabras (que es donde la matemática «trabaja» con ellas, en forma de funciones). En
§4.7.2 presentamos métodos frecuentes para introducir borrosidad lingüística y para eliminarla.

En §4.8 recordamos que son muchas las medidas de la incertidumbre, algunas involucrando probabilidades,
otras no. Algunos opinan y actúan a favor de la teoría de la probabilidad y en contra de la teoría de los
conjuntos borrosos, como medidas de la incertidumbre, otros hacen lo contrario, y son muchos los que creen en
su ortogonalidad, en su complementariedad, en que las incertidumbres con las que trabajan son distintas, en
de…nitiva, son muchos los que tratan de trazar «puentes» entre ambas.

Su lema, resumido, es:

A la teoría de la probabilidad le atañen los sucesos,

a la teoría de los conjuntos borrosos, los conceptos.

En §4.9 presentamos cuatro formas típicas de hallar la extensión borrosa de una función, operador o relación
nítida: utilizar el principio de extensión de Zadeh, combinar los resultados obtenidos para los ®-cortes, usar
el principio de extensión basado en ®-cortes, o introducir borrosidad directamente en las operaciones que
intervengan. En §4.10 citamos algunas de las propuestas de construcción de funciones de pertenencia, un
problema similar al que presenta la distribución a priori en la formulación bayesiana y la verosimilitud en la
frecuentista. Para nuestra Tesis, la única suposición que hacemos es la racionalidad del decisor.

Finalmente, en §4.12, compartimos la opinión de Miguel de Unamuno sobre la rigidez de la lógica.





«La semejanza entre los objetos comparados ha de ser, si no tan obvia que no cause placer ninguno el des-
cubrirla, cuando menos tan sensible que tampoco sea necesario atormentarse para comprenderla.»
—Gómez de Hermosilla, <El Arte de Hablar>

Al ser una de nuestras metas la de…nición de un marco de trabajo adecuado para comparar con-
juntos borrosos, ordinarios o no, parece ser de cajón que comencemos preocupándonos de la propia
noción de comparación. Comenzamos estableciendo la re‡exividad y la irre‡exividad, como esencia
de la comparación, y de…nimos los conceptos de asignación básica de similitud, de asignación básica
de disimilitud y de medida de comparación entre objetos. Asimismo, re‡exionamos sobre ciertas
propiedades que cualquier asignación de medida de comparación entre objetos debería satisfacer. La
introducción de la simetría, nos permite de…nir las nociones de similitud y disimilitud, a partir de
las asignaciones básicas respectivas.
Los capítulos 6, 7 y 10, y los cuatro ensayos (Caps. 11, 12, 13 y 14), completarán el marco de
trabajo, aquí iniciado, para comparar conjuntos borrosos, sean ordinarios o no.

5.1 Preámbulo

El término «comparación» será el más genérico que empleemos. Según el diccionario de la Real Academia
Española (D.R.A.E.), comparar es «parangonar, …jar la atención en dos o más objetos para descubrir sus
relaciones o considerar sus diferencias o semejanzas». En nuestro contexto, por «comparación», y grosso
modo, entendemos una semejanza o desemejanza, siempre que la distinción entre ellas no necesite ser hecha1.
De este modo, los vocablos semejanza y desemejanza, se arraciman con el término comparación, pendiendo los
primeros del último, como gérmenes de una jerarquía lingüística.

A todos los efectos, consideramos sinónimas semejanza y asignación básica de similitud y desemejanza y
asignación básica de disimilitud. No admitimos la simetría como elemento ingrediente de la forma sustancial,
básica, de una similitud o disimilitud. Al menos, en español y en inglés. Según el diccionario de la R.A.E.,
semejanza posee el signi…cado de copia, de imitación. Según elWebster’s [259], su equivalente inglés, likeness,
posee el signi…cado de «the state or fact of being like» (el estado o hecho de ser como), o sea, el mismo signi…cado.

De…niremos —cfr. Defs. 48 y 49— los conceptos de similitud y disimilitud como semejanza y desemejanza
simétricas, respectivamente. A continuación, de…nimos los conceptos de distancia (de Birkhoff), separación,
métrica, ultramétrica, distancia (écart) de Fréchet y distancia (écart) regular de Fréchet.

Más adelante, en el Capítulo 11, de…niremos similaridad (y su antónimo, disimilaridad) y parecido (y su
antónimo, distinción). Todo ello conformará un marco de trabajo apropiado para comparar conjuntos borrosos.
En este capítulo examinamos ciertas propiedades que las medidas de comparación deberían satisfacer. En
capítulos posteriores, sugerimos algunas familias de medidas que se usarán como soporte para ciertos criterios
basados en proximidades, que se utilizarán para comparar subconjuntos borrosos.

1Krzanowski y Marriot [591] (p. 106), hacen una re‡exión de intención parecida, sólo que ellos utilizan el término «proxin-
min-dad». Sin embargo, nosotros reservamos este vocablo para denotar una relación simétrica de cercanía —cfr. infra Cap.
12—. Los espacios de proximidad —cfr. Pervin [592]; Thron [593]— constituyen una clase «intermedia» de espacios entre
los espacios topológicos —cfr. Riesz [594]; Fréchet [595]; Moore [596]; Hinrichsen y Fernández [279]— y los uniformes —cfr.
Weil [597]; Mamuzic [598]; Bourbaki [599]; Hinrichsen y Fernández [279]—. En páginas siguientes, no obstante, trabajaremos
con un tipo particular de espacios uniformes, los espacios métricos —cfr. infra Def. 59 (pág. 97).
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Uno de las metas que debemos tener siempre en mente es que, dado un universo de discurso no vacío (o
referencial) U , y una pareja de subconjuntos borrosos de U , esto es A;B 2 F(U), donde F(U) denota la potencia
borrosa de U —esto es, la clase de todos los subconjuntos borrosos de U—, estamos interesados en de…nir y
calcular una función:

d : F(U)£ F(U)! V (5.1)

donde V es un espacio de valoración adecuada, de forma que d(A;B) 2 V represente un «coste» asociado a
alguna de las sustituciones posibles «A por B» o «B por A», pudiendo interpretarse como una medida de la
desemejanza existente entre A y B.

J. A. Hartigan [600] propuso la siguiente relación de doce estructuras de semejanza:

S1: s es la distancia euclidea —cfr. Ec. 5.17— en E £E.
S2: s es una métrica —cfr. Def. 55— en E £E.
S3: s se de…ne en E £E, está valorada en R y es simétrica.
S4: s se de…ne en E £E, está valorada en R.
S5: s es un orden completo en E £E.
S6: s es un orden parcial en E £E.
S7: s es un árbol ¿ en E, esto es, un orden parcial de semejanza, (i; j) · (k; l) siempre que sup¿ (i; j) ·

sup¿ (k; l).

S8: s es un orden relativo completo de semejanza ·i en E para cada objeto Ei de E: j ·i k signi…ca que Ej
no es más semejante a Ei de lo que es Ek.

S9: s es un orden relativo parcial de semejanza ·i en E.
S10: s es una dicotomía de semejanza en E£E, esto es, E£E se divide en un subconjunto de pares semejantes

y otro de pares no semejantes.

S11: s es una tricotomía de semejanza en E£E, o sea, E£E se divide en un subconjunto de pares semejantes,
otro de pares no semejantes, y el resto.

S12: s es una partición de E en subconjuntos de objetos similares.

Según Cormack [601], la mayoría de los estudios empíricos se han realizado con alguna de las tres primeras.

5.2 Re‡exividad e irre‡exividad:
las esencias de la comparación

(Marina tiene cuatro años y es hija de Juan Miguel)
—J.M.: Pero si ambas cajas son iguales.
—Marina: No, no son iguales.
—J.M.: Pues yo no veo la diferencia.
—Marina: Es que la chica ha metido una bolsa de gusanitos en ésta.
—J.M.: Y, ¿cómo sabes que no ha metido otra bolsa de gusanitos en la otra?
—Marina: Porque no lo he visto.

Sea U un conjunto referencial o universal no vacío. Sea P = (C;¹) un conjunto parcialmente ordenado
(c.p.o.)

De…nición 43 Denominamos asignación (parcial o total) de comparación entre elementos de U, a cualquier
función (parcial o total) m : U £ U ! P , tal que satisfaga los dos requisitos siguientes:
i) Ranm, el recorrido o rango de la función m, es completo en el c.p.o., o sea, que posee mínimo y máximo;

ii) 8u 2 U, m(u; u) = inf Ranm ó 8u 2 U, m(u; u) = supRanm.
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Es decir, a nuestro parecer, debemos exigir que al comparar un elemento consigo mismo, el valor establecido
por la asignación de comparación sea el «máximo» o el «mínimo» permitido. A una asignación de comparación
que asigne lo máximo (resp., lo mínimo) permitido, podríamos denominarla «asignación básica maximal» (resp.,
«asignación básica minimal»)2.

Sin embargo, cuando se formaliza cualquier tipo de semejanza, es habitual que el mínimo del rango repre-
sente la desemejanza absoluta y que el máximo del rango represente la semejanza total. Esto motiva que nos
atrevamos a llamar «asignación básica de similitud» a la «asignación básica maximal», y «asignación básica
de disimilitud» a la «asignación básica minimal». Pero, insistimos, sólo es una licencia que nos permitimos.

De…nición 44 Decimos que una asignación de comparación s : U £ U ! P es una asignación básica de
similitud en U, precisamente si es tal que para todo u 2 U:

s(u; u) = supRan s (5.2)

De…nición 45 Decimos que una asignación de comparación d : U £ U ! P es una asignación básica de
disimilitud en U, precisamente si es tal que para todo u 2 U:

d(u; u) = inf Ran d (5.3)

Proposición 46 Las únicas funciones reales f que son a la vez asignación básica de similitud y de disimilitud
en un mismo universal U, son las funciones constantes.

Demostración. En efecto, trivialmente Ran f = fminRan fg = fmaxRan fg.

Observación 47 Por asignación de comparación, por tanto, nos referimos a cualquiera de las dos asignaciones
básicas, de similitud o de disimilitud, siempre que la distinción entre ellas no necesite ser hecha. Advertimos
varias consideraciones:

1. Parece obvio que si nuestro objetivo es comparar dos objetos u e v, pertenecientes a un universal U,
debemos hacerlo en el espacio observado O(U) usando alguna clase de función que actúe sobre ciertos
valores observados asignados a tales objetos:

s(u; v) = f(o(u); o(v)) (5.4)

y que de alguna forma indique la «fuerza cohesiva» de la relación (de similitud básica) existente entre los
objetos.

2. Parece deseable que una asignación de comparación sea una función total en O(U)£O(U), de forma que
sea posible comparar cualquier par de objetos del universal observable O(U). Para simpli…car, notaremos
de ahora en adelante, O(U) como U y o(u) como u, es decir, presumimos nuestra capacidad de poder
observar todo lo observable y nuestra capacidad de poder llevar a cabo restricciones de dominio —uno es
el dominio de los planetas y satélites y otro el de los quesos, aunque la luna se compare con uno de estos
últimos—. A pesar de que todo ello, pueda parecer a algunos, que lo único que enaltezca esta presunción
sea a nuestro antropocentrismo.

3. Una asignación de comparación debería valorarse en determinadas estructuras algebraicas, por ejemplo,
en un cuerpo, pero en todo caso esto depende de los requerimientos mínimos de poder de cálculo que se
pretenda que posea el sistema. La estructura elegida debería estar ordenada, pues así podrían compararse
las valoraciones de la medida de comparación asociadas a diferentes parejas de objetos. Una estructura
con amplio poder de cálculo es un cuerpo ordenado (K;+; ¢;·). Por ejemplo, podría hacerse en el cuerpo
ordenado y completo de los números reales (R;+; ¢;·). Si se considera sólo valoración no negativa,
entonces, para un cuerpo ordenado cualquiera (K;+; ¢;·), la valoración se haría en K+

0 , el conjunto de
los elementos no negativos del cuerpo.

4. Muchas asignaciones de comparación se valoran en la recta real extendida P = (R;·), donde R =
f¡1g[R[ f+1g. Esto se debe a que por ejemplo, en Análisis Jerárquico de Agrupamientos, se trabaja
con coe…cientes de similaridad (un caso particular de asignación básica de similitud) que pueden valer +1

2El capítulo cuarto de la obra de MaPuri…cación Galindo [266] repasa algunas condiciones su…cientes para la existencia de
extremos en una ordenación: lema de Max Zorn, lema minimal y maximal de Kacimir Kuratowski, principio minimal de Luitzen
Egbertus Jan Brouwer, principio minimal de Zygmunt Janiszewski, principio maximal de John Wilder Tukey.
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—por ejemplo, el índice ¾SS2 de Sneath y Sokal (cfr. Ec. 10.30) o el coe…ciente ¾K1 de Kulczynski
(cfr. Ec. 10.37)—, y también con coe…cientes de disimilaridad (un caso particular de asignación básica
de disimilitud) con posible valoración in…nita —por ejemplo, la distancia euclidea ±E (cfr. Ec. 10.80),
su cuadrado ±E2 (cfr. Ec. 10.81), el índice de diferencia de tamaños ±tam (cfr. Ec. 10.91) o el índice
de discrepancia ±di (cfr. Ec. 10.79)—. Asimismo, existen coe…cientes de similaridad que toman valores
negativos —por ejemplo, el índice ¾DIS de dispersión (cfr. Ec. 10.61), el coe…ciente de coalición Y de
Yule (cfr. Ec. 10.31), el índice de similaridad Q de Yule (cfr. Ec. 10.32), el coe…ciente phi de
Pearson (cfr. Ec. 10.56) o el índice de Hamann (cfr. Ec. 10.57).

5. Establecemos como axioma la re‡exividad de una asignación básica de similitud. Si nuestro espacio de
valoración es R y si la asignación básica de similitud está acotada superiormente en R, por ejemplo por
1, resulta intuitivo asociar a un objeto tal cota superior como asignación básica de medida de la similitud
consigo mismo (expresión de una máxima similitud), esto es:

s(u; u) = 1 (5.5)

De manera similar, si nuestro espacio de valoración es R y si suponemos que las asignaciones básicas
de disimilitud están acotadas inferiormente en R, por ejemplo por 0, resulta natural asociar a un objeto
tal cota inferior como asignación básica de medida de la disimilitud consigo mismo (expresión de una
máxima disimilitud), esto es:

d(u; u) = 0 (5.6)

quedando así establecido como axioma la irre‡exividad de una asignación básica de disimilitud.

Si las asignaciones básicas de similitud (resp., disimilitud) se suponen no acotadas superiormente (resp.,
inferiormente) en R, la expresión de la re‡exividad (resp., irre‡exividad) será s(u; u) = +1 (resp.,
d(u; u) = ¡1).
Insistimos, la única propiedad cierta que exigimos a una asignación básica de similitud (resp., disimilitud)
es su re‡exividad (resp., irre‡exividad).

5.3 Simetría:
similitud y disimilitud

La incorporación de la propiedad de simetría a una asignación de comparación, no es algo tan evidente como
pueda parecer en un primer momento. Un ejemplo de Gordon [10] (p.14) puede ilustrarnos. Tal ejemplo surge
en el análisis de confusión que se realiza sobre datos procedentes de una transmisión de símbolos mediante
código Morse (Samuel Finley Breese): cada símbolo se transmite muchas veces y los datos presentados en
términos de las frecuencias fij de que fuese enviado el símbolo i, pero que un receptor (inexperto) recibiese en
su lugar el símbolo j. Claramente, puede que fij no sea igual a fji.

En otras palabras, puede suceder que la similitud entre i y j, vista desde i (el patrón enviado) hacia j (el
estereotipo identi…cado), sea distinta de la similitud entre i y j, vista desde j (el patrón enviado) hacia i (el
estereotipo identi…cado).

Sin embargo, podemos, de inmediato, de…nir una asignación básica y simétrica de similitud (una similitud,
en el sentido de la Def. 48). Una medida de la similitud percibida, para la pareja de símbolos (i; j) podría
basarse en:

sij =
1

2
(fij + fji) (5.7)

—y esta matriz simétrica de similitudes, podría analizarse mediante métodos de clasi…cación (cfr. Shepard
[602]).

Casos particulares de asignaciones de comparación asimétricas y su aplicación a tareas de clasi…cación y
análisis de agrupamientos (clusters) pueden consultarse en los trabajos de Gower [603, 604], Constantine y
Gower [605], Schönemann [606] y Chauhan, Harper y Krzanowski [607].

Por esta posible existencia de asimetría, no consideramos fundamental la simetría en las asignaciones básicas
de similitud ni en las de disimilitud. Proponemos, pues, dos nuevas de…niciones.
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De…nición 48 Decimos que una asignación básica de similitud s en U, es una similitud3 en U, precisamente
si es simétrica, o sea, si para todo u; v 2 U:

s(u; v) = s(v; u) (5.8)

De…nición 49 Decimos que una asignación básica de disimilitud d en U, es una pseudodistancia o disimi-
litud4 si es simétrica, o sea, si para todo u; v 2 U:

d(u; v) = d(v; u) (5.9)

5.4 Mismo lugar, mismo objeto (si mismo tiempo):
distancias de Birkho¤ y de Fréchet, métricas y ultramétricas

«Cualquier color, siempre que sea negro.»
—Henry Ford (1863-1947) (Atribuido a él, hace referencia a las opciones de color del Ford T)

De…nición 50 Una distancia5 (de Birkho¤) —cfr. v. gr. Martin [612], Millman y Parker [615];
semimétrica, p. ej. según Schweizer y Sklar [477]; semidistancia, p. ej. según Cech [621]—, es una
disimilitud, cuyo rango es [0;+1):

d : U £ U ! [0;+1) (5.11)

tal que6 para todo u; v 2 U:

d(u; v) = 0 =) u = v (5.12)

(o sea, «mismo lugar, mismo objeto»7).

3Una relación binaria re‡exiva y simétrica, a veces aparece en la literatura con el nombre de (relación de) parecido. Claro que
también nos la podemos encontrar con el nombre de semejanza —cfr. v. gr. Kaufmann, Dubois y Cools [608] (p. 34, de la
edición española).

4A veces se denomina coe…ciente de disimilaridad (dissimilarity coe¢cient) —cfr. Gordon [10] (p. 13)—. No debe
confundirse con la medida de disimilaridad que de…niremos más adelante —cfr. Def. 197.

5Esta noción de distancia se debe a Birkhoff [609], y está basada en trabajos previos de Birkhoff y Beatley [610]. Su
construcción de la geometría, conocida como la aproximación métrica, consiste en la utilización de axiomas motivados por el
uso de regla y transportador. Las ideas de Birkhoff son seguidas por muchos autores —cfr. Birkhoff y Beatley [611]; Martin
[612]; Moise [613]; Prenowitz y Jordan [614]; Millman y Parker [615].
El concepto de geometría métrica se desarrolla de la siguiente manera —cfr. Martin [612]; Millman y Parker [615]—.

Una geometría abstracta A = fS; Lg consta de un conjunto S, cuyos elementos se denominan puntos, junto a una colección
L de subconjuntos no vacíos de S, denominados líneas, tales que: a) para toda pareja de puntos (distintos) A;B 2 S existe una
línea l 2 L con A 2 l y B 2 l, y b) toda línea tiene al menos dos puntos. Si además, a) cualesquiera dos puntos distintos de
S pertenecen a una única línea, y b) existen tres puntos A;B;C 2 S que no pertenecen todos a una misma línea, la geometría
abstracta A = fS;Lg se denomina una geometría de incidencia.
Sea l una línea de una geometría de incidencia fS; Lg y d una distancia de…nida sobre S. Una función f : l! R es una regla (o

un sistema de coordenadas) para l si

i) f es una biyección,
ii) para todo pareja de puntos P;Q 2 l, jf(P )¡ f(Q)j = d(P;Q) (5.10)

Una geometría métrica M = fS;L; dg es cualquier geometría de incidencia fS; Lg que tenga asociada una función distancia
d tal que toda línea l 2 L tenga una regla. Nótese que no toda distancia proporciona una geometría métrica —cfr. Millman y
Parker [615].
La aproximación métrica a la geometría no es la única. Otra es conocida como la aproximación sintética, y fue usada por

Euclides en sus Elementos (s 300 a. de C.) —cfr. Heath [616]—. El primer sistema axiomático riguroso para la geometría
euclidea se debe a Pasch [617]. Desde ese momento, se han propuesto, y siguen construyéndose, in…nidad de sistemas axiomáticos
diferentes —cfr. Martin [612]—. Quizás el más famoso sea el debido a David Hilbert [618] —cfr. Borsuk y Szmielew [619];
Greenberg [620]; Martin [612]—. En la aproximación sintética, los axiomas de congruencia reemplazan las de…niciones de medida
de distancias y ángulos propias de la aproximación métrica. Un conjunto de axiomas para la geometría neutra (ver siguiente
nota a pie de página), esencialmente los propuestos por Hilbert [618] pueden consultarse en —cfr. Borsuk y Szmielew [619];
Greenberg [620]; Millman y Parker [615].

6Tal de…nición de distancia no prohíbe la existencia de una geometría métrica en la que la distancia se mida, por ejemplo, en
metros sobre algunas líneas y en centímetros sobre otras. Esto se debe a la existencia local de la regla: una regla por línea.

7Es decir, dos objetos distintos no pueden ocupar el mismo lugar. Claro que se re…ere al mismo instante de tiempo, porque es
perfectamente posible que en instantes de tiempo diferentes, objetos distintos ocupen la misma localidad espacial.
Cualquier modelo potencial de la teoría del tiempo debe incluir un conjunto de instantes T y un orden lineal entre instantes <,

de tal forma que t < t0 signi…que que t se halla temporalmente delante de t0. Parece lógico postular, de cara a la realidad, además,
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Observación 51 Sea U un conjunto referencial o universal no vacío. Sea d : U £U ! [0;+1) una asignación
real de comparación en U . Si para todo u; v 2 U,

u = v () d(u; v) = 0 (5.16)

se dice que d es de…nida positiva. En ciertos ambientes, se denomina distorsión a toda asignación real de
comparación que sea de…nida positiva —cfr. Rabiner y Juang [623] (p. 150, p. 195, et passim).

Fue René Maurice Fréchet, en su disertación de doctorado [595], quien propuso por primera vez la de-
sigualdad triangular (5.18) para junto a los axiomas anteriores (5.3, 5.9 y 5.12), fundamentar la teoría de
espacios métricos —cfr. Def. 55— (si bien el nombre de espacio métrico se debe a Félix Hausdorff).

De…nición 52 Una función distancia d sobre U, satisface la desigualdad triangular8 si para cada terna de
puntos u; v; w 2 U:

d(u;w) · d(u; v) + d(v;w) (5.18)

Observación 53 La desigualdad triangular tiene su parecido con la noción de transitividad: si es mucha
la similitud entre u y v, y también es mucha la similitud entre v y w, entonces parece que no debería ser
mucha la disimilitud entre u y w (piénsese, por ejemplo, en aplicaciones de comparación y reconocimiento de
patrones, donde, en principio, cualquier otro resultado no sería del todo deseable). Por otro lado, una función
de similitud debería estar de acuerdo con nuestras nociones intuitivas de parecido entre los objetos particulares
en consideración. Así, sería bueno que la función fuese insensible a pequeñas perturbaciones o incluso errores
en los datos, esto es, sería buena su robustez.

No obstante, exigir una transitividad «estricta» puede, aparentemente, conducir a paradojas: si es mucha
la similitud entre u y v, y también es mucha la similitud entre v y w, entonces debe ser mucha la similitud
entre u y w, pero, entonces, todos los objetos reales (e imaginarios) serían muy semejantes entre sí —paradoja
del Sorites (cfr. Vásconez [624]; Vásconez y Peña [177])—. Según Marvin Minsky [625], esto ejempli…ca
uno de los problemas inherentes a la postura logicista9 (deductiva) en Inteligencia Arti…cial, concretamente el

que < sea denso —cfr. Balzer [622] (teoría del tiempo, pp. 155ss.):

(8t; t0 2 T ) (t < t0 ¡! (9t00 2 T ) (t < t00 < t0)) (5.13)

y continuo en T :

(8X;Y µ T ) (X \ Y = ; ^ (8t; t0 2 T ) (t 2 X ^ t0 2 Y ¡! t < t0)
¡! (9t00 2 T ) (8t; t0 2 T ) (t 2 X ^ t0 2 Y ¡! t < t00 < t0)) (5.14)

Como la estructura anterior es meramente topológica, no surgen valoraciones aritméticas de la proximidad, aunque si se considera
T ½ R, puede utilizarse cualquier distancia sobre R, para inducir una distancia sobre T . Para aunar los puntos espaciales y los
temporales se hace necesaria una función de distancia ternaria d : T £ S £ S ¡! R+0 , que para cada instante t valore la distancia
entre dos puntos espaciales a y b, de tal forma que

d(t; a; a) = 0

d(t; a; b) = d(t; b; a) (5.15)

d(t; a; b) = 0! a = b

es decir, que para cada instante t, la función dt : S £ S ¡! R+0 , dt(a; b) = d(t; a; b) sea una distancia.
8En el plano Euclideo, la distancia

d2(u;v) =

q
ju1 ¡ v1j2 + ju2 ¡ v2j2 (5.17)

satisface la desigualdad triangular, lo que se interpreta diciendo que para todo triángulo del plano Euclideo, la longitud de un lado
del triángulo es estrictamente menor que la suma de las longitudes de los otros dos lados. Esta «visión plana» de la desigualdad
triangular puede extrapolarse a cualquier geometría neutra, bajo una aproximación métrica a la geometría.
Aunque la desigualdad triangular está bien establecida por de…nición 5.18, puede también ser vista como una consecuencia

de ciertos axiomas que querremos que satisfagan desde el punto de vista de la aproximación métrica. Se denomina geometría de
Pasch a cualquier geometría métrica en la que toda línea que interseque un lado de un triángulo debe intersecar alguno de los
otros dos lados. Una geometría neutra (o absoluta) es cualquier geometría métrica dotada de una medida de ángulos (geometría
«protactor» –transportador), que veri…ca el axioma lado-ángulo-lado: si siempre que dos lados de un triángulo y el ángulo que
forman son congruentes con otros dos lados de otro triángulo y el ángulo que forman estos últimos, entonces los dos triángulos
son congruentes. En cualquier geometría neutra, la longitud de un lado de un triángulo es estrictamente menor que la suma de
las longitudes de los otros dos lados. La igualdad se da precisamente si los vértices del triángulo son puntos colineales. Esta es la
desigualdad triangular —cfr. Millman y Parker [615]—. Por último, observemos que la desigualdad triangular no se satisface en
cualquier geometría métrica —cfr. Millman y Parker [615].

9Esta postura ha de entenderse como «la reducción del proceso de construcción de un sistema inteligente a la selección de un
conjunto de sentencias en un lenguaje lógico, sobre el que opera un demostrador de teoremas como emulador de los mecanismos
de razonamiento» —cfr. Carnota [626] (p. 152).
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que surge al separar axiomas y deducción —o sea, al asumir la independencia entre el conocimiento y su forma
de uso—, pues di…cultará a posteriori la clasi…cación de las proposiciones y el control del proceso deductivo.

Ulises Moulines [627] propone, como alternativa, una inyección de probabilidad, que en nuestro caso podría
quedar así:

«si es mucha la similitud entre u y v,
y también es mucha la similitud entre v y w,
entonces es sólo probable que sea mucha la similitud entre u y w.»

De este modo, una relación binaria de similitud no sería exactamente una relación de equivalencia.

De todo esto, surge una de…nición alternativa y plausible de similitud (acotada en [0; 1]): Cualquier función
total:

s : U £ U ! [0; 1] (5.19)

tal que para todo u; v 2 U:
i) u = v =) s(u; v) = 1
ii) s(u; v) ' 1 =) p (s (v; u) ' 1) ' 1
iii) s(u; v) ' 1 ^ s(v;w) ' 1 =) p (s (u;w) ' 1) ' 1

(5.20)

donde p es una medida de probabilidad.

De…nición 54 Félix Hausdorff denomina separación —pseudométrica o semidistancia, p. ej. según Hin-
richsen y Fernández Muñiz [279]— a toda disimilitud que satisfaga la desigualdad triangular (5.18).

De…nición 55 Se denomina métrica10, a toda distancia d : U £ U ! R+0 , que veri…que la desigualdad trian-
gular (5.18).

Observación 56 Si la métrica se valora en R+0 [f+1g, en vez de en R+0 , se denominamétrica de valoración
real extendida. Una métrica se dice asimétrica si satisface (5.3), (5.12) y (5.18).

De…nición 57 Se denomina distancia ultramétrica o simplemente ultramétrica, a toda distancia de Birkhoff
d : U £ U ! R+0 que en vez de la desigualdad triangular (5.18), satisfaga, para todo u; v; w 2 U, una condición
más fuerte, la desigualdad ultramétrica:

d(u;w) · maxfd(u; v); d(v;w)g (5.22)

Observación 58 Se prueba fácilmente que la desigualdad ultramétrica implica la desigualdad triangular, de
modo que: toda ultramétrica es una métrica. Un resultado importante sobre ultramétricas a…rma que,
toda ultramétrica de…nida en un conjunto …nito, determina una jerarquía indexada en tal conjunto …nito. Y,
recíprocamente, toda jerarquía indexada sobre un conjunto …nito, de…ne una ultramétrica en dicho conjunto
…nito —cfr. Cuadras [631] (Teorema 4, p. 449).

De…nición 59 Sea U 6= ?. Caso de ser d una métrica, pseudométrica, disimilitud, o una ultramétrica, se
denominará al par (U ; d), espacio métrico, pseudométrico, de disimilitud, o ultramétrico, respectivamente.

Observación 60 Son muchas las nociones que pueden considerarse extensoras del concepto de espacio métri-
co11. Ðuro R. Kurepa de…nió la noción de espacio de pseudo-distancias (pseudo-distancial space), donde la
función distancia toma valores en un conjunto totalmente ordenado. Actualmente se conocen como espacios
de Kurepa-Fréchet, porque Maurice René Fréchet concibió posteriormente este mismo concepto de espacio
10Una de…nición equivalente —cfr. Del Castillo [628] (p. 2); Pflaumann y Unger [629] (p. 64)— se tiene incluyendo

implícitamente la simetría en la desigualdad triangular. Sea U 6= ;, una función d : U £ U ! R es una métrica en U si
M1) u = v () d(u; v) = 0 ;
M2) d(u; v) · d(u; w) + d(v; w) (5.21)

para todo u; v;w 2 U . La simetría y la no negatividad de d se deducen fácilmente como consecuencia de esta nueva de…nición.
Finalmente, decir que algunos autores —cfr. v. gr. Ayala, Domínguez y Quintero [630]—, emplean la denominación «distancia

métrica».
11A lo largo de los años, han sido propuestas diversas generalizaciones del concepto de espacio métrico. Una de ellas es el

concepto de espacio métrico generalizado, propuesto por Trillas [632] —cfr. Alsina [633]; Trillas y Alsina [634]; Schweizer y
Sklar [477] (Def. 15.5.2).
Un T-semigrupo es —cfr. Trillas [632] (via Schweizer y Sklar [477], Def. 15.5.1)— una cuaterna (G;+; e;·) donde (G;+)
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y han sido objeto de estudio por grandes matemáticos como Mamuz¼¬c, Pap¼¬c, Appert, Colmez o Boltjan-
ski.
La importancia que tienen estos espacios para nosotros es que la noción de conjunto borroso está implícita
en ellos. Y no sólo eso, en el libro de Ðuro R. Kurepa, The Theory of Sets (1951), aparece la expresión
«conjuntos con estructura borrosa», según nos re…ere Z. Mijajlov¼¬c [637].

De…nición 61 Se dice que una distancia de Birkhoff —cfr. Def. 50— es una distancia (écart) de
Fréchet [638] si existe una función % : R+ ! R+, tal que para todo u; v 2 U y para todo " 2 R+:

d(u; v) · " ^ d(v;w) · " =) d(u;w) · %(") (5.31)

Si además limx!0 %(x) = 0, se dirá que d es regular.

es un semigrupo conmutativo con elemento neutro e, y · es una relación de orden parcial en G tal que

i) e · a
y + es isótona respecto de ·, o sea,

ii) a · b =) a+ c · b+ c
para todo a; b; c 2 G.
Un espacio métrico generalizado es una terna (U ;G; d), donde U es un conjunto no vacío, G = (G;+; e;·) es un T-semigrupo

y d es una aplicación d : U £ U ! G, tal que para todo u; v;w 2 U , es simétrica, veri…ca la desigualdad triangular y la condición
de identidad: si e es la unidad de G, entonces, d(u; v) = e() u = v.
Ejemplos de espacios métricos generalizados:

1. Si G = (R+;+; 0;·) entonces (U ;G; d) es un espacio métrico ordinario de Fréchet.
2. Si ¢+ es el conjunto de funciones de distribución nulas en el origen y a su izquierda, "0 es la función de (Oliver) Heaviside,
¿ es una función triangular —una operación binaria en ¢+ conmutativa, asociativa no decreciente en cada componente y
con elemento neutro "0—, y G = (¢+; ¿ ; "0;¸) entonces (U ;G; d) es un espacio métrico probabilístico en el sentido de
Schweizer y Sklar [477] [477] (Def. 8.1.1).

3. Las álgebras booleanas autometrizadas y los espacios métricos booleanos —cfr. Blumenthal [635] (cap. 15)— también
pertenecen a la clase de espacios métricos generalizados, porque la diferencia simétrica con…ere estructura de grupo a
cualquier álgebra booleana.

Otra generalización del concepto de espacio métrico puede encontrarse en los trabajos sobre «distancias abstractas» de
Mamuz¼¬c [598] —cfr. Pflaumann y Unger [629] (pp. 86ss.)—. Sólo veremos aquí un ejemplo, presentado por Appert, Maurice
René Fréchet, Ðuro R. Kurepa y Ky Fan —cfr. Pflaumann y Unger [629] (pp. 86ss.)—. Supongamos que queremos de…nir
una distancia:

d : U £ U ! H (5.23)

siendo H un conjunto con un orden …ltrante por la izquierda —(8fx; yg µ H)(9z 2 H)(z ¹ x^ z ¹ y)—, con un elemento mínimo
o y al menos otro elemento. La condición (M1) —cfr. Ec. 5.21— es la misma, pero la condición (M2) debe transformarse en:^

h2Hnfog

_
h02H

¡
d(u; v) · h0 ^ d(w; v) · h0 ) d(u;w) · h¢ (5.24)

A partir de esta de…nición, es imposible deducir la simetría. En vez de ella, tendríamos:^
h2Hnfog

_
h02H

¡
d(x; y) · h0 ) d(y; x) · h¢ (5.25)

Kramosil y Michalek [636] introducen el concepto de espacio métrico borroso generalizando el concepto de espacio métrico
probabilístico al caso borroso. La de…nición que se presenta a continuación , es la propuesta por Kaleva y Seikkala [419] (pp.
218-219). Ellos de…nen la distancia entre dos puntos como un número borroso no negativo. Obtienen, además, una desigualdad
similar a la conocida desigualdad triangular para espacios métricos.
Al igual que el valor d(x; y)(t) en un espacio métrico probabilístico, en realidad, se interpreta como la probabilidad de que la

distancia entre x e y sea t —cfr. Schweizer y Sklar [477] (p. 13 et passim )—, en un espacio métrico borroso se interpretará
como la posibilidad de que la distancia entre x e y sea t —cfr. Kaleva y Seikkala [419] (pp. 219ss).
Sea X un conjunto no vacío, d una función total de X £ X en N+, y sean las funciones totales L;R : [0; 1] £ [0; 1] ! [0; 1],

simétricas, no decrecientes en ambos argumentos y tales que L(0; 0) = 0 y R(1; 1) = 1. Sea:

®(d(x; y)) = [¸®(x; y); ½®(x; y)] (5.26)

para x; y 2 X y 0 < ® · 1. La función d es una métrica borrosa, si para todo x; y; z 2 X:
d(x; y) = 0$ x = y (5.27)

d(x; y) = d(y; x) (5.28)

d(x; y)(s+ t) ¸ L(d(x; z)(s); d(z; y)(t)), si s · ¸1(x; z), t · ¸1(z; y), s+ t · ¸1(x; y) (5.29)

d(x; y)(s+ t) · R(d(x; z)(s); d(z; y)(t)), si s ¸ ¸1(x; z), t ¸ ¸1(z; y), s+ t ¸ ¸1(x; y) (5.30)

La cuaternidad (X;d;L;R) se denomina espacio métrico borroso —cfr. Kaleva y Seikkala [419] (pp. 218-219).
En la anterior de…nición, una elección para L puede ser una t-norma —cfr. infra §4.6—, a la vez que una elección para R puede

ser una t-conorma —cfr. infra §4.6.
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Observación 62 Se demuestra fácilmente que toda métrica de Birkhoff es una distancia regular de Fréchet.
En efecto, sea d una métrica de Birkhoff; entonces, por la desigualdad triangular, para todo " 2 R+, si
d(u; v); d(v;w) · ", de donde, d(u; v) · 2", por lo que d es una distancia de Fréchet con %(x) = 2x, y como
limx!0 2x = 0, se tiene que d es regular.

5.5 Ejemplos de métricas:
familias de Minkowski

«De tal palo, tal astilla.»
—Refrán

Sea U un conjunto universal no vacío. Sea X = fx1; : : : ; xng un conjunto de variables numéricas, en función
de las cuales se representan todos los objetos o individuos de U . Denotamos mediante uk, el valor de la variable
xk para el individuo u 2 U .
Veamos, a continuación, varias familias de métricas de Minkowski.

5.5.1 La familiaM1 de métricas de Minkowski

La familia de métricas de Minkowski:

M1 = fdp : p 2 [1;+1)g (5.32)

donde, para todo u; v 2 U , y p 2 [1;+1):

dp (u; v) =

Ã
nX
i=1

jui ¡ vijp
!1=p

(5.33)

Se satisface que si p; q 2 [1;+1), son tales que 2 < q < p <1, entonces —cfr. Hinrichsen y Fernández
Muñiz [279] (p. 43):

d1 · dp · dq · d2 · d1 · nd1 (5.34)

siendo d1 = limp!1 dp la métrica de Tchebycheff:

d1(u; v) = supfjui ¡ vij : i = 1; : : : ; ng (5.35)

En los casos p = 1 y p = 2 reconocemos las métricas del valor absoluto —también llamada Manhattan,
box-car, taxista, city-block, o Hamming— y la euclidea12, respectivamente.

12Aunque es habitual referirse a d2 como la distancia euclidea, la realidad es más extensa. Se dice que una función d : U£U ! R+0 ,
es euclidea si existe un espacio de representación real euclideo, es decir, precisamente si existe m 2 Z+, tal que todo par de elementos
u; v 2 U , tenga asociado un par de puntos P;Q 2 Rm, de modo que:

d(u; v) = d2(P;Q) (5.36)

Toda ultramétrica es euclidea —Gower lo conjetura [639], Holman lo demuestra [640], y por ejemplo, Cuadras y Usón lo
con…rman y precisan [641] —y Cuadras [631] (p. 451).
Una distancia que provenga de una norma, es euclidea, si la norma se de…ne a partir de un producto escalar de…nido positivo

—cfr. Cuadras [631] (p. 376)— (si x ¢ y representa el producto escalar, entonces la norma es kxk = px ¢ x). De este modo, de la
familia M1 de métricas de Minkowski, sólo d2 es euclidea:

d2(u; v) = (u¡ v)T (u¡ v)
siendo u; v 2 U . La distancia de Tchebycheff tampoco es euclidea.
Sin embargo, la distancia cuadrática y la de Mahalanobis, sí son euclideas (la matriz métrica es de…nida positiva). Por ejemplo,

esta última se de…ne de la siguiente forma. Si X1; : : : ; Xn son v.a. de matriz de covarianzas C, no singular, y u y v individuos de
coordenadas:

u = (u1; : : : ; un)

v = (v1; : : : ; vn)

entonces la distancia estadística general (al cuadrado) de Mahalanobis [642] entre u y v es:

D2(u; v) = (u¡ v)TC¡1(u¡ v) (5.37)
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Proposición 63 Si 0 < p < 1, dp es una distancia de Birkhoff (cfr. Ec. 50) no triangular (cfr. Ec. 52).
En realidad, es un «écart de Fréchet» (cfr. Def. 61) de función %(x) = x21=p.

Demostración. Puede verse en la tesis doctoral de Francisco Montalvo [643] (p. 20).

Observación 64 En particular, esta última proposición asegura que si 0 < p < 1, entonces dp es una disimi-
litud.

5.5.2 La familia M1;w¤ de métricas ponderadas de Minkowski

De…nición 65 La familia de métricas ponderadas de Minkowski:

M1;w¤ = fdw¤p : 1 · p <1g (5.38)

donde, para todo u; v 2 U , y 1 · p <1:

dw
¤

p (u; v) =

Ã
nX
i=1

w¤i jui ¡ vijp
!1=p

(5.39)

donde w¤ = (w¤1 ; : : : ; w¤n) es un vector de índices ponderales, que permite la consideración de que las diferentes
dimensiones sean desigualmente relevantes. Nótese que usamos el superíndice «estrella» para indicar que el
vector de índices ponderales no tiene por qué estar necesariamente normalizado.

De…nición 66 Una subfamilia de la anterior es M1;w, la familia de métricas de Minkowski con pon-
deración normalizada. La diferencia es que los índices ponderales están normalizados, perteneciendo a
[0; 1].

Para p =1 se tiene la métrica de Tchebycheff:

d1(u; v) , lim
p!1dp(u; v)

= lim
p!1d

w¤
p (u; v)

= maxfju1 ¡ v1j; : : : ; jun ¡ vnjg

A veces se usa la conocida como «distancia ponderada de Tchebyche¤»:

dw
¤

1 (u; v) , maxfw¤1ju1 ¡ v1j; : : : ; w¤njun ¡ vnjg (5.40)

Otras veces, se añade un sesgo a las distancias «puras»; por ejemplo, en el marco de la decisión multicriterio,
y siendo u una alternativa, y w¤i el índice ponderal asociado al criterio i, Wierzbicki [644, 645] propone una
«parametrización»:

±1(u; v) = d
w¤
1 (u; v) + ®

X
w¤i jui ¡ vij (5.41)

que como vemos, usa dw
¤

1 .

Bernard Roy, en un trabajo [646] anterior al deWierzbicki, considera:

±2(u; v) = d
w¤
1 (u; v) +

X
®iui (5.42)

Nótese la asimetría subyacente a su propuesta (en su marco de trabajo, u es una alternativa en un problema
multicriterio). No obstante, hay que señalar que él trabaja sólo con la Ec. 5.42 y nunca con dw

¤
1 (v; u), ni con

ninguna relación entre ambas.

5.6 Armonizando las dimensiones:
normalización

«No te preocupes, querida, todos estamos hechos iguales, aunque algunos más que otros.»
—Noël Coward <The Café de la Paix>
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Como hemos hablado de vectores normalizados, dedicamos un pequeño espacio al concepto de normalización.

Notemos por v¤ = (v¤1 ; : : : ; v¤n) un vector genérico no normalizado. Normalizar signi…ca usar una norma k
k de forma que el vector normalizado sea unitario, o sea, tal que kv¤k = 1. El vector normalizado v es:

(v1; : : : ; vn) =

µ
v¤1
kv¤k ; : : : ;

v¤n
kv¤k

¶
(5.43)

Habitualmente se elige una norma k kp:
kv¤k = kv¤kp (5.44)

=

Ã
nX
i=1

jv¤i jp
!1=p

o bien la norma de Tchebycheff:

kv¤k1 = lim
p!1 kv

¤kp (5.45)

= maxfjv¤1 j; : : : ; jv¤njg

² La normalización por cualquiera de las normas k kp es tal que:
– 8i 2 Z+n : vi 2 (0; 1);
– respeta la proporcionalidad, o sea, 8i 2 Z+n : vivj =

v¤i
v¤j
.

² En el caso de la normalización usando la norma máximo se tiene:
– 8i 2 Z+n : vi 2 (0; 1];
– respeta la proporcionalidad.

Como ejemplos en Decisión Multicriterio, usando estas normalizaciones para las alternativas (como vectores
de evaluaciones de los criterios), citaremos el método AHP (Analytic Hierarchy Process) de Thomas L. Saaty
que usa la norma k k1, el software IDEAS de Vetschera [647, 648] que usa la norma euclidea k k2, y el
software DECISION PAD de Kepner y Tregoe [649] que usa la norma del máximo.

Es frecuente también usar el rango:

rangofv¤1 ; : : : ; v¤ng = maxfv¤1 ; : : : ; v¤ng ¡minfv¤1 ; : : : ; v¤ng (5.46)

² En este caso hay dos posibilidades:

– (v1; : : : ; vn) =
µ
v¤1 ¡minfv¤1 ; : : : ; v¤ng
rangofv¤1 ; : : : ; v¤ng

; : : : ;
v¤n ¡minfv¤1 ; : : : ; v¤ng
rangofv¤1 ; : : : ; v¤ng

¶
– (v01; : : : ; v0n) =

µ
maxfv¤1 ; : : : ; v¤ng ¡ v¤1
rangofv¤1 ; : : : ; v¤ng

; : : : ;
maxfv¤1 ; : : : ; v¤ng ¡ v¤n
rangofv¤1 ; : : : ; v¤ng

¶
– 8i 2 Z+n : vi; v0i 2 [0; 1];
– asegura que: minfv1; : : : ; vng = minfv01; : : : ; v0ng = 0 y maxfv1; : : : ; vng = maxfv01; : : : ; v0ng = 1 (o
sea, rangofv1; : : : ; vng = rangofv01; : : : ; v0ng = 1);

– no respeta la proporcionalidad.

En el caso de la normalización por el rango, en Decisión Multicriterio, el uso de (v1; : : : ; vn) o (v01; : : : ; v0n),
depende de que nuestra meta sea maximizar todos los criterios o minimizarlos, respectivamente —cfr. §10.1.4.

5.7 Resumen

Como una de nuestras metas es la de…nición de un marco de trabajo adecuado para comparar conjuntos
borrosos, sean o no ordinarios, hemos comenzado por preocuparnos de la propia noción de comparación. En
§5.2, hemos establecido la re‡exividad y la irre‡exividad, como esencia de la comparación, y hemos de…nido los
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conceptos de asignación básica de similitud, de asignación básica de disimilitud y de medida de comparación
entre objetos. Asimismo, hemos re‡exionado sobre ciertas propiedades que cualquier asignación de medida de
comparación entre objetos debería satisfacer. En §5.3, el introducir la simetría, nos ha permitido de…nir las
nociones de similitud y disimilitud, a partir de las asignaciones básicas respectivas.

Diversas nociones, ya establecidas, medran la construcción de este marco inicial de trabajo —cfr. §5.4:
distancia de Birkhoff, separación de Hausdorff, métrica de Birkhoff, ultramétrica, distancia (écart) de
Fréchet y distancia (écart) regular de Fréchet. Como ejemplos notorios de métricas hemos visto la familia
M1 de métricas de Minkowski —cfr. §5.5.1— y la familia M1;w¤ de métricas ponderadas de Minkowski
—cfr. §5.5.2—, así como la distancia ponderada de Tchebycheff y dos ejemplos de parametrizaciones de
ella, la de Bernard Roy y la de A.Wierzbicki.

Finalizamos el capítulo con una breve reseña sobre normalización —cfr. §5.6—, ejempli…cando ésta en las
normas k kp (Minkowski), Tchebycheff, máximo y normalización por rango.
Los capítulos 6, 7 y 10, y los cuatro ensayos: Caps. 11, 12, 13 y 14, completarán el marco de trabajo, aquí

iniciado, para comparar conjuntos borrosos, sean ordinarios o no.



En este capítulo ampliamos la idea clásica de medir como distancia entre dos intervalos, el
promedio de las distancias entre sus extremos correspondientes, a medir dos colecciones de puntos
pertenecientes a los intervalos, siempre con los puntos extremos entre sus elementos, o sea dos
®-percentilados de los intervalos, respondiendo así a la existencia de situaciones de no discernibi-
lidad, cuando para comparar intervalos, sólo se tienen en cuenta, como clásicamente, sus puntos
extremos. Hemos estudiado los que denominamos intervalos y líneas de confusión para las métricas
®-percentiladas de Minkowski. Hemos encontrado condiciones su…cientes en el caso …nito, para
que estas disimilitudes ®-percentiladas y ponderadas que hemos propuesto, sean pseudodistancias,
distancias o métricas, en el espacio de intervalos considerado. En §6.19.1 hemos logrado identi-
…car una subclase de '-métricas basada en subaditividad, y otra subclase de '-métricas basada en
concavidad.
Extendemos la idea de disimilitud entre intervalos, calculada a partir de disimilitudes locales entre
puntos, a la idea de calcularla a partir de disimilitudes locales entre subintervalos de los intervalos
originales, proponiendo un esquema iterativo de cálculo. Como un primer ejemplo ilustrativo, ob-
servamos que las quasi-normas de los espacios lineales complejos `Nq (`

M
p ) (M;N 2 N; 0 < p; q · 1)

son un caso particular de las de…nidas por dicho esquema iterativo. Como segundo ejemplo ilustra-
tivo, re‡exionamos sobre varios temas relacionados con las di…cultades de evaluar los aprendizajes.

6.1 Dos intuiciones —entre muchas— sobre medidas de disimilitud
entre conjuntos

En particular, nos interesa comparar intervalos. Dos intervalos no son más que dos conjuntos. Cómo medir
la disimilitud entre dos conjuntos es algo subjetivo. Puede parecer intuitivo que venga dada por la menor de
todas las disimilitudes entre pares de elementos de ambos conjuntos.

Proposición 67 Sea U un universo de discurso no vacío y d : U £ U ! [0;+1] una función total. Sean
S µ P(U) y Dinf : S £ S ! [0;+1] de…nida, para todo A;B 2 S, como:

Dinf(A;B) = inffd(a; b) : a 2 A ^ b 2 Bg (6.1)

Entonces:

i) si d es una asignación básica de disimilitud en U —cfr. Def. 45—, entonces Dinf lo es en S;
ii) si d es una disimilitud en U —cfr. Def. 49—, entonces Dinf lo es en S;
iii) si d es distancia en U —cfr. Def. 50—, entonces Dinf lo será o no, dependiendo de S;
iv) si d es triangular —cfr. Def. 52— o ultramétrica —cfr. Def. 57— en U, entonces Dinf lo será o no,

dependiendo de S.

Demostración. En efecto, (i) y (ii) son triviales, por de…nición. Respecto a (iii), un ejemplo negativo
se tiene cuando existen A;B 2 S, tales que, aun siendo A 6= B, se veri…ca que adh(A) \ adh(B) 6= ?,
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pues entonces, Dinf(A;B) = 0. Finalmente, (iv): sean por ejemplo, U = R, d(x; y) = jx¡ yj, y A = [0; 1],
B = [3; 4] y C = [5; 6]; entonces, como d(A;C) = 4; d(A;B) = 2; y d(B;C) = 1, d no es triangular, ya que
d(A;C) > d(A;B) + d(B;C) (y por tanto, tampoco ultramétrica).

Observación 68 Si en 6.1, en vez del ín…mo, utilizamos el supremo, Dsup ni siquiera es disimilitud básica
(los únicos conjuntos cuya distancia Dsup a sí mismo es cero, son los unitarios).

Claro que otra opción intuitiva es que D exprese la distancia entre los centros de masas (centroides). Si
d es disimilitud, triangular o ultramétrica en U , entonces DCM lo será, respectivamente, en S. No obstante,
aunque d sea distancia en U , DCM no tiene por qué serlo en S —basta imaginar dos intervalos distintos y
concéntricos, dos …guras semejantes y concéntricas.

La diferencia simétrica también ha sido utilizada por varios autores, como expresión de la disimilitud
entre conjuntos —cfr. infra §10.2.1 y §11.4.1—. Por ejemplo, el cardinal de la diferencia simétrica es una
distancia entre conjuntos …nitos.

6.2 Disimilitud entre intervalos:
representando su proximidad

Sea (V;¹) un retículo normado. Sean I; J 2 IV , tales que I = hi0; i1i y J = hj0; j1i. Si nuestra meta es
evaluar la «proximidad» entre estos dos intervalos, entonces, además de las aproximaciones anteriores (ín…mo
o centroide), parece intuitivo calcularla a partir de sus puntos extremos. Admitiremos1 pues, que:

I está próximo a J

() (6.2)

(i0 está próximo a j0) ^ (i1 está próximo a j1)

Es decir, admitimos la identi…cación de cada intervalo con su representación «virtual»2 como el conjunto
binario de sus puntos extremos:

I = hi0; i1i! fi0; i1g (6.3)

El problema surge al tener que encontrar una representación material (por lo general, una expresión alge-
braica) que plasme sintácticamente el concepto semántico pretendido de proximidad. Esto es, que la repre-
sentación hallada sea adecuado interpretarla como proximidad.

Consideremos la correspondencia:

f : SINTAXIS! SEM¶ANTICA (6.4)

Esta correspondencia no es función, pero tampoco es una correspondencia inyectiva. No es función, porque
una expresión sintáctica —una información, en palabras de Ferdinand de Saussure3— puede admitir múltiples
interpretaciones (polisemia). El conjunto de estas interpretaciones o signi…cante se denomina semántica
de la información interpretada —cfr. Simon [651]. Y no es inyectiva, porque varias expresiones sintácticas
(representaciones) pueden ser interpretadas como un mismo concepto semántico (sinonimia).

1Sean I; J 2 IR, tales que I = hi0; i1i y J = hj0; j1i. En un principio podría pensarse en medir la disimilitud entre I y J «hacia
la derecha», midiendo la distancia entre i0 y j0. Esta disimilitud sería insensible a cambios en las secciones …nales de los intervalos,
y sería el procedimiento correcto si el entorno de trabajo (el espacio de intervalos) fuese:

W = f[x; 1) : x 2 (0; 1)g
o sea, si en general, W está «lateralizado», por ejemplo, si fuese:

W = f[x; a) : x 2 (0; a)g
En este último caso, con a 2 R …jo, estaría midiéndose una cierta «adecuación hacia a». La situación es similar si se trata de

comparar «hacia la izquierda», entre i1 y j1. Pero si W es por ejemplo IR, lateralizar se convierte en una desventaja, debiéndose
pensar en medir la disimilitud haciendo intervenir ambos extremos.

2En un sentido parecido al original de Ferdinand de Saussure, de carencia de contextura material (en su caso cali…caba el
signo lingüístico). La contextura material de intervalo la posee I = [i0; i1], pero no el conjunto fi0; i1g.

3 Según Ferdinand de Saussure [650], una información es «un conjunto de signos recibidos e interpretados por el hombre
dentro del sistema complejo de una lengua».
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Aunque no hay en Ciencias Cognitivas ninguna de…nición estándar de concepto—cfr. §13.1—, cabe admitir
un repertorio de posibles «modelos» —cfr. Fodor [652]; Lakoff y Johnson [653]; Putnam [654]; Dennett
[655]; Díez y Moulines [656]—. Por ejemplo, cada concepto semántico puede verse como un subconjunto
borroso del universo de discurso de todas las expresiones sintácticas, donde el valor de la función de pertenencia
en cada expresión sintáctica indica su grado de representatividad con respecto al concepto semántico dado. El
problema sería encontrar la o las expresiones sintácticas que tengan asignadas un mayor valor de la función de
pertenencia. Aunque de todos son conocidos resultados parciales en contextos muy locales (juegos de lenguaje
circunscritos a mundos cerrados), compartimos la opinión de Searle referente a la posibilidad de que uno de
los problemas sea que la semántica no sea expresable sintácticamente —cfr. Searle [77].

«El argumento de la habitación jeroglí…ca.-
Axioma 1: Los programas son objetos puramente sintácticos.
Axioma 2: Las mentes humanas poseen contenidos semánticos.
Axioma 3: La semántica no es generable a partir de niguna cantidad de sintaxis.
Conclusión: Los programas no son ni necesarios ni su…cientes para las mentes.»
—John L. Casti [657] (p. 83) —que en realidad es el argumento de la habitación china de Searle, puesto
por Casti en boca de Ludwig Wittgenstein.

Ya lo decía LudwigWittgenstein en el Tractatus:

«De hecho existen cosas que no pueden ser expresadas con palabras. Ellas se hacen a sí mismas cuando se
mani…estan. [...] De lo que no podemos hablar, debemos pasar en silencio.»
—Ludwig Wittgenstein

El conocimiento del mundo, el conocimiento de lo que signi…can las cosas y su relación con su comportamiento
o papel en el mundo, esta semántica exterior, podríamos decir, nos ayuda a elegir la interpretación correcta.
John R. Searle, en La construcción de la realidad social [658] (pp. 142-143), cita y discute un ejemplo de
Robyn Carston [659]: ¿Cómo interpretar la frase: «Ella le dio a él la llave y él abrió la puerta»?

Algo añadido es que aunque existiera dicha ligazón, entre sintaxis y semántica, tampoco estaríamos seguros
de que fuese computable —cfr. el ya citado Searle [77]; Penrose [660, 661, 662], otro de los febriles detractores
de las «máquinas pensadoras» y su nueva Física Cuántica, determinista pero no computable, cuya actividad
(su explicación a nuestras conciencias) tiene lugar en los microtúbulos de las neuronas; Crick [663]; Dennett
[655].

En el caso que nos ocupa, la relación semántica de proximidad entre intervalos de números reales, nos
preocupa:

9s 2 SINTAXIS tal que f(s) = «es próximo a» 2 SEM¶ANTICA (6.5)

Representamos sintácticamente dicha relación semántica de proximidad, como un par:

(±0(i0; j0); ±1(i1; j1)) (6.6)

donde ±0; ±1 : V £V ! R+ son funciones de disimilitud puntuales entre elementos del retículo normado (V;¹),
que miden la disimilitud localmente en los extremos de los intervalos, y obtenemos, como resultado, una función
de disimilitud valorada en R+ £R+, concretamente:

±01 : IV 2 ! R+ £R+
±01(I; J) = (±0(i0; j0); ±1(i1; j1)) (6.7)

donde V 2 = V £ V .
El problema reside en la di…cultad de comparar dos valoraciones de ±01 en el semiplano real positivo R+£R+.

En principio, y debido a la propia naturaleza de los intervalos, no existe motivo alguno para que ±0 sea distinta
de ±1. Aunque su propia pretendida naturaleza de axioma hace que pueda ser discutible.

Supondremos pues ±0 = ±1, la denotamos ±, y valoraremos en R+ la función de disimilitud entre los inter-
valos, usando para ello algún operador o procedimiento conveniente de agregación —cfr. §6.3—. Resumiendo,
proponemos:

d : IV 2 ! R+

d(I; J) = Agregación(±(i0; j0); ±(i1; j1)) (6.8)
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6.3 Operaciones de agregación

Salvo en alguna situación puntual, trabajamos cæteris paribus —como dirían los empiristas—, es decir, evalua-
mos comparaciones característica a característica —y no simultáneamente— para después agregar.

El proceso de agregación de información es frecuente en el desarrollo de sistemas inteligentes. Se encuentra
presente en redes neuronales, controladores borrosos, sistemas de visión, sistemas expertos, sistemas de ayuda a
la decisión multicriterio, sistemas de aprendizaje automático, reconocimiento de patrones, inteligencia arti…cial,
etc.

A la hora de agregar, puede hablarse de tres clases principales de conectivas: de unión, de intersección y de
compensación. Pensemos en el par ordenado de disimilitudes locales:

(±(i0; j0); ±(i1; j1)) (6.9)

La diferencia en la acción de las conectivas, atendiendo a su tipo, es la siguiente. Para que una conectiva
de unión genere un valor alto, basta que el valor de alguna de las disimilitudes locales sea alto. Sin embargo,
para que esto suceda con una conectiva de intersección, ambos valores correspondientes a las disimilitudes
locales deben ser altos. Las conectivas de compensación gozan de la propiedad de poder compensar el hecho
de que una de las disimilitudes locales tenga un valor alto, mientras que la otra lo tenga bajo.

Si en vez de pares ordenados de disimilitudes locales, pensamos en n-tuplas ordenada de valores de infor-
mación local:

(x1; x2; : : : ; xn) (6.10)

entonces, diremos de manera general que, para que las conectivas de unión generen un valor alto, basta que
alguno de los valores de información local sea alto. Sin embargo, para que esto suceda en las conectivas de
intersección, todos los valores de información local deben ser altos. Las conectivas de compensación gozan de la
propiedad de poder compensar valores altos de información local con valores bajos de información correspon-
dientes a otras localidades. (son grados de satisfacción por ejemplos en problemas de elección de personal y
puestos dentro del mundo de la administración con personas —cfr. infra §8—, mas en el entorno de disimilitudes
donde nos movemos en este momento, son disimilitudes locales, en general podríamos llamarlos informaciones
locales).

En supuestos que estudiaremos más adelante —por ejemplo, en problemas de elección de personal—, inter-
pretaremos estos valores de disimilitud o de información locales, como grados de satisfacción.

A modo de ejemplo, consideremos el mínimo ponderado y el máximo ponderado, introducidos por
Didier Dubois y Henri Prade [664]:

wmin(x1; : : : ; xn) =
n̂

i=1

((1¡ !i) _ xi) (6.11)

y

wmax(x1; : : : ; xn) =
n_
i=1

(!i ^ xi) (6.12)

con los pesos normalizados de forma que:

n_
i=1

!i = 1 (6.13)

Según George J. Klir y Bo Yuan [46] —cfr. item Dubois y Prade [665] y Yager [666]—, son tres los
requisitos axiomáticos esenciales para que una función:

Aggr : [0; 1]n ! [0; 1] (6.14)

sea una operación de agregación sobre n conjuntos borrosos (n ¸ 2).

De…nición 69 Sea 2 · n 2 N. Se dice que una función Aggr : [0; 1]n ! [0; 1] es una operación de agre-
gación sobre n conjuntos borrosos, precisamente si veri…ca al menos los siguientes tres requisitos axiomáticos
(si satisface exactamente estos tres, diremos que es una operación de agregación esencial):
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i) Aggr(0; 0; : : : ;0) = 0 y Aggr(1; 1; : : : ;1) = 1 (condiciones de contorno),

ii) (8i 2 N+n ; xi · yi) =) Aggr(x1; x2; : : : ; xn) · Aggr(y1; y2; : : : ; yn) (Aggr es monótonamente creciente en
todos sus argumentos, o sea, es monótona con respecto al orden producto),

iii) Aggr es continua en [0; 1]n.

Además, generalmente se desea que un operador de agregación entre conjuntos borrosos satisfaga también:

iv) Aggr(x1; x2; : : : ; xn) = Aggr(x¾(1); x¾(2); : : : ; x¾(n)) para cualquier permutación ¾ : N+n ! N+n (Aggr es
simétrica en todos sus argumentos, a veces se dice que Aggr es conmutativa),

v) Aggr(x; x; : : : ; x) = x (Aggr es idempotente).

El axioma iv) re‡eja la suposición de que los agregados son igualmente importantes. Obsérvese que v) implica
i). Diversos autores, bajo diferentes conjuntos de axiomas, demuestran que las únicas normas y conormas
triangulares idempotentes son ^ y _. Si h satisface ii) y v), entonces:

min(x1; x2; : : : ; xn) · Aggr(x1; x2; : : : ; xn) · max(x1; x2; : : : ; xn) (6.15)

Obsérvese que (6.15) implica el pretendido axioma v). De hecho —cfr. v. gr. Klir y Yuan [46]—, los
únicos operadores de agregación idempotentes son los que satisfacen (6.15). Se denominan operaciones de
media (averaging operations). Por ejemplo, las '-medias ponderadasM';!(x1; x2; : : : ; xn) —cfr. infra §95—,
son operaciones de media.

Otro ejemplo de operación de media son los operadores OWA (Ordered Weighted Averaging), introducidos
por Yager [667].

De…nición 70 Dada una n-tupla ordenada X = (x1; x2; : : : ; xn), y otra n-tupla ordenada de índices ponderales
normalizados w = (w1; w2; : : : ; wn) tal que

Pn
i=1wi = 1, un operador OWA es cualquier aplicación A :

[0; 1]n ! [0; 1], tal que:

A(x1; x2; : : : ; xn) =
nX
i=1

wix¾(i) (6.16)

donde la permutación ¾ : N+n ! N+n es tal que xi < xj =) x¾(j) · x¾(i) (es decir, x¾(k) es el k-ésimo elemento
mayor en X).

Estos operadores satisfacen los axiomas anteriores para las operaciones de agregación. Los notaremos hw.
Si w¤ = (0; 0; : : : ; 0; 1) y w¤ = (1; 0; : : : ; 0), entonces:

hw¤(x1; x2; : : : ; xn) = min(x1; x2; : : : ; xn) (6.17)

hw¤(x1; x2; : : : ; xn) = max(x1; x2; : : : ; xn) (6.18)

Si wm = (1=n; 1=n; : : : ; 1=n), entonces:

hm(x1; x2; : : : ; xn) = media(x1; x2; : : : ; xn) (6.19)

Se satisface que:

hw¤ · hw · hw¤ (6.20)

El operador dual hŵ de uno dado hw, se de…ne por ŵi = wn¡i+1. Con el …n de clasi…car los operadores
OWA en relación a su localización entre hw¤ y hw¤ , Yager [667] introduce una medida de disyunción, orness :
[0; 1]n ! [0; 1],

orness(w) =
1

n¡ 1
nX
i=1

(n¡ i)wi (6.21)

que satisface:

orness(w¤) = 0 (6.22)

orness(wm) = 1=2 (6.23)

orness(w¤) = 1 (6.24)
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El complemento a 1 de la anterior es una medida de conjunción, andness : [0; 1]n ! [0; 1], de…nida por:

andness(w) = 1¡ orness(w) (6.25)

De este modo, podemos clasi…car en operadores hw tipo disyunción, si orness(w) ¸ 0:5, y operadores hw
tipo conjunción, si andness(w) ¸ 0:5. La compensación queda representada por el grado de disyunción
asociado, orness(w) = 1, hw genera una compensación total, y si orness(w) = 0, hw, no hay compensación. Se
satisface:

orness(ŵ) = andness(w) (6.26)

6.4 Disimilitudes de oscilación acotada:
subintervalos de [0; 1]

Aunque no necesariamente, podemos suponer que las funciones de disimilitud son funciones de oscilación
acotada4, y así obviar la posibilidad de una disimilitud de magnitud in…nita. No obstante, en ciertos campos sí
que se opera con disimilitudes o medidas de comparación no acotadas —cfr. Obs. 47.4 y 5—. Otro ejemplo se
presenta al trabajar con redes o grafos de neuronas arti…ciales, lo más frecuente es suponer que los valores de los
potenciales dendríticos de entrada o salida, son de (de mayor a menor habitualidad): [0; 1], [¡1; 1], (¡1;+1),
[0;+1), aunque también [¡k; k], para k > 1, o bien k < 1, o también [0; k], para k > 1, o bien k < 1, así como
en intervalos genéricos [k; k0] —cfr. Kaufmann y Gil Aluja [668] (pp. 112-122, et passim)—5. La Tabla 6.1
muestra ejemplos de transformaciones biyectivas entre estas situaciones.

Df Rf f(x) f¡1(y)
[0; 1] (¡1;+1) ln x

1¡x
1

1+e¡y

[¡1; 1] (¡1;+1) ln(1 + x)¡ ln(1¡ x) ey¡1
ey+1

[0; 1] [0;+1) ¡ ln(1¡ x) 1¡ e¡y
[i0; i1] [j0; j1]

j0¡j1
i0¡i1 (x¡ i0) + j0 i0¡i1

j0¡j1 (y ¡ j0) + i0
Tabla 6.1: Diferentes transformaciones biyectivas f : Df ! Rf entre intervalos

de números reales, frecuentemente usados como dominios de los poten-
ciales dendríticos en redes o grafos de neuronas arti…ciales.
—Fuente: Elaboración propia, a partir de: Kaufmann y Gil Aluja
[668] (pp. 112-122, et passim); Anzola y Caruncho [669] (p. 156);
Alonso, Borrego, Pérez y Ruiz [267]

Razonemos por qué la suposición de oscilación no acotada no supone coartación ninguna. Consideremos el
retículo normado (R;¹) de los números reales. Sin pérdida de generalidad, podemos suponer que trabajamos
con subintervalos de [0; 1]. Esto es fundamentalmente por lo siguiente. Dado un entorno de trabajo concreto
W, existe un número real k, tal que todos los posibles intervalos a comparar, son subintervalos de [¡k; k]. De
este modo, podemos normalizar por rango, 1= supWf±(ir; js)g, con r; s 2 f0; 1g, o este k puede generalizarse
considerándolo como un número inaccesible6 , un in…nito actual7 en el sentido de Cantor, o un número real

4Sea U un universo de discurso no vacío. Sea (E; d) un espacio métrico. Sea f una función total de U en (V;¹). Sea A µ U . Se
denomina oscilación de f sobre A al diámetro de f(A), o sea, al supremo de ff(x) : x 2 Ag.

5Por mencionar alguno, mostremos un caso en el que, por ejemplo, [¡1; 1] resulta de interés. Podemos pensar en un problema
en el que deba evaluarse algún parámetro según una escala de in‡uencias crecientes o decrecientes —cfr. Kaufmann y Gil Aluja
[668] (pp. 120-121): in‡uencia decreciente muy importante (¡1); in‡uencia decreciente importante (¡0; 8); in‡uencia decreciente
bastante importante (¡0; 6); in‡uencia decreciente poco importante (¡0; 4); in‡uencia decreciente muy poco importante (¡0; 2);
in‡uencia nula (0); in‡uencia creciente muy poco importante (0; 2); in‡uencia creciente poco importante (0; 4); in‡uencia creciente
bastante importante (0; 6); in‡uencia creciente importante (0; 8); in‡uencia creciente muy importante (1).

6La denominación de número inaccesible se debe a Emile Félix Edouard Justin Borel (1871-1956), y se re…ere a números,
que aun pudiendo de…nirse, no se conoce ni se conocerá nada sobre ellos, sea por nuestra incapacidad de imaginarlos, sea por las
di…cultades para calcularlos, sea por las dimensiones del universo. Obsérvese que, de hecho, dos números reales inaccesibles con el
mismo signo son incomparables, pues es imposible saber qué número real representa cada uno de ellos.
Un caso particular de números inaccesibles son ciertos números reales no computables, por ejemplo, números reales de…nidos a

partir de la cifra n-ésima del desarrollo decimal de ¼ —cfr. Bouvier y George [670] (p. 429) y también nuestra Arenga: «¿Dónde
se clavó el dardo?» (§1.12).

7Es interesante leer, en las propias palabras de George Cantor, su punto de vista sobre el in…nito actual (reproducido del
artículo de Drossos [503], que a su vez los reproduce del libro de Hallet [671]):

«Por un In…nito Actual debe entenderse un cuanto que, por un lado, no es variable, sino …jo y determinado en sus
partes —una constante genuina— pero que al mismo tiempo sobrepasa en magnitud cualquier otra cantidad …nita
del mismo tipo.»
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demasiado grande para ser descrito en ningún sistema de coma ‡otante susceptible de ser implementado en
una computadora —cfr. American National Standards Institute (ANSI) e Institute of Electrical and Electronics
Engineers (IEEE) [672, 673]; Fike [674]; Knuth [675]; Miranker y Kulisch [676].

A la vista de lo anterior, y sin pérdida de generalidad, podemos trabajar sólamente con subintervalos de [0; 1],
pues podemos transformar biyectivamente cualquier intervalo [¡k; k] en [0; 1]—cfr. Tabla 6.1 y la Observación
86, en la pág. 120.

Si somos remisos a considerar el entorno W en este razonamiento, podríamos utilizar cualquier biyección l
de la recta real R en el intervalo abierto unidad (0; 1), por ejemplo8, si n ¸ 1:

l(x) =

½
1¡ 2¡(n+1)(n+ 1¡ x) si x 2 [n¡ 1; n]
2¡(n+1)(n+ 1+ x) si x 2 [¡n;¡n+ 1] (6.27)

Para todo subconjunto A de [0; 1], A es un boreliano de [0; 1] precisamente si l¡1(A) es un boreliano de R.
Como para n ¸ 1 las derivadas de l en [n¡ 1; n] y en [¡n;¡n+ 1] son la misma e iguales a 2¡(n+1), tenemos,
para todo boreliano C de [n¡1; n] o de [¡n;¡n+1], que ¹(l(A)) = 2¡(n+1)¹(A). Entonces, para todo boreliano
A de R, se tiene:

¹(l(A)) =
1X
n=1

2¡(n+1) (¹(A \ [n¡ 1; n]) + ¹(A \ [¡n;¡n+ 1])) (6.28)

(observemos que ¹(A) = 0() ¹(l(A)) = 0).

Como consecuencia, si A µ [0; 1], A es medible Lebesgue9 precisamente si l¡1(A) lo es; además, ¹(A) = 0
equivale a ¹(l¡1(A)) = 0 —cfr. Levy [398].
En vez de reducir los intervalos a [0; 1], puede «reducirse» la distancia. Para ello, puede aplicarse el

siguiente teorema, recogido de Hinrichsen y Fernández Muñiz [279] (p. 42).

Teorema 71 Sean X 6= ?, f1; :::; fn : X2 ! [0;+1] seudométricas sobre X, g : [0;+1]n ! [0;+1] una
función creciente (respecto del orden producto), subaditiva y tal que g(0) = 0. Notemos f = (f1; :::; fn) : X2 !
[0;+1]n. Entonces, h := g ± f es una seudométrica sobre X.

Por ejemplo, si (X; d) es un espacio métrico, entonces las funciones:

d0 :=
d

1 + d
(6.31)

d00 := inff1; dg (6.32)

son métricas sobre X. Estas nuevas métricas se valoran en [0; 1]. Obviamente, deberá tenerse cuidado con los
efectos secundarios de los cambios de escala —cfr. v. gr. Escudero [678].

8Otro ejemplo de biyección es —cfr. Alonso, Borrego, Pérez y Ruiz [267]; García Nogales [677] (p. 34):

f : x 2 [¡1;+¡1] 7¡! f(x) =
1

2

µ
x

1 + jxj
¶
+
1

2
2 [0; 1]

9El teorema de extensión de Constantin Carathéodory asegura que una función de conjunto ¸, no negativa, …nitamente aditiva,
numerablemente subaditiva, y tal que ¸(?) = 0, de…nida sobre un semianillo, es extensible a una medida sobre la ¾-álgebra de
Borel engendrada por el semianillo. Este teorema permite extender la función ¸(a; b] = b¡ a, de…nida sobre el semianillo de los
intervalos semiabiertos acotados sobre R, a una medida sobre la ¾-álgebra de Borel engendrada por el semianillo; la medida de
Lebesgue sobre (R; B(R)) es la complección (¤) de esta medida.
Lo esencial de la medida de Lebesgue es ser la única medida de…nida sobre R, provisto de la ¾-álgebra de Borel B(R) —cfr.

nota al pie no16—, tal que la medida de un intervalo de números reales, de extremos a; b 2 R, con a · b, es b¡a. Los subconjuntos
…nitos e in…nitos numerables de R, son partes despreciables de R para la medida de Lebesgue, o sea, que su medida de Lebesgue
es cero.
Por un procedimiento análogo de extensión y complección, se obtiene la medida de Lebesgue-Stieljes (Thomas-Jan), de…nida

por una función numérica F continua por la derecha en todo número real. Es la única medida positiva ¹ sobre B(R) tal que
¹(a; b] = F (b)¡ F (a). Si F es la identidad sobre R, entonces ¹ es la medida de Lebesgue.
(¤) Dado un espacio de medida (;A; ¹), se dice que ¹ es completa respecto de A, precisamente si

(8B µ ) ((9A 2 A) (¹(A) = 0 ^B µ A) =) B 2 A). Dado un espacio de medida (;A; ¹), puede construirse una complección ¹
de ¹, —cfr. Ibarrola, Pardo y Quesada [417] (p. 74):

¹(A [B) = ¹(A) (6.29)

de manera que ¹ es completa en la ¾-álgebra A:
A = fA [B : A 2 A ^B µ  tal que (9C 2 A) (¹(C) = 0 ^B µ C)g (6.30)
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En todo caso, en nuestra Tesis, la aplicación más signi…cativa será para comparar entre sí las imágenes de
cada referente, según distintos conjuntos borrosos de tipo 2, o sea, para comparar valores lingüísticos, palabras,
representadas por subconjuntos borrosos de [0; 1].

6.5 Un ejemplo de asignación básica de disimilitud entre intervalos

6.5.1 Una cuentión de notación: el álgebra de intervalos de Allen

Debido a su conveniencia y a su asentamiento en la literatura, recordamos la notación del álgebra de intervalos
de Allen [679], ya que más de una vez la usaremos. Sea B el conjunto de las trece relaciones básicas entre
intervalos, cada una de ellas descriptora exacta de cada una de las posibles posiciones relativas entre dos
intervalos —cfr. Tabla 6.2—. Sea B 2 B e I y J dos intervalos. Una fórmula atómica es cualquier fórmula de
la forma IBJ . Se dice que una fórmula atómica se satisface precisamente si los intervalos intervinientes I y J
satisfacen las correspondientes relaciones entre sus puntos extremos, en la forma especi…cada en la Tabla 6.2.
Una fórmula de intervalos es cualquier fórmula atómica de la forma:

IfB1; :::; BngJ (6.33)

con B1; :::; Bn 2 B e I y J dos intervalos. Se dice que una fórmula de intervalos se satisface, precisamente si
existe algún k 2 N+n , tal que se satisface la fórmula atómica IBkJ .

Relación básica Símbolo Ejemplo Relaciones
I antes de J (before) Á iii i0 < j0; i0 < j1;
J después de I (after) Â jjj i1 < j0; i1 < j1
I encuentra a J (meets) m iii i0 < j0; i0 < j1;
J es encontrado por I (met-by) m^ jjj i1 = j0; i1 < j1
I se superpone a J (overlaps) o iiii i0 < j0; i0 < j1;
J ”es superpuesto” por I (overlapped-by) o^ jjjj i1 > j0; i1 < j1
I durante J (during) d iii i0 > j0; i0 < j1;
J incluye a I (includes) d^ jjjjjj i1 > j0; i1 < j1
I comienza J (starts) s iii i0 = j0; i0 < j1;
J es comenzado por I (started by) s^ jjjjjj i1 > j0; i1 < j1
I termina J (…nishes) f iii i0 > j0; i0 < j1;
J es terminado por I (…nished-by) f^ jjjjjj i1 > j0; i1 = j1
I es igual a J (equals) ´ iiiii i0 = j0; i0 < j1;

jjjjj i1 > j0; i1 = j1

Tabla 6.2: Las trece relaciones básicas del álgebra de intervalos de Allen para
intervalos propios, esto es, I y J tales que i0 < i1 ^ j0 < j1.
—Fuente: Nebel y Bürckert [680]

Observe el lector las escalas:

antes, encuentra, se superpone, igual a, superpuesto por, encontrado por, después de

comienza, durante, termina

comenzado por, incluye a, terminado por

Grá…camente:

El álgebra de intervalos de Allen es la cuaternidad (2B;^ ;\; ±), donde 2B es el conjunto de todas las
relaciones binarias entre intervalos y las operaciones entre relaciones, ^, \ y ±, se de…nen, para cualesquiera
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intervalos I; J , como:

simétrica de R (^) : IR^J , JRI (6.34)

intersección (\) : I(R \ S)J , IRJ ^ ISJ (6.35)

composición (±) : I(R ± S)J , 9K : IRK ^KSJ (6.36)

6.5.2 El ejemplo

Consideremos el retículo normado de los números reales con el orden habitual. Proponemos como asignación
básica de disimilitud entre intervalos de números reales, la función d± : IR£ IR! R+0 , de…nida por:

d±(J; I) =

8<:
0 si I fd, s, f, ´g J

d(J; I) si I fÁ , Â , m, m^g J
²(I¡J)
²(I) d(J; I ¡ J) si I (o, o^, m, m^g J

(6.37)

siendo d cualquiera de las propuestas anteriores de disimilitud d(I; J) entre intervalos de números reales, y ²(X)
la anchura o extensión de un intervalo X (medido con la distancia inducida por la norma, esto es, la del valor
absoluto).

Teorema 72 La función d± : IR £ IR ! R+0 , es una asignación básica de disimilitud, no simétrica y no
triangular.

Demostración. En efecto, tal cual está de…nida d±, I ´ J , d±(I; J) = 0, por lo que satisface (5.3). Que no
es simétrica es trivial: si I = [0; 2] y J = [0; 1], entonces d±(I; J) = 0 (permítasenos interpretar este hecho como
que «J está en el rango solicitado por I»), mientras que d±(J; I) = d([0; 1]; [0; 2]) (I «no está en el rango»
solicitado por J); luego d± no satisface (5.9). No satisface (5.12), pues si por ejemplo, I y J son tales que
(Js I) ^ (I 6´ J), entonces d±(I; J) = 0. Tampoco satisface la desigualdad triangular (5.18), pues por ejemplo,
I = h1; 2i, J = h1; 3i y K = h3; 4i, no satisfacen d±(I;K) · d±(I; J) + d±(J;K).

6.6 La familia M2 de distancias [0; 1]-normalizadas de Minkowski

A partir de la relación semántica (6.2), es usual emplear la familia M2 de distancias [0; 1]-normalizadas de
Minkowski: si I; J 2 IR, son tales que I = hi0; i1i y J = hj0; j1i, entonces se de…ne:

d2(p) (I; J) =

µ
1

2
(ji0 ¡ j0jp + ji1 ¡ j1jp)

¶1=p
(6.38)

si 0 < p <1, y:

d2(1)(I; J) = maxfji0 ¡ j0j; ji1 ¡ j1jg (6.39)

como extensión al caso p = +1.

Si p 2 (0; 1), las funciones d2(p) son distancias («écart») regulares de Fréchet en IR £ IR —cfr. Teor.
90 (pág. 124)—, mientras que si p 2 [1;1], entonces las funciones d2(p) son métricas en IR £ IR —cfr. Teor.
91 (pág. 124)—. En estos teoremas la demostración es general para las familias de distancias de Minkowski
modi…cadas que se proponen en el presente trabajo, que incluyen a d2(p) y d2¤(p) (sin los coe…cientes 1=2) como
casos particulares.

La [0; 1]-normalización (el producto por 1=2, en este caso) permite de…nir —cfr. (6.94):

d2(1)(I; J) = lim
p!1d

2
(p) (I; J) (6.40)

cosa que no es posible hacer si suprimimos el coe…ciente 1=2, pues no habría convergencia. El signi…cado
práctico de la [0; 1]-normalización aparece si el espacio de intervalos es I[0; 1], pues entonces, d2(p) (I; J) 2 [0; 1],
para todo I; J 2 I[0; 1] y para todo p 2 (0;1]. Observemos que este es el caso de los ®-cortes de cualquier
etiqueta lingüística —cfr. infra §4.7— que se represente mediante un conjunto borroso.
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6.7 Algunos intervalos no discriminables medianteM2

Dados dos intervalos I; J 2 IR, si ji0 ¡ j0j = ji1 ¡ j1j, o sea, si la biyección que muestra la última …la de la
Tabla 6.1, es una traslación, entonces, para todo p 2 [0;1], d2(p)(I; J) es constante, concretamente:

d2(p)(I; J) = ji0 ¡ j0j (6.41)

entonces, diríamos que I y J no son discriminables mediante d2(p).

En principio, existen al menos tres situaciones, completamente diferentes, para las cuales la valoración de
d2(p)(I; J) podría ser la misma:

i) si f es una traslación;
ii) si f es una contracción;
iii) si f es una dilatación lateral.

siendo concéntricos I y J en el segundo caso.

Como las distancias d2(p), sólamente consideran disimilitudes locales entre los puntos extremos de los inter-
valos, asignan el mismo valor de la función distancia a todos los pares de intervalos que tengan igualdad de
diferencias en sus puntos extremos.

Pero que esto corresponda a la realidad dependerá del problema concreto. Por ejemplo, como apuntan
Bertoluzza, Corral y Salas [681], imaginemos que los siguientes intervalos son ®-cortes de números bo-
rrosos. Sea I = h0; 3i un intervalo considerado como prototipo y sean J1 = h1; 2i, J2 = h1; 4i, J3 = h¡1; 2i y
J4 = h¡1; 4i ejemplares de intervalos, cuya disimilitud respecto de I debe ser evaluada. En tal caso, cualquiera
de los intervalos J1 = h1; 2i o J4 = h¡1; 4i, concéntricos con I = h0; 3i, deberían ser más próximo a este último
de lo que lo son J2 = h1; 4i o J3 = h¡1; 2i, no concéntricos. Sin embargo, como se observa en la parte izquierda
de la Tabla 6.3, las distancias consideradas valen 1, para todo p 2 (0;1].

En la parte derecha de la Tabla 6.3, se proporcionan los valores de las distancias d2(p)(h1; 2i; J), observán-
dose que ocurre, que para intervalos concéntricos con I = h1; 2i, como son h0; 3i y h¡1; 4i, las distancias
d2(p)(h1; 2i; h0; 3i) y d2(p)(h1; 2i; h¡1; 4i), son constantes, independientemente del valor de p, no ocurriendo esto
para intervalos no concéntricos con I = h1; 2i, como son h1; 4i y h¡1; 2i.

Por otro lado, queda perfectamente identi…cado lo concéntrico frente a lo no concéntrico, salvo en el caso
de d2(1) —que no distingue el hecho de que h0; 3i es concéntrico con h1; 2i, del hecho de que h1; 4i no lo es—,
y de d2(1) —que no distingue el hecho de que h¡1; 4i es concéntrico con h1; 2i, del hecho de que h¡1; 2i no lo
es— (situaciones recuadradas en la Tabla 6.3).

d2(p); (0 < p · 1)
(h0; 3i; J) (h1; 2i; J)10

h1; 2i h1; 4i h¡1; 2i h¡1; 4i h0; 3i h1; 4i h¡1; 2i h¡1; 4i
d2(0) 1 1 1 1 1 0 0 2

d2(:01) 1 1 1 1 1 10¡30 10¡30 2

d2(:2) 1 1 1 1 1 :0625 :0625 2

d2(:7) 1 1 1 1 1 :7430 :7430 2

d2(:9) 1 1 1 1 1 :9259 :9259 2

d2(1) 1 1 1 1 1 1 1 2

d2(2) 1 1 1 1 1
p
2

p
2 2

d2(20) 1 1 1 1 1 1:9319 1:9319 2

d2(500) 1 1 1 1 1 1:9972 1:9972 2

d2(1) 1 1 1 1 1 2 2 2

Tabla 6.3: d2(p) aplicada a los intervalos prototipo I = h0; 3i e I = h1; 2i. Se
entiende que d2(0) = limp!0 d

2
(p).

—Fuente: Elaboración propia.

En general, se tiene que:
10Los valores mayores que 1 no deben resultarnos extraños. Precisamente la [0; 1]-normalización preserva la convergencia del ®-

percentilado —cfr. Def. 79—. Obsérvese, por ejemplo, que —cfr. Ec. 6.86: ¢h1;2i;h1;4i0 = j0¡k0 = 0 y ¢h1;2i;h1;4i1 = j1¡k1 = ¡2
y que —cfr. Ec. 6.93: limN!1 dN

(2)
(h0; 3i; h1; 2i) = limN!1 1

N

PN
i=1 4

¯̄̄
i¡1
N¡1

¯̄̄2
= 4

3
= 1:333.
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² Si I y J son concéntricos, entonces, para todo p 2 (0;1]:
d2(p)(I; J) = ji0 ¡ j0j = ji1 ¡ j1j

² Si I y J son no concéntricos, entonces:
¤ si 0 < p < 1, entonces:

+ si ji0¡ j0j 6= ji1¡ j1j, entonces, d2(p)(I; J) varía desde d2(0)(I; J) = 0, hasta d2(1)(I; J);
+ si ji0 ¡ j0j = ji1 ¡ j1j, entonces d2(p)(I; J) = d

2
(1)(I; J);

¤ si 1 · p <1, entonces d2(p)(I; J) varía desde d2(1)(I; J), hasta d2(1)(I; J).

Teniendo en cuenta esto, podremos discriminar adecuadamente.

Observación 73 No obstante, re‡exionemos sobre lo siguiente. Sean I y J concéntricos, y sea K no con-
céntrico con I. Si ocurre, por ejemplo, que ji0 ¡ j0j es menor que d2(1)(I;K), entonces existirá una distancia
d2(q) (0 < q < 1), tal que J y K no serán discriminables respecto a ser concéntricos con I mediante d2(q). Un

ejemplo, si I = h1; 2i, J = h¡1; 4i, y K = h¡5; 2i, entonces, q = ln 2
ln 3 es tal que para todo 0 < p · 1:

d2(q)(h1; 2i; h¡5; 2i) = 2 = d2(p)(h1; 2i; h¡1; 4i) (6.42)

Esto plantea un problema general: dada una colección de intervalos, o en de…nitiva de sus representaciones
virtuales como conjuntos binarios de sus puntos extremos, encontrar (y eliminar) todas las distancias d2(q)
(0 < q · 1), para las que exista una terna de intervalos fI; J;Kg, donde dos y únicamente dos de los cuales
sean concéntricos, por ejemplo, I y J, y tales que uno de ellos, por ejemplo J, y el tercero no concéntrico K, no
sean discriminables respecto a ser concéntricos con el otro, en este caso I, mediante d2(q). Una vez eliminadas
tales d2(q), los intervalos de la colección son discriminables respecto a la propiedad «ser concéntricos» mediante
cualquiera de las distancias restantes.

6.8 La métrica de Hausdor¤

El signi…cado de la conocida como métrica de Hausdorff es, según De Guzmán, Martín, Morán y Reyes
[682], el siguiente: «dos conjuntos están próximos [según esta métrica] cuando tienen parecida forma, tamaño
y ubicación». Por ello, parece muy apropiada para medir distancias entre intervalos de números reales.

De…nición 74 Sean A y B dos conjuntos no vacíos y acotados de Rn. La métrica de Hausdorff dHAUS(A;B)
se de…ne como:

dHAUS(A;B) = maxf±(A;B); ±(B;A)g (6.43)

donde:

±(X;Y ) = sup
x2X

inf
y2Y

d2(x; y) (6.44)

La función ± es una separación no simétrica. Claramente:

±(X;Y ) = 0() X µ Y (6.45)

dHAUS(X;Y ) = 0() X = Y (6.46)

donde X e Y denotan los cierres de X e Y , respectivamente.

Si Q(Rn) denota el conjunto de todos los subconjuntos compactos no vacíos de Rn, entonces (Q(Rn); dHAUS)
es un espacio métrico, completo y separable —cfr. Puri y Ralescu [683].

Una forma alternativa para de…nir la métrica de Hausdorff se basa en la noción de cuerpo r-paralelo
—cfr. v. gr. De Guzmán,Martín,Morán y Reyes [682]—. Sean K un cuerpo ordenado completo y r 2 K+.
Dados un espacio métrico (E; d) y un subconjunto A de E, no vacío y acotado, se de…ne el cuerpo r-paralelo
de A como:

CP (A; r) =
fx 2 E : d(x;A) < rg si A no es compacto
fx 2 E : d(x;A) · rg si A es compacto

(6.47)
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Observemos que el cuerpo r-paralelo de un conjunto no vacío y acotado A es la unión de todas las bolas
abiertas de radio r y centros puntos de A:

CP (A; r) =
[
a2A

B(a; r) (6.48)

y si A es compacto en (E; d), entonces:

CP (A; r) =
[
a2A

B[a; r] (6.49)

Dados A;B µ E, sean:

r(0) = inffr 2 K+ : A µ CP (B; r)g (6.50)

r(1) = inffr 2 K+ : B µ CP (A; r)g (6.51)

entonces:

dHAUS(A;B) = maxfr(0); r(1)g (6.52)

Ejemplo 75 Consideremos de nuevo el ejemplo anterior de los intervalos h0; 3i, h1; 2i, h1; 4i, h¡1; 2i y h¡1; 4i.
Considerando a h0; 3i como prototipo, todos están a una distancia de Hausdorff igual a uno de él. Si el que
se considera como prototipo es h1; 2i, entonces, el valor de la distancia para los intervalos h1; 4i y h¡1; 2i, no
concéntricos con h1; 2i, es el mismo que para el intervalo h¡1; 4i, concéntrico con h1; 2i.

dHAUS(h0; 3i; J) dHAUS(h1; 2i; J)
h1; 2i h1; 4i h¡1; 2i h¡1; 4i h0; 3i h1; 4i h¡1; 2i h¡1; 4i
1 1 1 1 1 2 2 2

Por si aún no nos hemos percatado, lo que ocurre es lo que asevera el siguiente teorema.

Teorema 76 Para cualesquiera dos intervalos I; J 2 IR, se tiene que:
dHAUS(I; J) = d

2
(1)(I; J) (6.53)

Demostración. Es inmediata a partir de la de…nición mediante cuerpo paralelo de la distancia de Haus-
dorff —cfr. Ec. 6.52.

6.9 Acerca de otras asignaciones básicas de comparación

Tres medidas de disimilitud muy frecuentes en ambientes de clasi…cación y análisis de agrupamientos (clustering)
son el índice de disimilitud de Canberra, el de Bray-Curtis y el de Czekanowski. Pueden consultarse las
medidas aquí expuestas, así como otras, en las obras de Anderberg [684], Sneath y Sokal [242], Cormack
[601], Clifford y Stephenson [685], Diday y Simon [686], Gower [604].

² la distancia de Canberra —cfr. Lance y Williams [687]:X jik ¡ jkj
ik + jk

(6.54)

adecuada para variables que tomen valores no negativos (si ik = jk = 0 conviene en tomarse la fracción
como cero);

² el índice de disimilitud de Bray y Curtis [688]:X
jik ¡ jkjÁ

X
(ik + jk) (6.55)

² el coe…ciente de Czekanowski [689]:

1¡ 2
P
minfik; jkgP
(ik + jk)

(6.56)

adecuado sólo para variables no negativas.
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Theodoridis y Koutroumbas [690] (p. 362) citan además como medidas de disimilitud, amplia y fre-
cuentemente usadas las dos siguientes —cfr. Spat [691]:

dG(x;y) = ¡ log10
Ã
1¡ 1

n

nX
i=1

jxi ¡ yij
bi ¡ ai

!
(6.57)

dQ(x;y) =

vuut 1

n

nX
i=1

µ
xi ¡ yi
xi + yi

¶2
(6.58)

donde ai = minfui : u 2 Ug y bi = maxfui : u 2 Ug.
Un índice de similitud muy utilizado es la separación angular:

² el índice de similitud separación angular —cfr. Gower [692]:

X
ikjkÁ

³X
i2k

´ 1
2
³X

j2k

´ 1
2

(6.59)

Theodoridis y Koutroumbas [690] (p. 363) citan como medidas de similitud amplia y frecuentemente
usadas:

² el producto escalar:

sinner(x;y) = xTy (6.60)

=
Xn

i=1
xiyi

² la medida o distancia de Tanimoto:

sT (x;y) =
xTy

kxk2 + kyk2 ¡ xTy (6.61)

=
1

1 +
(x¡ y)T (x¡ y)

xTy

² y una última propuesta por Fu:

sc(x;y) = 1¡ d2(x;y)

kxk+ kyk (6.62)

que toma su máximo valor (1) cuando x = y, y su valor mínimo (0) si x = ¡y.

Ejemplo 77 Consideremos de nuevo el intervalo I = h0; 3i como prototipo y sean J1 = h1; 2i, J2 = h¡1; 2i,
J3 = h1; 4i y J4 = h¡1; 4i ejemplares de intervalos, cuya proximidad a I debe ser evaluada. Por tanto, U =
fh0; 3i; h1; 2i; h¡1; 2i; h1; 4i; h¡1; 4ig, a1 = minf0; 1;¡1g = ¡1, a2 = minf3; 2; 4g = 2, b1 = maxf0; 1;¡1g = 1,
b2 = maxf3; 2; 4g = 4. La tabla (6.4) muestra los resultados para los índices de disimilitud citados.

A tenor de la Tabla 6.4, los únicos índices que parecen discriminar respecto de la propiedad de ser concéntrico,
son el de Bray y Curtis y el de Czekanowski. No obstante, éstos son únicamente aplicables a datos, o
todos no negativos o todos no positivos (esto se debe a la presencia de la suma ik + jk en los denominadores
de tales medidas). El índice de Canberra adolece del mismo inconveniente: uno de nuestros intereses es
medir distancias entre intervalos cualesquiera de números reales, y es difícil admitir resultados tales como
dCanberra(h0; 3i; h¡1; 2i) = ¡:8 ó dCanberra(h0; 3i; h¡1; 4i) = ¡:857.

En cuanto al índice de similitud separación angular —cfr. Def. 6.59—, su valor es el coseno del ángulo
formado por los vectores

¡¡¡¡¡¡¡¡!
(0; 0); (i0; i1) y

¡¡¡¡¡¡¡¡¡!
(0; 0); (j0; j1) (tomando en consideración, como es el caso, sólo los

puntos extremos de los intervalos). Es decir, este índice es aplicable sólo si los objetos, en nuestro caso los
intervalos, admiten una representación e interpretación adecuada como vectores y además, lo único que nos
interesa es la dirección del vector (el coseno, esto es, el valor del índice, únicamente indica lo similares que sean
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d js (h0; 3i; J)
h1; 2i h1; 4i h¡1; 2i h¡1; 4i

dCanberra 1:200 1:143 ¡:800 ¡:857
dBray¡Curtis :333 :250 :500 :333
dCzekanowski :333 :250 :500 :333

dG :301 :301 :301 :301
dQ :721 :714 :721 :714

sSepAng :894 :970 :894 :970
sinner 6 12 6 12
sT :750 :857 :750 :857
sc :730 :801 :730 :801

Tabla 6.4: Valoración de varios indicadores de proximidad (similitud y disimilitud)
habituales, considerando únicamente los extremos de los intervalos a
comparar.
—Fuente: Elaboración propia.

las direcciones de ambos vectores). No es nuestro caso, pues observemos, por ejemplo, que todos los intervalos
h0; ai, con a 2 R+, serían similares según este índice11.

Ejemplo 78 Como trabajaremos con conjuntos borrosos de tipo 2, vemos un ejemplo con subintervalos de
[0; 1]. Sean los intervalos h:3; :6i, h:4; :5i, h:4; :7i, h:2; :5i y h:2; :7i. La Tabla 6.5 muestra la aplicación de las
medidas de comparación vistas anteriormente. Observando dicha tabla, parecen ser también de alguna utilidad
el índice de Bray y Curtis y el de Czekanowski. No obstante la no igualdad de las distancias entre los
intervalos trasladados h:4; :7i y h:2; :5i y el intervalo prototipo h:3; :6i, complica el proceso. En su parte derecha
(recuadrado), la Tabla muestra cómo aumenta la distancia si el concéntrico está intuitivamente más alejado,
como ocurre con h:2; :7i, intuitivamente más lejano de h:4; :5i, que h:3; :6i.

0.2     0.3    0.4     0.5     0.6       0.7 

6.10 Un atisbo de solución para intervalos cualesquiera: la familia
M3 de Minkowski

Una primera idea para intentar corregir este (d)efecto, es considerar también, la distancia entre los puntos
medios de los intervalos. Si I; J 2 IR, son tales que I = hi0; i1i y J = hj0; j1i, entonces se de…ne:

d3(p) (I; J) =

µ
1

3

¡ji0 ¡ j0jp + ¯̄i1=2 ¡ j1=2¯̄p + ji1 ¡ j1jp¢¶ 1
p

(6.63)

si p 2 (0;+1), y:

d3(1)(I; J) = maxfji0 ¡ j0j; ji1=2 ¡ j1=2j; ji1 ¡ j1jg (6.64)

11No obstante, mencionemos un par de ejemplos que ilustran la aplicación de este índice. El primero está relacionado con un
proyecto de investigación en el que estamos involucrados. Se trata de K®¦¦® («Contador automático de polen aerovagante»,
parcialmente subvencionado por la Junta de Extremadura, PRI-98-C006), y cuyo investigador principal es el Dr. José Moreno
del Pozo, donde han de reconocerse ópticamente, de manera automática, los diferentes tipos de pólenes. Concretamente, el índice
de similitud separación angular es de utilidad en el estudio de factores de representación de la vegetación polen —cfr. v. gr.
Parsons [693]—. Un segundo ejemplo es el Análisis Espacial, por ejemplo en Arqueología —cfr. Hodder y Orton [694]—. En
ambos supuestos, los objetos a analizar (nuestros intervalos) son lugares físicos. En el caso de la vegetación polen se registran en
cada lugar los valores de los factores de representación, por lo que elegido un origen cada lugar es en realidad un vector.
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(h:3; :6i; J) (h:4; :5i; J)
h:4; :5i h:4; :7i h:2; :5i h:2; :7i h:3; :6i h:4; :7i h:2; :5i h:2; :7i

d2(0) :1 :1 :1 :1 :1 0 0 :2

d2(:01) :1 :1 :1 :1 :1 10¡31 10¡31 :2

d2(:2) :1 :1 :1 :1 :1 :0062 :0062 :2

d2(:7) :1 :1 :1 :1 :1 :0743 :0743 :2

d2(:9) :1 :1 :1 :1 :1 :0926 :0926 :2

d2(1) :1 :1 :1 :1 :1 :1 :1 :2

d2(2) :1 :1 :1 :1 :1 :1414 :1414 :2

d2(20) :1 :1 :1 :1 :1 :1932 :1932 :2

d2(500) :1 :1 :1 :1 :1 :1997 :1997 :2

d2(1)(= dHAUS) :1 :1 :1 :1 :1 :2 :2 :2

dCanberra :2338 :2198 :2909 :2769 :2338 :1667 :3333 :5
dBray¡Curtis :1111 :1 :125 :1111 :1111 :1 :125 :2222
dCzekanowski :1111 :1 :125 :1111 :1111 :1 :125 :2222

dG :3010 :3010 :3010 :3010 :3010 :3010 :3010 +1
dQ :1197 :1147 :1554 :1515 :1197 :1179 :2357 :2635

sSepAng :9778 :9985 :9965 :9829 :9778 :9879 :9570 :9224
sinner :4200 :5400 :3600 :4800 :4200 :5100 :3300 :4300
sT :9555 :9643 :9474 :9600 :9546 :9273 :8919 :8431
sc :8921 :9043 :8831 :8989 :8921 :8617 :8303 :7933

Tabla 6.5: Valoración de varios indicadores de proximidad (similitud y disimilitud)
habituales, considerando únicamente los extremos de los intervalos a
comparar, para el caso de intervalos de [0,1].
—Fuente: Elaboración propia.

como extensión al caso p = +1.

Respecto de esta última es necesario observar que, como:

ji1=2 ¡ j1=2j · ji0 ¡ j0j+ ji1 ¡ j1j
2

· maxfji0 ¡ j0j; ji1 ¡ j1jg (6.65)

se tiene que:

d3(1)(I; J) = d2(1)(I; J) (6.66)

= maxfji0 ¡ j0j; ji1 ¡ j1jg

Denominamos M3 a la familia de distancias fd3(p) : p 2 (0;1)g.
La razón por la que d3(p) consigue diferenciar respecto de la propiedad de «ser concéntrico» es que, precisa-

mente en ese caso, cuando dos intervalos I y J son concéntricos (i1=2 = j1=2), se divide entre una cantidad
mayor, por lo que d3(p) (I; J) es menor. La situación particular del ejemplo anterior puede verse en la Tabla 6.6.

6.11 Algunos intervalos no discriminables medianteM2 ni mediante
M3

Consideremos ahora otros puntos característicos en los intervalos distintos de los extremos y del punto medio.
Sea I = h1; 9i un intervalo prototipo. Los intervalos J1 = h2; 6i y J2 = h0; 12i son co-cuartílicos-1 con I, esto
es, tienen el mismo primer cuartil i1=4 = 3. Los intervalos J3 = h4; 8i y J4 = h¡2; 10i no son co-cuartílicos-1
con I; sus primeros cuartiles son j31=4 = 5 y j41=4 = 1, respectivamente.

En el cómputo de la disimilitud d3(p) no participan los primeros cuartiles. Identi…cando los intervalos con
sus representaciones virtuales en el proceso de cómputo, esto es, con los puntos extremos y medio:

I = h1; 9i! f1; 5; 9g
J1 = h2; 6i! f2; 4; 6g
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d3(p); (0 < p · 1)
(h0; 3i; J) (h1; 2i; J)

h1; 2i h1; 4i h¡1; 2i h¡1; 4i h0; 3i h1; 4i h¡1; 2i h¡1; 4i
d3(0) 0 1 1 0 0 0 0 0

d3(:01) 10¡18 1 1 10¡18 2£ 10¡18 3£ 10¡18 3£ 10¡18 4£ 10¡18
d3(:2) :1317 1 1 :1317 :1317 :1884 :1884 :2634

d3(:7) :5603 1 1 :5603 :5603 :8261 :8261 1:121

d3(:9) :6373 1 1 :6373 :6373 :9505 :9505 1:275

d3(1) :6667 1 1 :6667 :6667 1 1 1:333

d3(2) :8165 1 1 :8165 :8165 1:291 1:291 1:633

d3(20) :9799 1 1 :9799 :9799 1:893 1:893 1:959

d3(500) :9992 1 1 :9992 :9992 1:996 1:996 1:998

d3(1) 1 1 1 1 1 2 2 2

Tabla 6.6: d3(p) aplicada a los intervalos prototipo I = h0; 3i e I = h1; 2i. Se
entiende que d3(0) = limp!0 d

3
(p).

—Fuente: Elaboración propia.

J2 = h0; 12i! f0; 6; 12g
J3 = h4; 8i! f4; 6; 8g
J4 = h¡2; 10i! f¡2; 4; 10g
En este ejemplo concreto, d3(p) no discrimina entre los intervalos co-cuartílicos-1 y los no co-cuartílicos-1,

pues se tiene que: ¯̄
i0 ¡ j10

¯̄
=
¯̄
i0 ¡ j20

¯̄
=
¯̄
i1 ¡ j31

¯̄
=
¯̄
i1 ¡ j41

¯̄
= 1¯̄

i1 ¡ j11
¯̄
=
¯̄
i1 ¡ j21

¯̄
=
¯̄
i0 ¡ j30

¯̄
=
¯̄
i0 ¡ j40

¯̄
= 3¯̄̄

i1=2 ¡ jr1=2
¯̄̄
= 1, para r 2 f1; 2; 3; 4g

por lo que:

d3(p)(I; J
r) =

µ
2

3
+ 3p¡1

¶ 1
p

para cualquier r 2 f1; 2; 3; 4g.
Parece obvio pues, que de manera similar a como hemos distinguido entre las situaciones concéntrico y no

concéntrico introduciendo en el cómputo de la disimilitud los puntos medios, debamos introducir en el cálculo
los primeros cuartiles para distinguir entre co-cuartílico-1 y no co-cuartílico-1. Podríamos proponer:

d
f0; 14 ;1g
(p) (I; J) =

µ
1

3

¡ji0 ¡ j0jp + ¯̄i1=4 ¡ j1=4 ¯̄p + ji1 ¡ j1jp¢¶ 1
p

(6.67)

que resuelve el ejemplo:

d
f0; 14 ;1g
(p)

¡
I; J1

¢
= d

f0; 14 ;1g
(p)

¡
I; J2

¢
(6.68)

=

µ
3p¡1 +

1

3

¶ 1
p

d
f0; 14 ;1g
(p)

¡
I; J3

¢
= d

f0; 14 ;1g
(p)

¡
I; J4

¢
(6.69)

=

µ
3p¡1 +

1

3
(2p + 1)

¶ 1
p

Lógicamente y con el afán de generalizar, deseamos contemplar ambas situaciones:

d
f0; 14 ; 12 ;1g
(p) (I; J) =

0@1
4

X
k2f0;1=4;1=2;1g

jik ¡ jkjp
1A 1

p

(6.70)
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que resuelve el ejemplo:

d
f0; 14 ; 12 ;1g
(p)

¡
I; J1

¢
= d

f0; 14 ; 12 ;1g
(p)

¡
I; J2

¢
(6.71)

=

µ
1

4
(2 + 3p)

¶ 1
p

d
f0; 14 ; 12 ;1g
(p)

¡
I; J3

¢
= d

f0; 14 ; 12 ;1g
(p)

¡
I; J4

¢
(6.72)

=

µ
1

4
(3p + 2p + 2)

¶ 1
p

Parece intuitivo que si uno quiere distinguir sobre el primer cuartil, debería participar en el cómputo.

Si uno tiene la idea de prever algo similar con el tercer cuartil, por lo que podríamos proponer como
disimilitud:

d5(p) (I; J) =

0@1
5

X
k2f0;1=4;1=2;3=4;1g

jik ¡ jkjp
1A 1

p

(6.73)

Aunque esto no siempre será conveniente. En nuestro ejemplo:

d5(p) (I; J
r) =

µ
1

5
(2 + 2p + 3p)

¶ 1
p

(6.74)

para cualquier r 2 f1; 2; 3; 4g.
Una ponderación conveniente nos permitirá usar sólo un subconjunto de cuartiles. Sea p = f0; 14 ; 12 ; 34 ; 1g y

un conjunto de pesos W = fw(®) : ® 2 pg tales que
P
®2p w(®) = 1. Podemos usar:

d(p) (I; J ; p;W ) =

ÃX
®2p

w(®) ji® ¡ j®jp
! 1

p

(6.75)

como expresión de una disimilitud genérica de…nida sobre las representaciones “cuartiladas” fi® : ® 2 pg y
fj® : ® 2 pg de los intervalos I y J .

En nuestro ejemplo:

d
f0; 14 ; 12 ;1g
(p) (I; J) = d(p)

¡
I; J ; p;

©
1
4 ;

1
4 ;

1
4 ; 0;

1
4

ª¢
Obsérvese que para nuestros …nes hubiese sido lo mismo escoger un conjuntoW , tales que los pesos asignados

al primer y al tercer cuartil fuesen distintos, por ejemplo, si W =
©
1
4 ; ¸;

1
4 ;
¡
1
4 ¡ ¸

¢
; 14
ª
, con ¸ 2 [0; 1=4],

entonces:

d(p)
¡
I; J1; p;W

¢
= d(p)

¡
I; J2; p;W

¢
(6.76)

=

µ
1

4
(2 + 3p) +

¡
1
4 ¡ ¸

¢
2p
¶ 1

p

d(p)
¡
I; J3; p;W

¢
= d(p)

¡
I; J4; p;W

¢
(6.77)

=

µ
1

4
(2 + 3p) + ¸2p

¶ 1
p

Si lo que estamos destacando es la co-cuartilidad(1), un efecto deseable, es que:

d(p)
¡
I; J3 ó 4; p;W

¢
> d(p)

¡
I; J1 ó 2; p;W

¢
(6.78)

Para ello, basta asignar un peso mayor al primer cuartil que al tercero, o sea ¸ >
¡
1
4 ¡ ¸

¢
.

En las siguientes secciones se generalizan y formalizan estas ideas.
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6.12 ®-percentilado

En general, dados dos subconjuntos A y B de un retículo (L ;¹), y con la …nalidad de conseguir medir la
diferencia o disimilitud existente entre ellos, podríamos trabajar, al menos de tres formas: a) considerando
todos los puntos en A y en B, b) destacando sólo algunos puntos en A y en B, y c) destacando algunos
subconjuntos relevantes de A y de B.

En las dos primeras situaciones, si los subconjuntos A y B son completos (es decir si podemos considerar
ín…mo y supremo de ambos conjuntos), estamos hablando de ®-percentilado —cfr. Def. 79—, cuya aplicación
como técnica de medición de disimilitud se verá en §6.13.1ss. La técnica de (®; ¯)-percentilado —cfr. §6.20.1—
es la solución que proponemos para el tercer caso. En una sección posterior, se propondrá la introducción de
borrosidad en el ®-percentilado (cfr. Def. 252) y en el (®; ¯)-percentilado —cfr. Def. 254.

De…nición 79 Sea (L;¹) un retículo, X 2 C(L) y [X] la clausura de X. Denominamos ®-percentilado de
X, a cualquier función parcial inyectiva p : [0; 1] ! [X], que sea un homomor…smo de orden de ([0; 1];·) en
(L;¹), esto es, tal que ® · ¯ =) p(®) ¹ p(¯), para todo ®; ¯ 2 Dom p, y tal que p(0) = x0 y p(1) = x1.
Diremos de X que es un conjunto ®-percentilado, y denotaremos tal situación mediante el par ordenado (X; p).
Nos tomaremos la libertad de denotar Dom p, simplemente por p. Así, jpj quiere decir jDom pj.

De…nición 80 Sea X y sea A µ [X]. Decimos que A es un subconjunto ®-percentilado de X, precisamente si
existe un ®-percentilado tal que p(X) = A.

Por ejemplo, todo subconjunto …nito es un subconjunto ®-percentilado de sí mismo.

De…nición 81 Denominamos ®-percentil (y ®-percentile o ®-percentage point, en inglés) de X, al elemento
imagen p(®), que denotaremos mediante xp®, o simplemente mediante x®, caso de no haber lugar a confusión.

De…nición 82 Sean (V;¹) un retículo vectorial [278], y X 2 P(V ) convexo y completo. De manera estándar,
y mientras no sea dicho nada en contra, establecemos como ®-percentilado de X, aquél p : [0; 1] ! [x0; x1] tal
que:

p(®) = (1¡ ®)x0 + ®x1 (6.79)

para todo ® 2 [0; 1]. En este caso notaremos simplemente p(®) como x®. Puede comprobarse fácilmente que p
es un homomor…smo de orden de ([0; 1];·) en (V;¹).

De…nición 83 Sea (V;¹) un retículo normado y X 2 P(V ). Si p es un ®-percentilado …nito de X, y todos
sus ®-percentiles están equidistanciados según la distancia inducida por la norma, decimos de él que es el
®-percentilado uniforme de X, lo notaremos u : [0; 1]! X. En el caso de la norma euclidea, su dominio es:

u =

½
¯ ¡ 1
jpj ¡ 1 : ¯ = 1; :::; jpj

¾
(6.80)

Observación 84 Los extremos x0 y x1 pueden pertenecer o no a X. Del mismo modo, podría proponerse que
el ®-percentil de un conjunto X no tenga por qué pertenecer a X. De ello, hablaremos más en la sección §6.16,
con la distancia de Hausdorff. Situaciones particulares de conexión, conexión por arcos, convexidad, etc.,
del conjunto X, en determinados espacios topológicos, harán que todos los ®-percentiles de X sean elementos
de X, salvo quizás x0 y x1.

Observación 85 Si consideramos el cuerpo completo (R;+; ¢;·) de los números reales, y la clase IR de todos
los intervalos acotados, entonces las de…niciones anteriores de ®-percentilado y ®-percentil son válidas para
cualquier X = hx0; x1i 2 IR.

Observación 86 En el caso particular de intervalos de números reales, notemos que dados I; J 2 IR, tales
que I = hi0; i1i y J = hj0; j1i, la biyección f : I ! J, de…nida por:

f(x) =
j0 ¡ j1
i0 ¡ i1 (x¡ i0) + j0 (6.81)

transforma12 I en J. Observemos que f es composición de una homotecia y una traslación, de razones (j0 ¡
j1)Á(i0 ¡ i1) y (i0j1 ¡ i1j0)Á(i0 ¡ i1), respectivamente13 . Nótese que en el caso particular I = [0; 1], f está

12En efecto, j0 = limx!i0 f(x) y j1 = limx!i1 f(x).
13Reescríbase f(x) = (j0¡j1)x+i0j1¡i1j0

i0¡i1 .
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de…nida como h(x) = (1 ¡ x)j0 + xj1 —cfr. Ec. (6.79)—. Igualmente podríamos escoger cualquier otra
biyección, para transformar un intervalo en otro, por ejemplo, si I = [0; 1], consideremos g : [0; 1]! J, tal que
g(x) = j1¡x0 jx1 . La desigualdad de Hölder a…rma que si j0j1 ¸ 0 y ® 2 [0; 1], entonces: j1¡x0 jx1 · (1¡x)j0+xj1
—cfr. Fig. 6.1.

3

4

5

6

7

0 1x

Figura 6.1: Biyección g : [0; 1]! J de…nida por
g(x) = j1¡x0 jx1 . Se aprecia que g no
transporta los ®-percentiles de I a
J.
—Fuente: Elaboración propia.

El interés de f reside en que si I y J están ®-percentilados linealmente por x® = (1¡®)x0+®x1 (x = i; j),
entonces f transforma cada ®-percentil de I en el correspondiente ®-percentil de J, esto es, para todo ® 2 [0; 1],

f(i®) = j® (6.82)

Debido a esto, diremos que f «transporta» el ®-percentilado de I a J.

Observación 87 Supongamos que tanto I como J están …nita y uniformemente ®-percentilados. Entonces,
la extensión estándar p(®) = (1 ¡ ®)x0 + ®x1 del ®-percentilado uniforme u a todo el intervalo [0; 1], no es
mas que una interpolación lineal. Es obvio que podría hacerse otro tipo de interpolación. Si por ejemplo los
intervalos fuesen ®-cortes de números borrosos, este esquema podría responder a que en ciertos subintervalos
se localice por ejemplo la moda de la función de pertenencia —cfr. Fig. 6.2, en la página 127.

Ejemplo 88 La de…nición (81) puede extenderse al caso de ser X una unión disjunta y fuerte14 de intervalos
propios, o sea:

X =
n[
k=1

hik;0; ik;1i (6.83)

con ik;0 < ik;1, para todo k 2 N+n . Observemos que estamos ante un caso particular de conjunto no convexo.
La de…nición del ®-percentil de X es:

x® = ik;0 + ®Sn ¡ Sk¡1 (6.84)

donde ® recorre [0; 1], recorriendo los subintervalos [Sk¡1=Sn; Sk=Sn] , estando Sk de…nido recursivamente
como: ½

S0 = 0
Sk = L1 + L2 + :::+ Lk

(6.85)

siendo Lh = ih;1¡ ih;0 , para todo h 2 N+n . En §7.1.5 estudiamos la aplicación de los resultados de este ejemplo
al cálculo de la disimilitud basada en ®-cortes entre conjuntos borrosos «normocordes», conjuntos borrosos
normales tales que todos los puntos donde se alcanza un máximo local pertenecen al núcleo.

14 Dado un retículo (L;¹) y dos subconjuntos completos A y B, decimos que A [ B es una unión fuertemente disjunta, si
existen al menos dos elementos u; v 2 U , tales que u; v 2 (a1; b0)¹ (intervalo abierto, respecto del orden ¹, de extremo inferior a1
y extremo superior b0).
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6.13 Métricas ®-percentiladas de Minkowski

6.13.1 Disimilitudes ®-percentiladas de Minkowski

La familia de métricas ®-percentiladas de Minkowski que proponemos en éste y en los siguientes apartados,
incluye como subfamilia a M2, y permite reducir la clase de intervalos no discriminables.

Generalizamos de la idea anterior de utilización de los cuartiles, con la información extra proveniente de
todas las disimilitudes locales entre todos los correspondientes ®-percentiles.

Sean I; J 2 IR, tales que I = hi0; i1i y J = hj0; j1i. Denotemos, para todo ® 2 [0; 1]:

¢I;J® = i® ¡ j® (6.86)

Obsérvese que:

¢I;J® = (1¡ ®)¢I;J0 + ®¢I;J1 (6.87)

= ¢I;J0 + ®
³
¢I;J1 ¡¢I;J0

´
(6.88)

Proponemos extender las familias deMinkowski a la que denominamos familia de disimilitudes ®-percentiladas
de Minkowski:

² en el caso …nito, para 1 · p <1, está de…nida por:

dN(p)(I; J) =

Ã
1

N

X
®2p

¯̄
¢I;J®

¯̄p! 1
p

(6.89)

donde p es un ®-percentilado y N = jpj. Si p = u (®-percentilado uniforme —cfr. Ec. 6.80), entonces,
dN(p)(I; J) es computable mediante:

dN(p)(I; J) =

0@ 1

N

NX
¯=1

¯̄̄̄
¢I;J0 +

¯ ¡ 1
N ¡ 1

³
¢I;J1 ¡¢I;J0

´¯̄̄̄p1A 1
p

(6.90)

² en el caso continuo, para 1 · p < 1, si ¢I;J0 = ¢I;J1 , esto es, si las disimilitudes entre cada par de
extremos son iguales, entonces:

d(p)(I; J) =
¯̄̄
¢I;J0

¯̄̄
(6.91)

y si ¢I;J0 6= ¢I;J1 , entonces, la de…nimos como:

d(p)(I; J) =

µZ 1

0

¯̄
¢I;J®

¯̄p
d®

¶ 1
p

(6.92)
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que precisamente es el límite15 :

d(p)(I; J) = lim
N!1

dN(p)(I; J)

=

0@
¯̄̄
¢I;J0

¯̄̄p
¢I;J0 ¡

¯̄̄
¢I;J1

¯̄̄p
¢I;J1³

¢I;J0 ¡¢I;J1
´
(p+ 1)

1A
1
p

(6.93)

² si p =1, en ambos casos, es el límite:

d(1)(I; J) = lim
p!1d(p)(I; J) (6.94)

= max
³¯̄̄
¢I;J0

¯̄̄
;
¯̄̄
¢I;J1

¯̄̄´
= lim
p!1d

N
(p)(I; J)

= dN(1)(I; J)

para cualquier N 2 Z+, N > 2.

El caso p = 2 ha sido profusamente estudiado —cfr. Salas, Bertoluzza y Corral [695]; Bertoluzza,
Corral y Salas [681, 696]; Montes, Gil y Bertoluzza [697]—, motivados por problemas de regresión
borrosa —cfr. Klir y Yuan [46]; y §7.1.1 de la presente Tesis.

Con respecto a las observaciones precedentes, si f es una traslación, las disimilitudes son las mismas, pero
en los otros dos casos, las disimilitudes d(p)(I; J) son monótonas crecientes con respecto a p, hacia d(1)(I; J).

6.13.2 Propiedades de las disimilitudes ®-percentiladas

Si I; J 2 I[0; 1], esto es, si son subintervalos de [0; 1], entonces dN(p)(I; J), d(1)(I; J) 2 [0; 1], es decir, están
normalizadas, para todo p 2 [1;1). En el caso general I; J 2 IR, no lo están. El motivo fundamental, en este
último caso, de la introducción de los coe…cientes 1=N es la convergencia en N de dN(p)(I; J). Si sólo operásemos
con un número …nito N de ®-percentiles, podríamos usar alternativamente la familia de distancias:

dN¤(p) (I; J) =

ÃX
®2b

¯̄
i(®) ¡ j(®)

¯̄p! 1
p

(6.95)

que carece de sentido en el caso continuo, pues si N ³ +1, entonces dN¤(p)(I; J) diverge16.

Los teoremas que siguen nos permiten concluir que las disimilitudes propuestas son métricas.

Teorema 89 Las disimilitudes dN¤(p) y d
N
(p) (8p 2 (0;1];8N 2 Z+) y d(1) son distancias de Birkhoff en

IR2 = IR£ IR.
15 Obsérvese que:

lim
N!1

³
dN(p)(I; J)

´p
=

1

N

X
®2u

¯̄̄
¢I;J®

¯̄̄p
= lim

N!1
1

N

X
®2u

¯̄̄
(1¡ ®)¢I;J0 + ®¢I;J1

¯̄̄p
= lim

N!1
1

N

NX
®=1

¯̄̄̄
¢I;J0 +

®¡ 1
N ¡ 1

³
¢I;J1 ¡¢I;J0

´¯̄̄̄p

=

¯̄̄
¢I;J0

¯̄̄p
¢I;J0 ¡

¯̄̄
¢I;J1

¯̄̄p
¢I;J1³

¢I;J0 ¡¢I;J1
´
(p+ 1)

=

Z 1

0

¯̄̄
¢I;J0 + ®

³
¢I;J1 ¡¢I;J0

´¯̄̄p
d®

=
¡
d(p)(I; J)

¢p
16 Llegados a este punto, y en referencia a los índices de (di-)similitud comentados en §6.9, puede ser interesante exponer que:

² El ®-percentilado de la métrica de Canberra no es convergente, hay divergencia a signum(i0 + i1 + j0 + j1)1, y si supone
que los intervalos son no negativos, para que no resulten distancias negativas, diverge a +1.
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Demostración. Sean I; J;K 2 IR, tales que I = hi0; i1i; J = hj0; j1i;K = hk0; k1i. En efecto, dN¤(p) (I; J),
dN(p)(I; J), d

N
(1)(I; J), d(1)(I; J) ¸ 0, por tratarse de una raíz positiva de una suma de potencias de valores

absolutos, afectados o no por coe…cientes positivos, y de simples valores absolutos en el caso de dN(1)(I; J) y
d(1). La simetría —cfr. 5.9— es consecuencia de la simetría del valor absoluto. Si I = J , entonces i(®) = j(®),
para todo ® 2 [0; 1], y por tanto dN¤(p) (I; J) = dN(p)(I; J) = dN(1)(I; J) = d(1)(I; J) = 0 —cfr. 5.3—. Si

dN¤(p)(I; J) = d
N
(p)(I; J) = 0, como para todo ® 2 [0; 1] es

¯̄
i(®) ¡ j(®)

¯̄p ¸ 0, se sigue que deben ser i(®) = j(®),

y por tanto I = J —cfr. 5.12—. Si dN(1)(I; J) = d(1)(I; J) = 0, esto es, si max(j¢I;J0 j; j¢I;J1 j) = 0, entonces

¢I;J0 = ¢I;J1 = 0, de donde I = J .

Teorema 90 Para todo p 2 (0; 1], y todo N 2 Z+, las disimilitudes dN(p) y dN¤(p) son distancias regulares de

Fréchet en IR2 = IR£ IR.

Demostración. En efecto, sean I; J;K 2 IR, tales que I = hi0; i1i; J = hj0; j1i;K = hk0; k1i. Como (a)
para todo ® 2 [0; 1] son ciertas

¯̄
i(®) ¡ k(®)

¯̄ · ¯̄i(®) ¡ j(®) ¯̄+ ¯̄j(®) ¡ k(®)¯̄, por ser el valor absoluto métrica en R,
(b) la función real xp es creciente en [0;1) y (c) al ser p 2 (0; 1], xp es superaditiva (o sea, (x+ y)p ¸ xp+ yp)
para todo x; y 2 [0;1), se tiene,¯̄

i(®) ¡ k(®)
¯̄p · ¯̄i(®) ¡ j(®)¯̄p + ¯̄j(®) ¡ k(®)¯̄p
=)

X
®2b

¯̄
i(®) ¡ k(®)

¯̄p ·X
®2b

¯̄
i(®) ¡ j(®)

¯̄p
+
X
®2b

¯̄
j(®) ¡ k(®)

¯̄p
=) dN¤(p) (I; J) ·

³³
dN¤(p) (I; J)

´p
+
³
dN¤(p)(J;K)

´p´ 1
p

=) N
¡1
p dN¤(p) (I; J) · N

¡1
p

³³
dN¤(p) (I; J)

´p
+
³
dN¤(p)(J;K)

´p´ 1
p

=) dN(p)(I; J) ·
³³
dN(p)(I; J)

´p
+
³
dN(p)(J;K)

´p´ 1
p

De aquí que dN¤(p) (I; J) y dN(p)(I; J) sean distancias de Fréchet, con %(x) = 2
1
px.—cfr. Def. 61 (p. 98).

Teorema 91 Para todo p 2 [1;1], y todo N 2 Z+, las disimilitudes dN(p) y dN¤(p) sonmétricas en IR2 = IR£IR.

Demostración. Estas disimilitudes son un caso especial de las '-métricas, cuyo carácter como tales se
demuestra en el Teorema 108 (p. 141).

6.13.3 Las familias de métricas ®-percentiladas de Minkowski

De aquí en adelante, denotaremos:

M = fdN(p) : N 2 Z+ ^ p 2 [1;1)g (6.97)

MN = fdN(p) : p 2 [1;1)g (6.98)

Mp = fdN(p) : N 2 Z+g (6.99)

M¤ = fdN¤(p) : N 2 Z+ ^ p 2 [1;1)g (6.100)

MN¤ = fdN¤(p) : p 2 [1;1)g (6.101)

M¤
p = fdN¤(p) : N 2 Z+g (6.102)

Las siguientes propiedades de estas familias de métricas son fácilmente demostrables.

² El ®-percentilado de la métrica de Bray y Curtis converge a

d
(1)
Bray¡Curtis(I; J) = lim

N!1
dNBray¡Curtis(I; J)

=
ji0 + i1 ¡ j0 ¡ j1j
i0 + i1 + j0 + j1

(6.96)

² El ®-percentilado del índice de similitud separación angular converge a 1.
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² Se veri…ca:

dN¤(p) · dM¤
(p) , si N ·M (6.103)

dN¤(1) · dN¤(p) · dN¤(q) · dN¤(1) , si q · p (6.104)

donde N;M 2 Z+ y p; q 2 [1;1).
² La métrica dN¤(1) admite la de…nición recursiva:

dN¤(1) =
½ ¯̄

i(0) ¡ j(0)
¯̄
+
¯̄
i(1) ¡ j(1)

¯̄
si N = 2

dN¡1¤(1) (I; J) +
¯̄
i(1=2) ¡ j(1=2)

¯̄
si N > 2

(6.105)

² Para todo N > 2 de Z+:

I 6½ J ^ J 6½ I =) dN(1)(I; J) = d
N¡1
(1) (I; J) (6.106)

6.13.4 Ejemplo ilustrativo:
Índices de borrosidad

En 1975, Arnold Kaufmann [698] introdujo el índice de borrosidad ° —también conocido como índice de
borrosidad «K2»—, dado A 2 F(U):

°(A) =
2

nk
d(A; A̧) (6.107)

donde d es una métrica en F(U), k 2 R+, n = j suppAj y A̧ 2 P(U) es el subconjunto nítido más próximo
al subconjunto borroso A, o sea, aquél cuya función característica es:

A̧(u) =

½
0 si A(u) · 1

2
1 si A(u) > 1

2

(6.108)

Autores como Klir y Folger [699], o Kaufmann y Gil Aluja [412], recogen las medidas de borrosidad17

basadas en la familia clásica de métricas de Minkowski y en la suposición ideal de falta de distinción entre un
conjunto borroso y el conjunto nítido más próximo a él.

17 Intuitivamente —cfr. Klir y Yuan [46] (p. 254)— se asigna la borrosidad maximal al subconjunto ² 2 F(U), tal que
8u 2 U ; ²(u) = 1=2. También intuitivamente, según estos autores, se considera como de…nición de «menos borroso» la
siguiente: Sean A;B 2 F(U). Diremos que A es menos borroso que B, y denotaremos A 2 B, precisamente si, 8u 2 U : (i)
B(u) · 1

2
=) A(u) · B(u), y (ii) B(u) > 1

2
=) A(u) ¸ B(u).

Didier Dubois y Henri Prade [437] proporcionan la siguiente de…nición de medida de borrosidad: Una función h : F(U) !
[0;+1), es una medida de borrosidad (o entropía borrosa), precisamente si: (i) h(A) = 0 si y sólo si A es nítido, (ii) h(A)
(alcanza su máximo, precisamente si A = ² –conjunto «equilibrio», cuya borrosidad es maximal), y (iii) A 2 B =) h(A) · h(B)
(si A es «menos borroso» que B, entonces el valor de borrosidad de A es menor que el valor de borrosidad de B).

También es usual valorar la borrosidad en el intervalo [0; 1], por lo que una de…nición frecuente de medida de borrosidad es —cfr.
De Luca y Termini [700]; Trillas, Alsina y Terricabras [316]: Una función H : F(U)! [0; 1], es una medida de borrosidad
(o entropía borrosa), precisamente si: (i) H(A) = 0 si y sólo si A es nítido, (ii) H(A) = 1 () (8u 2 U ; A(u) = 1=2), y (iii)
A 2 B =)H(A) · H(B).

Intuitivamente, la borrosidad de un arquetipo ha de ser mayor que la borrosidad de un ejemplar (este viene dado, mientras que
el arquetipo seguramente habrá que construirlo). Ello será porque la borrosidad de un arquetipo se obtendrá como agregación de
los grados individuales de borrosidad de los ejemplares que contribuyen a la de…nición del arquetipo. Optamos por realizar esta
agregación con una conorma triangular (por ser la t-conorma máximo la menor de todas).

De igual manera que entendemos la entropía clásica —a partir de Shannon [701]— como medida de la incertidumbre probabilística
presente en un experimento aleatorio (variable aleatoria, distribución de probabilidad), entendemos la entropía borrosa como medida
de la incertidumbre borrosa presente en un conjunto borroso (en una función de pertenencia). En general, existirá una noción de
entropía para cada concepto descriptor de diferentes situaciones de incertidumbre.

Basados en conceptos provenientes de la teoría de la información —cfr. Cover y Thomas [702]; Pardo [703]; Khinchin [704]—,
De Luca y Termini [705], introdujeron en 1972, las medidas de borrosidad entropía y energía. Por medida de entropía de un
subconjunto borroso A de U , entendemos un número H(A):

H(A) =
Z
U
f(A(u))dv (6.109)

donde v es una medida de…nida en U y f : [0; 1] ! [0; 1] una función monótona creciente en [0; 1=2] y monótona decreciente en
[1=2; 1].

Obsérvese que la entropía de ? y de U es cero. El conjunto borroso g1=2 tiene entropía maximal. Considérense como ejemplos:

f(x) =

½
x si x 2 [0; 1=2]

1¡ x si x 2 [1=2; 1] (6.110)



126 Capítulo 6. Asignaciones de comparación entre intervalos

Considerando las disimilitudes ®-percentiladas de Minkowski, de…nimos la entropía no probabilística
°Np de Kaufmann, 8A 2 F(U):

°Np (A) = 2d
N
p (A; A̧) (6.113)

Obsérvese que n = N y k = 1=p. Así, tenemos las siguientes familias:

K = f°N(p) : N 2 Z+ ^ p 2 [1;1)g (6.114)

KN = f°N(p) : p 2 [1;1)g (6.115)

Kp = f°N(p) : N 2 Z+g (6.116)

K¤ = f°N¤(p) : N 2 Z+ ^ p 2 [1;1)g (6.117)

KN¤ = f°N¤(p) : p 2 [1;1)g (6.118)

K¤p = f°N¤(p) : N 2 Z+g (6.119)

Otra manera de medir la borrosidad es midiendo la disimilitud con el complementario. Es una propuesta
de Yager [706], y, en concreto, se trata de medir la borrosidad de un conjunto borroso mediante la falta de
distinción local entre él y su complementario. Así, siendo U acotado:

°Y(A) =

Z
U
(1¡ jA(u)¡Ac(u)j)du (6.120)

En (6.120) se emplea la métrica d1. En vez de ello, bien pudiera emplearse cualquier otra disimilitud para
medir la falta de distinción entre un conjunto borroso y su complementario. De esta forma, y de una manera
similar a (6.114-6.119) tendríamos diversas colecciones de familias de índices de borrosidad, según la disimilitud
empleada.

Observemos cómo depende el grado de borrosidad de la aproximación empleada:

i) mientras menos distinto de su conjunto nítido más próximo, sea un conjunto borroso, menos borroso éste
será; sin embargo,

ii) mientras menos distinto de su complementario sea un conjunto borroso, más borroso será.

Observemos que , el conjunto borroso más borroso (menos nítido) es:

(8u 2 U)(A(u) = 1=2) (6.121)

Recordemos que la distribución de probabilidad con la mayor entropía —cfr. pág. B.3— (es decir, con la menor
certeza en que ocurra cualquier resultado en particular) es la uniforme.

6.14 ®-percentilado poligonal

Siendo (V;¹) un retículo vectorial y X un subconjunto denso, convexo y completo suyo, establecimos como
®-percentilado estándar de X —cfr. Ec. 6.79— aquel ®-percentilado p : [0; 1]! [x0; x1], tal que:

p(®) = x® = (1¡ ®)x0 + ®x1
para todo ® 2 [0; 1]. O sea, como el segmento de extremos (0; x0) y (1; x1).

Pero, puede que p(®) no sea un segmento. Podemos asignar, biyectiva y ordenadamente, N puntos :

f® i
N¡1

: i = 0; 1; :::; N ¡ 1g
y la bien conocida «función de Shannon»:

f(x) = ¡x lnx¡ (1¡ x) ln(1¡ x) (6.111)

Por medida de energía de un subconjunto borroso A de U , entendemos un número E(A):

E(A) =
Z
U
g(A(u))dv (6.112)

donde v es una medida de…nida en U y g es una función monótona creciente en [0; 1]. Obsérvese que si g(v) = v, entonces, E(A)
puede interpretarse como el cardinal de A.
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de [0; 1] a N puntos:

fx[i=(N¡1)] : i = 0; 1; :::; N ¡ 1g

de [x0; x1], siendo ®0 = 0, x0 = x[0], ®1 = 1 y x1 = x[1]. Así, para todo , ® 2 [0; 1]:

x® = p(®;X;N) (6.122)

=
N¡1X
i=0

Â[®(i¡1)=(N¡1);®i=(N¡1)]Z(®;®(i¡1)=(N¡1); x[(i¡1)=(N¡1)]; ®i=(N¡1); x[i=(N¡1)])

con Z una interpolación lineal:

Z(x; a; b; c; d) = (x¡ a)d¡ c
b¡ a + c

y ÂA la función indicadora de A.

Lógicamente, por ser inyectiva, p está obligada a ser estricta creciente o estricta decreciente. Diremos que
p es un ®-p ercent il ado p oligonal de X. Como ejemplo, véase la Fig. 6.2.

Figura 6.2: Grá…ca de p(®) en un caso de asignación de cinco puntos destacados
( a demás d e l os ex trem os) d el i n te rval o [x 0 ; x1 ] a lo s sex ti le s del i nt erva lo
[0; 1].
—Fuente: Elaboración propia.

Ejemplo 92 Sean A y B dos conjuntos borrosos normales y bimodales, con ambas modas pertenecientes a
sus respectivos núcleos (se de…ne cada moda como el valor medio de cada intervalo modal), a̧1; a̧2 2 coreA,
b̧1; b̧2 2 coreB. Dado ® 2 (0; 1], consideremos sus ®-cortes ®A = h®a0;® a1i y ®B = h®b0;® b1i. De alguna
manera, puede decirse que tenemos un metaconocimiento sobre estos intervalos: sabemos que son ®-cortes
de conjuntos borrosos. En base a ello consideramos las representaciones ®A ! f®a0; a̧1; a̧2;® a1g y ®B !
f®b0; b̧1; b̧2;® b1g. En cuanto a [0; 1], lo consideramos representado por f0; 1=3; 2=3; 1g. Asociaremos a̧1 y b̧1
con 1=3, y a̧2 y b̧2 con 2=3, utilizando la función p —cfr. Ec. 6.122— para calcular una disimilitud entre ellos,
modi…cando de una manera natural la expresión (6.89):

d4(p)(
®A;®B; p) =

0@1
4

X
®2Domp

jp(®;®A)¡ p(®;®B)jp
1A 1

p

(6.123)

6.15 Intervalos y líneas de confusión para las métricas ®-percentiladas
de Minkowski

«Por supuesto que no. Después de todo, puedo estar equivocado.»
—Bertrand Arthur William Russell <Le preguntaron si estaba dispuesto a morir por sus creencias>
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6.15.1 Intervalos y líneas de confusión asociados a M2

Consideremos la familia M2 = fd2p : p 2 [1;1]g de métricas [0; 1]-normalizadas de Minkowski. Dados ha; bi 2
IR y r 2 R+, todas las esferas18 S2p(ha; bi; r), para p 2 [1;1], se cortan en cuatro intervalos. Concretamente,
para todo p; p0 2 [1;1]:

S2(p)(ha; bi; r) \ S2(p0)(ha; bi; r) = fha§ r; b§ rig (6.124)

Los llamamos r-intervalos de confusión asociados a M2.

b

a

Figura 6.3: Diferentes esferas de la familia M2 de métricas d2(p)
[0; 1]-normalizadas de Minkowski, dados un centro, o
sea, un intervalo ha; bi 2 IR, y un radio r 2 R+. Están
representadas S21 (rombo), S2(2) (circunferencia), S

2
(3),

S2(4), S
2
(5) y S

2
(1) (cuadrado). Se aprecian las dos úni-

cas r-líneas de confusión l2(a; b) ´ x + y = a + b y
ll2(a; b) ´ x¡ y = a¡ b.
—Fuente: Elaboración propia.

Diferentes esferas de la familia M2 de métricas d2(p) [0; 1]-normalizadas de Minkowski, dados un centro,
o sea, un intervalo ha; bi 2 IR, y un radio r 2 R+. Están representadas S21 (rombo), S2(2) (circunferencia),
S2(3), S

2
(4), S

2
(5) y S2(1) (cuadrado). Se aprecian las dos únicas r-líneas de confusión l2(a; b) ´ x+ y = a+ b y

ll2(a; b) ´ x¡ y = a¡ b.
El conjunto de todos los r-intervalos de confusión, para todo r 2 R+, se obtiene como unión de dos líneas

rectas, como podemos apreciar en la Figura 6.3, es decir:

fha§ r; b§ ri : r 2 R+g = l2(a; b) [ ll2(a; b) (6.125)

siendo:

l2(a; b) ´ x+ y = a+ b (6.126)

ll2(a; b) ´ x¡ y = a¡ b (6.127)

Las denominamos r-líneas de confusión asociadas a M2.

Obsérvese que las esferas S2p , para p 2 [1;1], satisfacen una relación dual de encaje creciente, desde S21
hacia S21 . Traducido en magnitudes de medida, esto signi…ca que para todo 1 · p · p0 · 1:

d21 · d2p · d2p0 · d21 (6.128)

Pero, ¿qué ocurre con el resto de familias?
18Sean (E; d) un espacio métrico, x0 2 E y r 2 R+. Una bola abierta (o simplemente bola) de centro x0 y radio r es el conjunto

B(x0; r) = fx 2 E : d(x; x0) < rg. Una bola cerrada de centro x0 y radio r es el conjunto B[x0; r] = fx 2 E : d(x; x0) · rg.
Llamamos esfera de centro x0 y radio r al conjunto S(x0; r) = fx 2 E : d(x; x0) = rg. Resulta trivial la relación S(x0; r) =
B[x0; r]¡B(x0; r).
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Si bien la familia M2¤, al igual que M2, tiene asociadas dos r-líneas de confusión, encontraremos que
las familias M3 y M¤

p, así como la superfamilia M¤, tienen asociadas una única r-línea de confusión. Estos
resultados no son extensibles al resto de familias MN , para N > 3, MN¤, para N > 2, y Mp, para las cuales
el número de r-líneas de confusión parece ser in…nito.

6.15.2 Familia M2¤ de métricas no [0; 1]-normalizadas de Minkowski

Dados ha; bi 2 IR y r 2 R+, la familia M2¤ = fd2¤p : p 2 [1;1]g de métricas no [0; 1]-normalizadas de
Minkowski tiene asociados cuatro r-intervalos de confusión. En concreto, para todo p; p0 2 [1;1]:

S2¤(p)(ha; bi; r) \ S2¤(p0)(ha; bi; r) = fha§ r; bi; ha; b§ rig (6.129)

b

a

Figura 6.4: Diferentes esferas de la familia M2¤ de métricas d2¤(p) no
[0; 1]-normalizadas de Minkowski, dados un centro, o
sea, un intervalo ha; bi 2 IR, y un radio r 2 R+. Están
representadas S2¤1 (rombo), S2¤(2) (circunferencia), S

2¤
(3),

S2¤(4), S
2¤
(5) y S

2¤
(1) (cuadrado). Se aprecian las dos únicas

r-líneas de confusión l2¤(a; b) ´ x = a y ll2¤(a; b) ´ y =
b.
—Fuente: Elaboración propia.

Las r-líneas de confusión asociadas a M2¤ son:

l2¤(a; b) ´ x = a (6.130)

ll2¤(a; b) ´ y = b (6.131)

Como se aprecia en la Figura 6.4, las esferas S2¤p (1 · p · 1), están encajadas crecientemente, desde S2¤1
hacia S2¤1 . Traducido en magnitudes de medida, esto signi…ca que para todo 1 · p · p0 · 1:

d2¤1 · d2¤p0 · d2¤p · d2¤1 (6.132)

6.15.3 Familia M3 de métricas ®-percentiladas [0; 1]-normalizadas de Minkowski

Dados ha; bi 2 IR y r 2 R+, la familia M3 = fd3(p) : p 2 [1;1]g tiene asociados dos r-intervalos de confusión;
concretamente, para todo p; p0 2 [1;1):

S3(p)(ha; bi; r) \ S3(p0)(ha; bi; r) = fha+ r; b+ ri; ha¡ r; b¡ rig (6.133)

por lo que M3 tiene asociada la única r-línea de confusión:

l3(a; b) ´ x¡ y = a¡ b (6.134)

como puede apreciarse en la Figura 6.5.
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b

a

Figura 6.5: Diferentes esferas de la familia M3 de métricas d3(p)
[0; 1]-normalizadas de Minkowski, dados un centro, o
sea, un intervalo ha; bi 2 IR, y un radio r 2 R+. Están
representadas S31 (rombo), S3(2) (circunferencia), S

3
(3),

S3(4), S
3
(5) y S

3
(1) (cuadrado). Se aprecia la única r-línea

de confusión ll3(a; b) ´ x¡ y = a¡ b.
—Fuente: Elaboración propia.

6.15.4 FamiliasM¤
p de métricas ®-percentiladas no [0; 1]-normalizadas deMinkows-

ki

Consideremos, para cualquier p 2 [1;1), la familia M¤
p = fdN¤(p) : N 2 Z+g de métricas ®-percentiladas no

[0; 1]-normalizadas de Minkowski. Dados un intervalo ha; bi 2 IR y un radio r 2 R+, la línea de confusión
asociada a todas las esferas S¤(ha; bi; r), sea cual sea el radio r 2 R+, e independientemente de p, es:

l¤(a; b) ´ x+ y = a+ b (6.135)

De esta forma, dados p 2 [1;1), ha; bi 2 IR y r 2 R+, la familia M¤
p tiene asociados, respecto de un centro

ha; bi y un radio r concretos, dos únicos intervalos de confusión situados sobre la línea l¤(a; b):¿
a¡ r

2
1
p

; b+
r

2
1
p

À
y
¿
a+

r

2
1
p

; b¡ r

2
1
p

À
(6.136)

esto es, todas las esferas SN¤(p) (ha; bi; r), para N 2 Z+, se cortan únicamente en esos intervalos —cfr. Fig. 6.6.

b

a

Figura 6.6: Diferentes esferas SN¤(p) (ha; bi; r) con ha; bi 2 IR, dos ra-
dios r = 1; 7 2 R+, y p = 7. Para ambos radios, están
representadas S2¤(7), S

3¤
(7), S

4¤
(7), y S

5¤
(7). Se aprecia la única

r-línea de confusión l¤(a; b) ´ x+ y = a+ b.
—Fuente: Elaboración propia.
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Diferentes esferas SN¤(p) (ha; bi; r) con ha; bi 2 IR, dos radios r = 1; 7 2 R+, y p = 7. Para ambos radios, están
representadas S2¤(7), S

3¤
(7), S

4¤
(7), y S5¤(7). Se aprecia la única r-línea de confusión l¤(a; b) ´ x+ y = a+ b.

6.15.5 Conclusión

Clásicamente se ha utilizado la familia M2. Pero hemos visto que tiene asociadas dos líneas de confusión. Si
bien la familia M2¤, al igual que M2, tiene asociadas dos r-líneas de confusión, hemos visto que las familias
M3 y M¤

p, así como la superfamilia M¤, tienen asociadas una única r-línea de confusión. Estos resultados no
son extensibles al resto de familias MN , para N > 3, MN¤, para N > 2, y Mp, para las cuales el número de
r-líneas de confusión parece ser in…nito.

Por ello, si deseamos trabajar normalizando en [0; 1], podemos usar M3 (una única línea de confusión
asociada). En el caso …nito podrá usarse alternativamente cualquier familia M¤

p (una única línea de confusión
asociada). Aunque la superfamilia M¤ = fdN¤(p) : p 2 [1;1] ^ N 2 Z+g posee una única línea de confusión
asociada —cfr. §6.15.4—, debemos remarcar que hay subfamilias como M2¤ con dos, y en general MN¤

(N > 2) con in…nitas.

6.15.6 Un último ejemplo que pretende seguir ilustrando

Imaginemos que un cierto atributo cuantitativo de un prototipo está representado por el intervalo A = h:30; :50i.
Sean los intervalos J1 = h:25; :35i, J2 = h:21; :37i y J3 = h:21; :63i, las representaciones del mismo atributo para
tres patrones de entrada diferentes. ¿Qué patrón preferiremos, según el criterio de la mínima disimilitud con
respecto al prototipo? Si la disimilitud es la métrica d2(2), resulta que todos ellos distan lo mismo de I = h:3; :5i.

d2(2)(A; ¢)
J1 J2 J3

80¡1=2 80¡1=2 80¡1=2

Tabla 6.7: Confusión de J1 = h:25; :35i, J2 = h:21; :37i y J3 =
h:21; :63i respecto de la métrica d2(2).
—Fuente: Elaboración propia.

Consideremos la grá…ca de la curva correspondiente a d2(2)(I; hx(y); yi), siendo hx(y); yi un intervalo genérico
en alguna esfera S2(2)(I; r) —cfr. Fig. 6.7—. Concretamente en esta grá…ca, r2 = 1=80, x(y) = 3=10 §p
y ¡ y2 ¡ 9=40, con y 2 (:5 ¡ 1=p80; :5 + 1=p80), esto es, el recorrido euclideo en ordenadas de la esfera

S2¤(2)(h:3; :5i; 1=
p
40)).

Las abcisas de la grá…ca son los puntos extremos derechos de los intervalos hx(y); yi. Como estamos repre-
sentando las distancias d2(2) de todos los puntos de una esfera S2(2) a su centro, es evidente que la función es

constante e igual al radio de la esfera, 1=
p
80 = : 111 8034 —cfr. Fig. 6.7.

Si la familia de métricas se restringe a las de Minkowski, M2 = fd2(p) : p 2 [1;1)g o M2¤ = fd2¤(p) : p 2
[1;1)g, entonces no podremos discriminar entre los intervalos J2 = h:21; :37i y J3 = h:21; :63i, al tratarse de
un caso de dilatación lateral —cfr. Tabla 6.8.

d2¤(p)(A; ¢) y d2(p)(A; ¢)
J1 J2 J3

d2¤(p) (:0 5p + : 15p)
1
p (:0 9p + : 13p)

1
p (:0 9p + : 13p)

1
p

d2(p)
¡
:0 5p+: 15p

2

¢ 1
p

¡
:0 9p+: 13p

2

¢ 1
p

¡
:0 9p+: 13p

2

¢ 1
p

Tabla 6.8: Indiscriminabilidad de J2 y J3 usando métricas de M2 o M2¤.
—Fuente: Elaboración propia.
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118034

118035

0.4 0.6

Figura 6.7: Función distancia d2(2) de los puntos de la esfera
S2¤(2)(h:3; :5i; 1=

p
40) a su centro, esto es, desde los

puntos (hx(y); yi) a h:3; :5i, siendo x(y) = 3=10 §p
y ¡ y2 ¡ 9=40, con y 2 (:5¡ 1=p80; :5 + 1=p80).

—Fuente: Elaboración propia.

Puede apreciarse esto también, observando la grá…ca —cfr. Fig. 6.8— de la curva correspondiente a
d2(3)(I; hx(y); yi), siendo hx(y); yi un intervalo genérico en alguna esfera S2(2)(I; r) (concretamente, las mismas
hipótesis que en la Figura 6.7). Aparece destacado el caso de ambigüedad comentado entre los intervalos
J2 = h:21; :37i y J3 = h:21; :63i.

0.112

0.114

0.116

0.118

0.12

0.122

0.124

0.35 0.4 0.45 0.5 0.55 0.6 0.65

Figura 6.8: Grá…ca de d2(3)(I; hx(y); yi) con hx(y); yi 2 IR, un in-
tervalo genérico en alguna esfera S2(2)(I; r), siendo I =
h:3; :5i (mismas hipótesis que en la Fig. anterior). Los
puntos destacados son los intervalos J2 = h:21; :37i y
J3 = h:21; :63i.
—Fuente: Elaboración propia.

Este resultado genera un orden confuso de preferencias, a saber:

J2 ³ J3 Â J1 (6.137)

Consecuentemente, pudiera proponerse cambiar de familia de métricas, concretamente, según comentábamos
al …nalizar la sección anterior, aM3. Eligiendo entre sus miembros, la métrica siguiente en coste computacional,
d3(2), se consigue romper la ambigüedad (confusión) anterior entre los intervalos J2 = h:21; :37i y J3 = h:21; :63i
—cfr. Tabla 6.9, situación representada en la Fig. 6.9 por los puntos marcados con un pequeño cuadrado.

El orden de preferencia generado ya no es confuso:

J3 Â J1 Â J2 (6.138)
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d3(2)(A; ¢)
J1 J2 J3

1
300

p
1050 1

300

p
1113 1

300

p
762

Tabla 6.9: Rompimiento de la confusión entre J1 = h:25; :35i, J2 =
h:21; :37i y J3 = h:21; :63i respecto de la métrica d2(2), con
la métrica d3(2) .
—Fuente: Elaboración propia.

0.092
0.094
0.096
0.098

0.1
0.102
0.104
0.106
0.108

0.11
0.112

0.35 0.4 0.45 0.5 0.55 0.6 0.65

Figura 6.9: Grá…ca de d3(2)(I; hx(y); yi) con hx(y); yi 2 IR, un in-
tervalo genérico en alguna esfera S2(2)(I; r), siendo I =
h:3; :5i (mismas hipótesis que en las grá…cas precedentes).
Los puntos destacados son los intervalos J2 = h:21; :37i
y J3 = h:21; :63i. La grá…ca punteada corresponde a
d3(2)(I; hx(y); yi) con x(y) = 3=10 +

p
y ¡ y2 ¡ 9=40.

—Fuente: Elaboración propia.

Obsérvese que según (6.133), para h:21; :37i respecto de h:3; :5i y de un radio r, el intervalo no discriminable
es h:39; :63i, mientras que para h:25; :35i es h:35; :65i. Por tanto, cualquiera de las demás métricas de M3

asignaría este mismo orden de preferencia.

Cambiar de las familias clásicas de MinkowskiM2 y M2¤ a M3, implica:

² Una reducción de la clase de intervalos no discriminables19 según la familia utilizada.

² Una pérdida de confusión (una ganancia de información): de dos líneas se pasa a una única.

6.16 Métrica de Hausdor¤ ®-percentilada

Sean A = [0; 2], B = [3; 4] y C = [3; 5], entonces d(1) (A;B) = 2:5 y d(1) (A;C) = 3, pero H(A;B) = H(A;C) =
3. Nuestra intuición parece estar más de acuerdo con el valor que poporciona d(1). Nuestro objetivo es modi…car
convenientemente la métrica de Hausdorff, para evitar ese inconveniente.

Para hacerlo posible, usaremos los ®-percentiles. Sea X un conjunto de números reales, x1 = infX, y
x2 = supX. Consideremos su intervalo cerrado asociado X̂ = [x1; x2], y «percentilémoslo». De…nimos el
®-supremo de X, y denotemos por Sup(®)X o simplemente X(®), como el ®-percentil en X̂. De manera similar,
de…nimos el ®-ín…mo de X, denotándolo mediante (®)X o simplemente X(®), como el (1¡ ®)-percentil en X̂.

19 Existen intervalos no discriminables por ninguna de las métricas propuestas. Como vemos en la Fig. 6.9 (observando la
recta horizontal), hay un intervalo h¢; :63i cuya distancia a h:3; :5i es la misma que la correspondiente a h:21; :37i. Tal intervalo es
h:39; :63i. Para estos pares de intervalos (h:3; :5i; h:21; :37i) y (h:3; :5i; h:39; :63i), sucede que cualquiera de las métricas relatadas en
este trabajo asigna el mismo valor:

dN¤(p) (h:3; :5i; ¢) =

µ
:0 9p +

XN¡2
j=1

µ
: 22

¯̄̄̄
j

N ¡ 1

¯̄̄̄¶p
+ : 13p

¶ 1
p

= N
1
p dN(p)(h:3; :5i; ¢)
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Así, X(0) = X(1) = infX,y X(1) = X(0) = supX. Cuando trabajamos conjuntamente con un ®-sup y un
¯-inf,quizás debieran satisfacer X(¯) · X(®).

De…nición 93 De…nimos la distancia ®-percentilada de Hausdor¤, mediante:

H
(®)
(¯) (A;B) = maxf±(®)(¯)(A;B); ±

(®)
(¯)(B;A)g (6.139)

donde:

±
(¯)
Y (x) = inf

(¯)
y2Y d(x; y) (6.140)

siendo d(x; y) una distancia y estando la distancia dirigida de…nida por:

±
(®)
(¯)(X;Y ) = sup

(®)
x2X ±

(¯)
Y (x) (6.141)

Si A; B y C, son los intervalos del ejemplo anterior, H(1)
(:5)(A;B) = 3:5, y H(1)

(:5)(A;C) = 4.

Propuestas anteriores de distancias de Hausdorff modi…cadas, la Partial HD —cfr. Huttenlocher,
Klanderman y Rucklidge [707]; Rucklidge [708]—, la MHD —cfr. Dubuisson y Jain [709]—, y la CHD
—cfr. Azencott, Durbin y Paumard [710]—, pueden verse como casos particulares de la nuestra. Estos
autores consideran sólamente conjuntos …nitos y valores ordenados de d (x; y) y ±Y (x), y no percentiles ni
extremos, o sea, que los únicos ®-percentiles en su propuesta, son elementos de los conjuntos. La motivación de
tales de…niciones es la alta sensibilidad de la distancia de Hausdorff con respecto a los más atípicos (outliers),
incluso para uno sólo de estos.

Pero tales propuestas son demasiado «rotundas». Por ejemplo, si A = f1; 2; 3g y B = A [ f5g, entonces el
conjunto de los ín…mos de las distancias entre A y B se reduce a f0; 2g, de donde H(A;B) = 2, y si ordenamos,
cualquiera de las propuestas de estos autores caerá bruscamente a cero. En cambio, si percentilamos, H(®)

(¯) (A;B)

irá suavemente hacia cero.

Sin embargo, en el ejemplo con el que comenzamos esta sección, el percentilado no distingue necesariamente
respecto a la propiedad de ser concéntrico:

H
(1)
(:5)(h0; 3i; J)

h1; 2i h1; 4i h¡1; 2i h¡1; 4i
1:5 2:5 2:5 2:5

Esto se debe a la distancia d que interviene en la de…nición de ±(X;Y ) —cfr. Ec. 6.44—. El motivo es que
en la pareja (h0; 3i; h1; 4i) el cero genera el intervalo de distancias [1; 4], en la pareja (h0; 3i; h¡1; 2i) el 3 genera
el mismo intervalo [1; 4], y en la pareja (h0; 3i; h¡1; 4i) tanto el 0 como el 3 generan de nuevo el intervalo de
distancias [1; 4]. Esto es independiente de los operadores sup(®)x2X e inf(®)y2Y , cuya actuación es posterior, sobre
dicho intervalo [1; 4]. Es obvio que se hace necesaria una investigación futura sobre este punto.

6.17 ®-percentilado de otras medidas de comparación

En la sección §6.9 se examinaron otras nueve medidas de comparación. Todas ellas son susceptibles de ser ®-
percentiladas. Por ejemplo, las correspondientes ®-percentiladas por f0; 1=2; 1g para la disimilitud de Canberra,
la de Bray y Curtis y la de Czekanowski y el índice de similitud separación angular, son:

d3Canberra(I; J) =
ji0 ¡ j0j
i0 + j0

+

¯̄
i1=2 ¡ j1=2

¯̄
i1=2 + j1=2

+
ji1 ¡ j1j
i1 + j1

(6.142)

d3Bray¡Curtis(I; J) =
ji0 ¡ j0j+

¯̄
i1=2 ¡ j1=2

¯̄
+ ji1 ¡ j1j

i0 + j0 + i1=2 + j1=2 + i1 + j1
(6.143)

d3Czekanowski(I; J) = 1¡ 2
¡
min (i0; j0) +min

¡
i1=2; j1=2

¢
+min (i1; j1)

¢
i0 + j0 + i1=2 + j1=2 + i1 + j1

(6.144)

s3SepAng(I; J) =
i0j0 + i1=2j1=2 + i1j1³

i20 + i
2
1=2 + i

2
1

´ 1
2
³
j20 + j

2
1=2 + j

2
1

´ 1
2

(6.145)
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Pero en las experiencias llevadas a cabo no se aprecian ventajas en el uso de los percentilados para ninguna
de las nueve medidas revisadas en §6.9.

6.18 Disimilitudes ®-percentiladas y ponderadas de Minkowski

6.18.1 Medias cuasi-aritméticas ponderadas

Quizás la manera más sencilla de agregar información, sin ninguna información a priori, sea mediante una
media aritmética 1

n

Pn
i=1 xi. Y tampoco parece muy difícil imaginar trabajar con una media aritmética

ponderada, esto es,
Pn
i=1wixi, con wi ¸ 0 y

Pn
i=1wi = 1. Existen otras medias, como la geométrica,

armónica y cuadrática, pero tods ellas son casos especiales de las conocidas como medias cuasi-aritméticas
—cfr. Kolmogorov [711]; Aczél [712]; Fodor y Roubens [713].

De…nición 94 Sean n 2 N, y n valores reales x1; : : : ; xn. Sea ' una función continua y estrictamente monó-
tona en el compacto [inffx1; : : : ; xng; supfx1; : : : ; xng]. Se de…ne la media cuasi-aritmética de x1; : : : ; xn
como:

M'(x1; : : : ; xn) = '
¡1
Ã
1

n

nX
i=1

' (xi)

!
(6.146)

Esta familia fue caracterizada por Kolmogoroff [711] como la clase de todos los operadores de media
(averaging operators) conmutativos y descomponibles20. Obsérvese también que las medias cuasi-aritméticas
son idempotentes.

La De…nición 94 puede extenderse fácilmente a ponderaciones no uniformes (familias de índices ponderales
distintos). Veámoslo:

De…nición 95 Sean n 2 N, y n valores reales x1; : : : ; xn. Sea ' una función continua y estrictamente monó-
tona en el compacto [inffx1; : : : ; xng; supfx1; : : : ; xng]. Se de…ne la '-media ponderada de x1; : : : ; xn como:

M';w(x1; : : : ; xn) = '
¡1
Ã

nX
i=1

wi' (xi)

!
(6.149)

donde w = fwi : i 2 Nng, siendo wi > 0 y
Pn
i=1wi = 1. También se dice que M';w(x1; : : : ; xn) es la media

con índice ponderal w de los valores x1; : : : ; xn.

La media de orden r (o media generalizada) es la '-media correspondiente a '(x) = xr:

Mr(X;w) =
³Xn

i=1
wix

r
i

´ 1
r

(6.150)

si para todo i 2 Nn, r = 1 y wi = 1=n, se tiene la media aritmética, U(X) =M1(X; 1=n). Si para todo i 2 Nn,
r = ¡1 y wi = 1=n, se tiene la media armónica, H(X) =M¡1(X; 1=n). Suele llamarse media cuadrática (resp.,
media cuadrática ponderada) a Q(X) =M2(X; 1=n) (resp., Q(X;w) =M2(X;w))).

La media geométrica (resp., media geométrica ponderada) es G(X) = (
Qn
i=1 xi)

1=n (resp., G(X;w) =

(
Qn
i=1 x

wi
i )

1=§ni=1wi). Las medias geométricas, bien pueden de…nirse por separado —cfr. Hardy, Littlewood
y Pólya [714]—, bien pueden verse como '-medias ('(x) = lnx), suponiendo que los valores son positivos,

20 Una operación de media («averaging operation» ) es cualquier operación de agregación de los elementos de X = fx1; :::; xng,
tal que el resultado está comprendido entre el infX y el supX.
Conmutatividad (simetría, neutralidad, anonimato):

h(x1; :::; xn) = h(x¾(1); :::; x¾(n)) (6.147)

para cualquier permutación ¾ : Nn ! Nn.
Descomponibilidad (Kolmogoroff [711]):

h(n)(x1; :::; xn) = h
(n)(x;

k veces| {z }
::: ; x; xk+1; :::; xn) (6.148)

donde x = h(n)(x1; :::; xk).
Idempotencia : h(x; :::; x) = x.
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y también puede demostrarse —cfr. Calot [715]— que son G(X) = M0(X; 1=n) y G(X;w) = M0(X;w),
suponiendo la continuidad en r del funcional Mr.

Obsérvese que el centro de gravedad de ' es (M1(X;w); ' (M'(X;w))). Si ' es tal que sus dos primeras
derivadas '0 y '00 son de signo constante, entonces el centro de gravedad está situado necesariamente en la
concavidad de la curva, y por ello, M'(X;w) TM1(X;w), precisamente si '0(x)'00(x) T 0 (si 8i; j 2 Nn; xi =
xj , entonces M'(X;w) =M1(X;w) = x).

Sean ' y Ã funciones continuas y estrictamente monótonas en R, entonces —cfr. Hardy, Littlewood y
Pólya [714]:

1. 8k 2 R+;M'(kX;w) = kM'(X;w), siendo kX = fkxi : i 2 Nng;
2. 8a 2 R¤;8b 2 R; (MÃ(X;w) =M'(X;w)() Ã = a'+ b);

3. MÃ(X;w) ·M'(X;w)() ' ±Ã¡1 es convexa, en particular, Mr(X;w) ·Ms(X;w), si r < s (es decir,
Mr es una función creciente en r).

4. Si r varía desde ¡1 a +1, Mr varía de manera continua desde el infX al supX (o sea, que todo valor
comprendido entre los extremos infX y supX, es una media de orden r particular).

Puede extenderse la noción de '-media tanto a conjuntos numerables de valores y pesos, suponiendo que
convergen los respectivos productos y series, como a valoraciones de funciones —cfr. Hardy, Littlewood
y Pólya [714]—. Por ejemplo, si para todo x 2 [a; b], w(x) > 0 y además, f(x) ¸ 0 casi en todas partes,
entonces:

M'(f;w) =
'¡1

³R b
a
w(x)' (f(x)) dx

´
R b
a
w(x)dx

(6.151)

También se satisface: Z b

a

w(x)f(x)dx ·M'(f;w)

Z b

a

w(x)dx (6.152)

o sea, que:

'

ÃZ b

a

w(x)f(x)dx

!
·
Z b

a

w(x)' (f(x)) dx (6.153)

6.18.2 Disimilitudes ®-percentiladas y ponderadas de Minkowski

De…nición 96 Sean I; J 2 IR, tales que I = hi0; i1i y J = hj0; j1i, ambos ®-percentilados por p. De…nimos la
disimilitud d'w(I; J) como la '-media del conjunto f

¯̄
¢I;J®

¯̄
: ® 2 pg, esto es como la solución de:

' (d'w(I; J)) =
X
®2p

w(®)'
¡¯̄
¢I;J®

¯̄¢
(6.154)

donde
P
®2p w(®) = 1, ¢

I;J
® está de…nido por (6.86) y ' : R+0 ! R+0 es una función continua y monótona en

R+0 . En el caso numerable, exigimos la convergencia de la serie.

Ejemplo 97 Si ' (x) = xp y p = u, podemos de…nir la familia Mw de disimilitudes ®-percentiladas y ponde-
radas de Minkowski, las cuales son:

dw(p)(I; J) =

ÃX
®2u

w(®)
¯̄
¢I;J®

¯̄p! 1
p

(6.155)

para 1 · p <1, y dw(1)(I; J) = limp!1 dw(p)(I; J).

La familia M1
w de métricas ponderadas de Minkowski es:

dp;w (x; y) =

Ã
nX
i=1

wijxi ¡ yijp
!1=p

(6.156)
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donde x e y representan las descripciones –por n variables numéricas– de dos objetos del universo y 1 · p <1.
En los casos p = 1 y p = 2 reconocemos las distancias del valor absoluto (Manhattan, box-car, taxista, city-block,
Hamming) y euclidea, respectivamente. Se veri…ca que si 2 < q < p <1, entonces d1 · dp · dq · d2 · d1,
siendo d1 = limp!1 dp.

Obsérvese que Mw es una generalización de M. Esta última es el caso particular en que la distribución de
pesos w es uniforme en [0; 1], esto es, cuando para todo ® 2 u, w(®) = juj¡1 (pero Mw no generaliza M¤).

Podemos extender la De…nición 96 al caso continuo.

De…nición 98 Sean I; J 2 IR, tales que I = hi0; i1i y J = hj0; j1i, si w es una medida ponderada normalizada
de Lebesgue en ([0; 1];B([0; 1])), y si ' ¡¯̄¢I;J® ¯̄¢

es w-integrable, de…nimos una disimilitud entre I y J como
la solución d'w(I; J) de la ecuación integral:

' (d'w(I; J)) =

Z 1

0

'
¡¯̄
¢I;J®

¯̄¢
dw(®) (6.157)

dado que la integral exista y que ' : R+0 ! R+0 sea continua y monótona en R
+
0 .

La expresión (6.157) depende de la de…nición de w, no existiendo una solución general a la integral propuesta.
Si »(®) es la derivada de Radon (Johann) - Nikodym (Otton Marcin) de la medida w, o sea, si »(®) =
dw(®)=d®, entonces:

' (d'w(I; J)) =

Z 1

0

»(®)'
¡¯̄
¢I;J®

¯̄¢
d® (6.158)

Si »(®) no es su…cientemente conocida como para poder especi…car un modelo particular para ella, sin
ninguna ambigüedad, parece que estemos obligados a postular alguna clase de descripción «en forma libre»
de ». Una forma apropiada de hacerlo es describirla como combinación de M funciones básicas f´k(®)g —cfr.
Sivia [716]:

»(®) '
MX
k=1

ck´k(®) (6.159)

(por ejemplo, si ´k(®) = (®¡ ®0)k¡1, la «forma libre» es una serie de Taylor).

Una elección adecuada de la familia f´k(®)g dependerá de la naturaleza del problema, sin embargo, un
objetivo fundamental es conseguir que la aproximación se realice con pocas funciones básicas auxiliares, esto
es, con un M pequeño.

Una manera ingenua de aproximarnos a la globalidad de la información aportada por la totalidad de los
®-percentiles, con ® 2 [0; 1], en ausencia de información a priori, es recurrir al principio de razón insu…ciente
de Laplace [717], y considerar un ®-percentilado p, distribuyendo así uniformemente (equidistanciados según
la distancia euclidea) un número pequeño M ¸ 2, de ®-percentiles, en los intervalos:

»(®) '
MX
k=1

ck±(®¡ ®k) (6.160)

donde ®1 = 0 y ®M = 1 (condición de ®-percentilado).

Ejemplo 99 La familia de disimilitudes ®-percentiladas y ponderadas de Minkowski, se obtiene para ' (x) =
xp y la aproximación (6.160) de »(®) en (6.158):

dw(p)(I; J) =

"Z 1

0

¯̄
¢I;J®

¯̄pÃ MX
k=1

ck±(®¡ ®k)
!
d®

# 1
p

(6.161)

Obsérvese que exigiendo la normalización
PM
k=1 ck = 1, entonces Mw generaliza M también en el caso

continuo —cfr. Ec. 6.92.

El valor de cada uno de los ck depende del problema. Por ejemplo, si la medición proviene de un sensor,
la distribución estimada de la toma de datos es aproximadamente normal, y sólo se consideran tres puntos, los
dos extremos y el punto medio, parece razonable asignar mayor peso al punto medio que a los extremos. En
todo caso, puede parecer razonable asignar mayor peso a las modas.
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6.18.3 Cómputo de las disimilitudes ®-percentiladas y ponderadas de Minkowski

Sean ¢I;J¤ = ¢I;J1 ¡¢I;J0 , ®¤ = ¡¢I;J0 Á¢I;J¤ , °(x) = ¡ signum(x), entonces la Ec. 6.92 puede reescribirse:

d(p)(I; J) =

·
°
³
¢I;J0 ¢I;J¤

´½Z ®¤

0

³
¢I;J0 + ®¢I;J¤

´p
d®+

Z 1

®¤

³
¡¢I;J0 ¡ ®¢I;J¤

´p
d®

¾¸ 1
p

(6.162)

de donde, si ¢I;J¤ 6= 0, o sea, si ¢I;J0 6= ¢I;J1 :

d(p)(I; J) = ¡
°
³
¢I;J0 ¢I;J¤

´
(p+ 1)¢I;J¤

µ³
¢I;J0

´p+1
+ (¡1)p+1

³
¢I;J1

´p+1¶
(6.163)

De aquí que la Ec. (6.161) se reduzca a21:

dw(p)(I; J) =

24°(¢I;J0 ¢I;J¤ )

8<: X
k2K¡

¤

ck

³
¢I;J0 + ®k¢

I;J
¤
´p
+
X
k2K+

¤

ck

³
¡¢I;J0 ¡ ®k¢I;J¤

´p9=;
35 1

p

(6.165)

donde K¡¤ = fk : ®k < ®¤g y K+¤ = fk : ®k > ®¤g, con k 2 f1; : : : ;Mg.

6.19 Las '-distancias

El objetivo de esta sección es encontrar condiciones su…cientes en el caso …nito, para que la disimilitud ®-
percentilada y ponderada propuesta d'w(I; J), la solución de la Ec. 6.154 sea:

1. una pseudodistancia (Teorema 100.i),

2. una distancia (Teorema 100.ii), y

3. una métrica (Teorema 108),

en el espacio de intervalos considerado.

Teorema 100 Sea ' : R ! R biyectiva y consideremos la disimilitud ®-percentilada y ponderada d'w(I; J),
solución de:

' (d'w(I; J)) =
NX
®=1

w(®)'
¡¯̄
i(®) ¡ j(®)

¯̄¢
i) Si ' (0) = 0, entonces d'w(I; J) es una pseudodistancia.

ii) Si ' (x) = 0 () x = 0, y ' es no negativa en [0;+1), d'w(I; J) es una distancia (que llamaremos
'-distancia).

21Fue a principios de los años 30 cuando P. A. M. Dirac [718] desarrolló un método para tratar con funciones impulsivas
(funciones que son idénticamente nulas excepto para un intervalo muy corto de tiempo, siendo su integral no nula en tal intervalo).
El argumento de Dirac permite de…nir la función ±(x) por la propiedadZ b

a
f(x)±(x¡ x0) =

½
f(x0) si x0 2 (a; b)
0 si x0 =2 (a; b) (6.164)

para cualquier función f(x) continua en x = x0. Esta de…nición, utilizada y justi…cada intuitivamente por Dirac [718], evita
hacer referencia a la teoría de distribuciones (o funciones generalizadas) —cfr. Cohen-Tannoudji, Diu y Laloë [719] o el de
Messiah [720]— y a la notación más correcta ±x0 [f ], en vez de ±(x¡ x0).

En 1936, Sóbolev [721] fundamenta matemáticamente las distribuciones (al resolver el problema de Cauchy para ecuaciones
hiperbólicas). A …nales de los 40, el matemático francés Laurent Schwartz expone sistemáticamente la teoría de distribuciones
[722, 723], indicando un buen número de aplicaciones.

El eje principal de la teoría de distribuciones es el reconocimiento de una función a partir de su efecto en otras funciones, y no
a partir de los valores en diferentes puntos, como es lo clásico. Esto es …el re‡ejo de un hecho físico: la imposibilidad de medir el
valor de una magnitud física en un punto; lo posible es medir valores medios en entornos pequeños del punto. Pueden consultarse
también ciertos tratados de Mecánica Cuántica como el de Cohen-Tannoudji, Diu y Laloë [719] o el de Messiah [720].

Obsérvese que el paso de (6.161) a (6.165) se basa en la propiedad (6.164).
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Demostración. La '-disimilitud es simétrica, debido al valor absoluto presente en su de…nición. Además,
' debería ser invertible, o al menos pseudo-invertible.

i) Si I = J entonces, por ser ' (0) = 0 y ' biyectiva:

d'w(I; J) = '¡1
Ã

NX
®=1

w(®)' (0)

!
= '¡1(0)
= 0

ii) Si d'w(I; J) = '¡1
³PN

®=1w(®)'
¡¯̄
i(®) ¡ j(®)

¯̄¢´
= 0, entonces como para todo x ¸ 0, ' (x) ¸ 0, y los

índices ponderales w(®) ¸ 0 son arbitrarios, para todo ®, se tiene '
¡¯̄
i(®) ¡ j(®)

¯̄¢
= 0

I = J .

Debido a ii), d'w es una distancia de Birkhoff.

6.19.1 Una subclase de '-métricas basada en subaditividad

En este apartado y en el siguiente aportamos condiciones su…cientes para que d'w(I; J) sea una métrica. Pre-
viamente necesitamos los conceptos de función subaditiva y superaditiva y de cuasi-inversa de una función.

De…nición 101 Una función ' : R! R es subaditiva22 si 8x; y 2 Dom f :

f(x+ y) · f(x) + f(y) (6.166)

y superaditiva si 8x; y 2 Dom f :

f(x) + f(y) · f(x+ y) (6.167)

Ejemplo 102 Funciones subaditivas son por ejemplo jxj, xp (0 < p · 1), x
x+1 , jsinxj, minf1; jxjg, maxf1; jxjg,

arctan jxj, así como cualquier función constante.

De…nición 103 Una función g es una cuasi-inversa de otra función f , si la restricción de f a Ran f es una
inversa por la derecha de f , siendo su rango igual al de g, o sea, si23:

f ± g ± idRan f = idRan f y Ran(g ± idRan f ) = Ran g (6.168)

Dos propiedades básicas de las cuasi-inversas —cfr. Schweizer y Sklar [477] (pp. 21ss)—, son las
siguientes:

CI1) si g = f [¡1], entonces f = g[¡1], Ran f µ Dom g y Ran g µ Dom f .

CI2) si g1 = f
[¡1]
1 , g2 = f

[¡1]
2 y Dom f1 µ Ran f2, entonces (g2 ± g1) = (f1 ± f2)[¡1].

Ejemplo 104 Por ejemplo, las cuatro funciones siguientes son cuasi-inversas de x2:
p
x, ¡px, fpx, si x ¸ 0;

x4, si x < 0g, f¡px, si x ¸ 0; x3, si x < 0g. Obviamente, las de…niciones para el subdominio R¡, pueden
variar: y en vez de x4 (resp., x3) podemos usar cualquier función no negativa (resp., no positiva) y de…nida
en cualquier subconjunto de R¡.

22 El capítulo 7 de la monografía de Hille y Philips [724] trata detalladamente las funciones subaditivas.
Una función g : R2n¨! [0;+1), donde ¨ = f(a; a) : a 2 Rg, se dice subaditiva en R2n¨, precisamente si:

g(a; b) · g(a; c) + g(c; b) (¤)
para cualesquiera a; b; c 2 R distintos. Se demuestra que ser una función f : R ! [0;+1) subaditiva equivale a que la función
g : R2n¨! [0;+1) de…nida como g(x; y) = f(y ¡ x) sea subaditiva (notemos que g(x; y) = f(jx¡ yj)).

Observemos que la expresión (¤) es formalmente equivalente a la desigualdad triangular —cfr. Ec. 5.18—. De aquí que toda
pseudométrica (separación de Hausdorff), métrica y ultramétrica, sean subaditivas en el sentido de la expresión (¤).

23 idA es la función identidad en A, o sea, Dom idA = A y idA(x) = x, para todo x 2 A.
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Ejemplo 105 Las funciones xp (1 · p < +1), cuasi-inversas de las funciones xp (0 < p · 1), son superadi-
tivas.

El siguiente resultado —basado en un teorema de Levy [398] (Proposición VI.2.38)— nos permite de…nir
un espacio métrico producto a partir de un número …nito de espacios métricos.

Teorema 106 Sea f : [0;+1)n ! [0;+1) cualquier función tal que 8x; y 2 [0;+1)n:
i) f(x) = 0() x = 0
ii) (8i 2 f1; : : : ; ng)(f(x(i)) = xi)
iii) x · y =) f(x) · f(y)
iv) f (x+ y) · f(x) + f(y)

(6.169)

donde x(i) = (0; : : : ; 0; xi 6= 0; 0; : : : ; 0), · es el orden producto en [0;+1)n, o sea, x · y () (8i 2
f1; : : : ; ng)(xi · yi) y x + y = (x1 + y1; : : : ; xn + yn). Bajo estas hipótesis, si hXi; dii son espacios métricos
(i = 1; : : : ; n) y ± :

Qn
i=1Xi ! [0;+1) se de…ne como:

±(x;y) = f(d1(x1; y1); : : : ; dn(xn; yn)) (6.170)

entonces hQn
i=1Xi; ±i es un espacio métrico. La condición (ii) puede substituirse por la siguiente:

ii0) (8i 2 f1; : : : ; ng)(f(x(i)) = ¸ixi) (6.171)

con
Pn
i=1 ¸i = 1; permitiendo la de…nición de métricas ponderadas.

Sean '; Á : [0;+1)! [0;+1) dos funciones monótonas crecientes y continuas a trozos. Estudiemos algunas
condiciones su…cientes referentes a ' y Á, para que la solución D : (

Qn
i=1Xi)

2 ! [0;+1) de la ecuación:

Á(D¤(x;y)) =
nX
j=1

ci'(di(xi; yi)) (6.172)

sea una métrica en el espacio
Qn
i=1Xi. (Nótese que este planteamiento es más genérico que el inicial de la Ec.

(6.154), sin embargo en breves momentos el lector observará cómo se reduce a aquél).

Si f : [0;+1)n ! [0;+1) es:

f(d) =def Á
¡1
Ã

nX
i=1

'(di)

!
(6.173)

entonces:

D¤(x;y) = f(d1(x1; y1); : : : ; dn(xn; yn)) (6.174)

y si f veri…case las hipótesis del teorema anterior, entonces hQn
i=1Xi;D

¤i es un espacio métrico.

De la condición (ii), esto es, si dk 6= 0 y las demás dj(6=k) = 0, se tiene que si ck = 1, Á (f(d)) = Á (dk) =
'(dk), de donde Á¡1 debe ser una cuasi-inversa de '. Por tanto, sin pérdida de generalidad, consideramos
' = Á.

Si ' es monótona creciente y superaditiva, '¡1 monótona creciente y subaditiva, '¡1(0) = 0, y
Pn
i=1 ci · 1,

entonces f veri…ca las hipótesis del teorema anterior y por tanto, D¤ es una métrica en el espacio
Qn
i=1Xi.

Lema 107 Sea ' : R ! R es inyectiva y monótona creciente en su dominio. Si ' : R ! R es superaditiva
(resp., subaditiva), entonces '¡1 : Ran'! R es subaditiva (resp., superaditiva).

Demostración. Es de sobra conocido que la función inversa de una función invertible y monótona creciente
también es monótona creciente. Por otro lado, al ser ' biyectiva, dados x; y 2 Ran', existen dos únicos
zx; zy 2 Dom', tales que '(zx) = x; '(zy) = y. La función '¡1 es subaditiva precisamente si 8x; y 2 Ran';
'¡1(x+ y) · '¡1(x) + '¡1(y). En efecto:

'¡1(x+ y) = '¡1('(zx) + '(zy))

· (¤)'¡1('(zx + zy))
= zx + zy

= '¡1(x) + '¡1(y)
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(¤) por ser ' superaditiva: '(zx) + '(zy) · '(zx + zy), y '¡1 monótona creciente.

De manera similar se demuestra la superaditividad de '¡1 a partir de la subaditividad de '. La función
'¡1 es superaditiva precisamente si 8x; y 2 Ran'; '¡1(x) + '¡1(y) · '¡1(x+ y). En efecto:

'¡1(x) + '¡1(y) = zx + zy

= '¡1('(zx + zy))

· (¤)'¡1('(zx) + '(zy))
= '¡1(x+ y)

(¤) por ser ' subaditiva: '(zx + zy) · '(zx) + '(zy), y '¡1 monótona creciente.

Mediante el siguiente teorema proporcionamos una subclase de funciones ' : [0;+1) ! R de…nidoras de
las que llamaremos '-métricas.

Teorema 108 Si ' : R+0 ! R es monótona creciente, superaditiva, no negativa y tal que '(0) = 0, entonces:

d'w(I; J) = '
¡1
Ã

NX
®=1

w(®)'
¡¯̄
i(®) ¡ j(®)

¯̄¢!
(6.175)

es una métrica (que denominaremos '-métrica).24

6.19.2 Nueva subclase de '-métricas basada en concavidad

De…nición 109 Sea C un conjunto convexo de números reales y f una función de…nida en C. Se dice que f
es convexa en C precisamente si:

f(¸x+ (1¡ ¸)y) · f(x) + (1¡ ¸)f(y) (6.176)

para todo x; y 2 C y para todo ¸ 2 [0; 1]. Se dice que f es cóncava en C precisamente si:

f(x) + (1¡ ¸)f(y) · f(¸x+ (1¡ ¸)y) (6.177)

para todo x; y 2 C y para todo ¸ 2 [0; 1]. Obviamente ser f convexa equivale a ser ¡f cóncava.

Los teoremas 112 y 114, que proponemos y demostramos a continuación, ambos inspirados en el Lema 2.2.6.
de Schweizer y Sklar [476], proporcionan una condición su…ciente para que una función sea subaditiva (resp.,
superaditiva) en términos de concavidad (resp., convexidad). Para su demostración utilizaremos un resultado
previo.

Lema 110 Sea f : R ! R tal que 8x; y 2 Dom f , si xy > 0, f(x + y) · f(x) + f(y). Si f es no negativa,
monótona decreciente en R¡ y monótona creciente en R+, entonces f es subaditiva.

Ejemplo 111 Las funciones minf1; jxjg, maxf1; jxjg y arctan jxj son subaditivas (ver sus grá…cas en la tabla
de grá…cas 6.10).

Teorema 112 Si f : R! [0;+1) cóncava en R¡ y en R+, y tal que f(0) ¸ 0, entonces f es subaditiva.

Demostración. Si x = y = 0, es trivial. Sea pues x+ y 6= 0. Podemos reescribir x como:

x =
x

x+ y
(x+ y) +

y

x+ y
0

24 Obviamente puede ser enunciado en función de la subaditividad: «Si ' : R+0 ! R es monótona creciente, subaditiva, no
negativa y tal que '(0) = 0, entonces:

d'w(I; J) = '

Ã
NX
®=1

w(®)'¡1
¡¯̄
i(®) ¡ j(®)

¯̄¢!
es una métrica.»



142 Capítulo 6. Asignaciones de comparación entre intervalos

0

0.5

1

-1 1
x

1

1.5

2

-2 0 2
x

0

0.5

1

-2 2
x

Tabla 6.10: Funciones minf1; jxjg, maxf1; jxjg y arctan jxj.
—Fuente: Elaboración propia.

e y como:

y =
x

x+ y
0 +

y

x+ y
(x+ y)

Supongamos x; y > 0. Por ser f cóncava, no negativa y f(0) ¸ 0:

f(x) ¸ x

x+ y
f(x+ y) +

y

x+ y
f(0) ¸ x

x+ y
f(x+ y) (6.178)

f(y) ¸ y

x+ y
f(x+ y) +

x

x+ y
f(0) ¸ y

x+ y
f(x+ y) (6.179)

Sumando, obtenemos (6.166). Igualmente, obtendríamos (6.166) para x; y < 0. Como f es cóncava en R¡
y en R+, es monótona decreciente en R¡ y monótona creciente en R+, entonces, por el lema anterior, f es
subaditiva.

Ejemplo 113 La función f : [0;+1) ! [0;+1), de…nida por f(x) = x
x+1 es cóncava en R

+, y tal que
f(0) ¸ 0, por lo que es subaditiva.

Teorema 114 Si f : [0;+1)! R es convexa y tal que f(0) = 0, entonces f es superaditiva.

Demostración. De manera similar al teorema anterior. En este caso, x; y > 0, f es convexa y f(0) = 0.
Las desigualdades correspondientes a (6.178) y (6.179) son:

f(x) · x

x+ y
f(x+ y) +

y

x+ y
f(0) =

x

x+ y
f(x+ y)

f(y) · y

x+ y
f(x+ y) +

x

x+ y
f(0) =

y

x+ y
f(x+ y)

de donde sumando, obtenemos (6.167).

El siguiente teorema proporciona una nueva subclase de funciones ' : [0;+1)! R de…nidoras de '-métricas.

Teorema 115 Si ' : [0;+1) ! R es monótona creciente, convexa, no negativa y tal que '(0) = 0, entonces
d'w(I; J), solución de:

' (d'w(I; J)) =
NX
®=1

w(®)'
¡¯̄
i(®) ¡ j(®)

¯̄¢
es una métrica.25

25Obviamente puede ser enunciado en función de la concavidad: «Si ' : [0;+1) ! R es monótona creciente, cóncava, no
negativa en [0;+1) y tal que '(0) = 0, entonces:

d'w(I; J) = '

Ã
NX
®=1

w(®)'¡1
¡¯̄
i(®) ¡ j(®)

¯̄¢!
es una métrica.» Esto corresponde a la versión del Teorema 108 (pág. 141) en su correspondiente nota a pie de página. Obviamente
hay otras condiciones más fuertes que la subaditividad (esto es, su…cientes para ella); por ejemplo: «dada ' : [0;+1)! [0;+1),
si jx¡ yj · z · x+ y entonces f(z) · f(x) + f(y), para todo x; y; z 2 [0;+1).» Ahora bien, a medida que la condición sea más
fuerte, menor será la subclase correspondiente de funciones ' de…nidoras de las '-métricas.



6.20. (®; ¯)-percentilado 143

Demostración. Consecuencia inmediata de los teoremas (108) y (114).

Ejemplo 116 Funciones no negativas en [0;+1), monótonas crecientes, tales que '(0) = 0, superaditivas y
convexas son por ejemplo '(x) = xp (p ¸ 1), '(x) = ex ¡ 1.

Como hemos insistido repetidamente, lo que hemos hallado son condiciones su…cientes, o sea, hemos iden-
ti…cado ciertas subclases de '-métricas. El siguiente ejemplo explicita este comentario.

Ejemplo 117 Un ejemplo de función no negativa en [0;+1), monótona creciente, tal que '(0) = 0, supera-
ditiva, pero no convexa (tiene un punto de in‡exión en ¼=4) es la siguiente:

'(x) =

½
sin2 x si x 2 [0; ¼=2]
¼
2 (x¡ ¼

2 ) + 1 si x 2 [¼=2;+1) (6.180)

cuya función inversa es no negativa, monótona creciente, tal que '¡1(0) = 0, subaditiva, pero no cóncava (tiene
un punto de in‡exión en 1=2):

'¡1(x) =
½
sin¡1(

p
x) si x 2 [0; 1]

2
¼ (x¡ 1) + ¼

2 si x 2 [1;+1)
y la grá…ca de ' es:

0

0.5

1

1.5

1 2

6.20 (®; ¯)-percentilado

Esta sección gira en torno a la idea de poder medir disimilitudes entre intervalos, concediendo distintas rel-
evancias a diferentes subconjuntos (en nuestro caso, subintervalos) de los mismos. Podríamos denominarlo
punto de vista basado en trozos, en vez del punto de vista basado en elementos o puntos26, correspondiente al
®-percentilado, visto anteriormente, en el que destacamos elementos aislados. Un ejemplo ilustrativo podría ser
el caso de intervalos que sean ®-cortes de subconjuntos borrosos multi-modales, en los que cada subconjunto
modal fuese, asimismo, un intervalo.

Proponemos un esquema iterativo basado en los que denominamos intervalos (®;¯)-percentílicos —cfr.
§6.20.1—. Observamos en §6.21, que las quasi-normas de los espacios lineales complejos `Nq (`

M
p ) (M;N 2 N;

0 < p; q · 1) —cfr. Edmunds y Triebel [725]; Triebel [726]— son un caso particular de las de…nidas por
el esquema iterativo aquí propuesto —cfr. §6.20.2.

6.20.1 Intervalos (®; ¯)-percentílicos

Cualquier ®-percentilado …nito de [0; 1] destaca un conjunto …nito de puntos de [0; 1]. Podemos pensar también
en destacar un conjunto …nito de subintervalos de [0; 1].

De…nición 118 Sean (L;¹) un retículo y X 2 C(L). Sean ®; ¯ 2 [0; 1], tales que ® + ¯ < 1. De…nimos el
subintervalo (®; ¯)-percentílico de X como:

I(®;¯) = hx®; x¯i (6.181)

26En inglés, y en muchos campos, suele hablarse de piecewise view y de pointwise view.
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De…nición 119 Sea (L;¹) un retículo, ¹ una medida y X 2 C(L) tal que ¹(X) > 0. Sea h 2 P(IX) un
conjunto …nito de al menos dos subintervalos de X. Decimos que h es un (®; ¯)-percentilado de X si:

i) todo elemento de h es un subintervalo (®; ¯)-percentílico de X,

ii) 8I; J 2 h, ¹(I \ J) = 0, si I 6= J, y
iii) existen I; J 2 h, tales que i0 = x0 y j1 = x1.
En tal caso, decimos de X que es un conjunto (®; ¯)-percentilado, denotando esta situación por el par
ordenado (X;h).

Sea (L;¹) un retículo, ¹ una medida, X 2 C(L) tal que ¹(X) > 0 y h un (®; ¯)-percentilado de X. De
manera similar a como hicimos anteriormente —cfr. Ec. 6.160—, podemos considerar la siguiente aproximación
«en forma libre» de » en [0; 1]:

»(®) '
X
I2h

cIÂI(®) (6.182)

donde cI 2 R, para todo I 2 h, y ÂI es la función característica de I, cuya área, con respecto a una medida
¹, es ¹(I), para cualquier intervalo que contenga a I. El caso particular Â[a;a] es ±(x¡ a), la distribución ± de
Dirac —cfr. Ec.6.160—. Obsérvese que es necesaria una normalización:X

I2h
cI¹(I) = 1 (6.183)

de manera que queden incluidas las métricas de la familiaM de Minkowski como casos particulares.

Ejemplo 120 Sea ¡[0;1] = fI1; : : : ; IMg un (®; ¯)-percentilado de [0; 1], es decir, una colección …nita de subin-
tervalos (®; ¯)-percentílicos disjuntos de [0; 1], asumiendo que existen r y s, tales que 1 · r; s · M y ir;0 = 0
y is;1 = 1. Sea ¹ la medida de Lebesgue. Supongamos que

PM
k=1 ck¹(Ik) = 1. La familia de disimilitudes

®-percentiladas y ponderadas de Minkowski, se obtiene para ' (x) = xp y la aproximación (6.182) de »(®) en
(6.158):

dw(p)(I; J) =

"Z 1

0

¯̄
¢I;J®

¯̄pÃ MX
k=1

ckÂIk(®)

!
d®

# 1
p

(6.184)

6.20.2 Esquema iterativo

Es posible medir la disimilitud entre dos intervalos I y J , a partir de las disimilitudes entre algunos de sus subin-
tervalos (®; ¯)-percentílicos, procediendo con estos de una manera similar. Proponemos el siguiente esquema
iterativo: 8><>:

'y+1

³
d
'y+1
wy+1

³
SIy+1;k; S

J
y+1;k

´´
=
PNy

r=1 v
y+1
r 'y+1

³
d
'y
wy

¡
SIy;r; S

J
y;r

¢´PNy

r=1 v
y+1
r = 1

k = 1; : : : ; Ny+1

(6.185)

alcanzándose el …nal de la iteración en P+1 pasos, imponiendo, de antemano, que el cómputo de d'PwP
¡
SIP;r; S

J
P;r

¢
,

para todo r = 1; : : : ; NP , se de…na a partir de sus ®-percentiles, o sea, de I[®;®], al igual que en la Ec. 6.154.
Suponemos que las funciones ' y 'y son continuas y monótonas en los intervalos correspondientes.

Ejemplo 121 Podríamos modi…car la distancia normalizada de Minkowski —cfr. Ec. 6.38— entre dos
intervalos de la siguiente manera. Sean I; J 2 IR, tales que I = hi0; i1i y J = hj0; j1i, "I;0; "I;1; "J;0; "J;1;2 R,
y consideremos los subintervalos de I:

SI1;0 = hi0; i0 + "I;0i y SI1;1 = hi1 ¡ "I;1; i1i (6.186)

y los de J:

SJ1;0 = hj0; j0 + "J;0i y SJ1;1 = hj1 ¡ "J;1; j1i (6.187)

Podemos entonces de…nir una posible disimilitud como:

d
(2)

p (I; J) =

·
1

2

³³
d
(2)

p

¡
SI1;0; S

J
1;0

¢´p
+
³
d
(2)

p

¡
SI1;1; S

J
1;1

¢´p´¸ 1p
(6.188)
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Observación 122 Obsérvese que cuando consideramos una colección …nita ¡I = fI1; : : : ; IMg de subintervalos
(®; ¯)-percentílicos de un intervalo I = [i0; i1], suponemos la existencia de r y s, tales que:

1 · r; s ·M (6.189)

ir;0 = i0 (6.190)

is;1 = i1 (6.191)

6.21 Estudio ilustrativo:
El espacio lineal `Nq (`

M
p )

Sea M 2 N y 0 < p · 1. Por espacio `Mp se entiende —cfr. Edmunds y Triebel [725]; Triebel [726]— el
espacio lineal de todas las M -tuplas complejas x = (xj : j = 1; : : : ;M) dotado con la cuasi-norma27:

°°xj`Mp °° =
Ã

MX
l=1

jxj jp
! 1

p

(6.195)

si 0 < p <1, y: °°xj`M1°° = sup
j
jxj j (6.196)

si p =1.
SeanM;N 2 N y 0 < p; q · 1. Por espacio `Nq (`Mp ) se entiende —cfr. Edmunds y Triebel [725]; Triebel

[726]— el espacio lineal de todas las M £N -tuplas complejas x = (xj;l : j = 1; : : : ; N ; l = 1; : : : ;M) dotado
con la cuasi-norma:

°°xj`Nq (`Mp )°° =
0@ NX
j=1

Ã
MX
l=1

jxj;ljp
! q

p

1A
1
q

(6.197)

si 0 < p; q <1, con las modi…caciones pertinentes, de acuerdo con (6.196) si p =1 ó q =1.
Ejemplo 123 Sean I y J dos intervalos compactos, que representamos, como en el ejemplo anterior, por un
par de subintervalos percentílicos:

I 
¡
SI1;0; S

I
1;1

¢
, J 

¡
SJ1;0; S

J
1;1

¢
(6.198)

por lo que cada intervalo está representado por un vector de dos componentes, ambas a su vez, vectores de dos
componentes:

I  ((i0; i0 + "I;0); (i1 ¡ "I;1; i1)) (6.199)

J  ((j0; j0 + "J;0); (j1 ¡ "J;1; j1)) (6.200)

y según la de…nición de la cuasi-norma:©
d
¡
I; J j`2q(`2p)

¢ªq
= (ji0 ¡ j0jp + j(i0 + "I;0)¡ (j0 + "J;0)jp)

q
p

+ (j(i1 ¡ "I;1)¡ (j1 ¡ "J;1)jp + ji1 ¡ j1jp)
q
p (6.201)

que no es otra cosa que:
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¢´q
+
³
d(2)p

¡
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J
1;1

¢´q´ 1
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(6.202)

Por lo que hemos obtenido así otro caso particular del esquema iterativo propuesto.
27 Se denomina cuasi-norma en un espacio lineal complejo B, a cualquier aplicación k¢jBk de B en R+0 tal que para todo x; y 2 B:

kxjBk = 0() x = 0 (6.192)

8¸ 2 C; k¸xjBk = j¸j kxjBk (6.193)

y existe una constante c ¸ 1, tal que:
kx+ yjBk = c (kxjBk+ kyjBk) (6.194)

Si c = 1, entonces k¢jBk es una norma en B.
Dado un espacio lineal complejo B y una cuasi-norma k¢jBk sobre él, se dice que B es un espacio cuasi-Banach si toda sucesión

de Cauchy con respecto a k¢jBk es convergente.
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6.22 Estudio ilustrativo:
Sobre evaluación de aprendizajes

«Un mínimo análisis de la realidad cotidiana parece avalar la “condena” a la que estamos sometidos los
humanos: ser permanentes sujetos y objetos de evaluación. Cada individuo ejerce a lo largo del día continuos
actos evaluadores: valora el funcionamiento del reloj que compró para despertarse; evalúa la calidad de los
productos de su desayuno; valora la puntualidad del amigo con que se citó; evalúa la calidad docente de su
profesor, etc.»
—J. Fernández Sánchez [727] (p. 157)

Figura 6.10: Los naciremos son cazadores y recolectores, aunque a veces confunden
ambos conceptos.
— Fuente: Borrajo, Juristo, Martínez y Pazos [728] (p. 18)

En este estudio re‡exionamos sobre: las di…cultades de evaluar los aprendizajes (§6.22.2),
el diseño de pruebas funcionales, la evaluación de las destrezas de ejecución y la evaluación de
procesos frente a la de productos (§6.22.3), aprobados «no clásicos» como resultado de emplear
diferentes distancias o disimilitudes (§6.22.4), puntos mínimos aprobatorios y mínimo conocimiento
compensatorio (§6.22.5), número de categorías a tener en cuenta, categorías autosemejantes para
una cali…cación humana y potenciación de interfaces hombre-método (§6.22.6). Todo ello tiene su
continuación en varias secciones posteriores de nuestra Tesis: §16 , en §6.22.1ss. et passim, y §17
passim, y en una experiencia real (§9 y §15.4,et passim ).

6.22.1 Teorías del aprendizaje

«Si tuviera que reducir toda la Psicología Educativa a un único principio sería éste: el factor más importante
que in‡uye en el aprendizaje: es lo que el alumno ya sabe. Averígüese ésto y enséñese en consecuencia.»
—David P. Ausubel [200], via María Victoria Trianes Torres [729] (p. 188).

Los programas de formación, enseñanza, o instrucción con apoyo computacional —Computer Aided Instruc-
tion, CAI— pueden fallar en que no dispensen la atención individualizada que un instructor humano da, debido
a que no consideran la diversidad de estudiantes, ni sus necesidades particulares, ni su historia —cfr. Gamboa
y Fred [730]; Bennett [731]—. No obstante, si nos …jamos en la Universidad, la realidad es que, debido a
la masi…cación actual, en ciertas titulaciones, el alumno no cuenta más que como un número entre cientos, y
serán muy pocos los profesores —en tales atiborradas aulas— que a…rmen, sin …ngir, conocer a todos y cada
uno de sus alumnos (que mal nos tememos, ni discípulos ni discentes).

Se ha investigado mucho hasta la fecha para salvar este inconveniente: el presente de la Inteligencia Ar-
ti…cial en la Educación (Arti…cial Intelligence in Education, AI-ED) está con…gurado por varios enfoques en
pos del aprendizaje, como la «Instrucción Inteligente Asistida por Ordenador» (Intelligent Computer-Assisted
Instruction, ICAI),Micro-world —cfr. Galvis [732]—, «Sistemas Tutoriales Inteligentes» (Intelligent Tutoring
Systems, ITS), «Entornos de Aprendizaje Inteligente» (Intelligent Learning Environments, ILE), «Aprendizaje
Cooperativo con Apoyo Computacional» (Computer-Supported Collaborative Learning, CSCL).

Nuestro segundo ejemplo ilustrativo versa sobre la inferencia del estado cognitivo de un estudiante
bajo un enfoque de aprendizaje ITS—aunque lo mismo podría aplicarse a cualquiera de los otros citados.
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La esencia, en cierta manera, más relevante de un ITS es considerar que cada estudiante es único —cfr.
Burns y Capps [733]—. Por ejemplo, el sistema SMART (Student Modeling Approach for Responsive Tu-
toring), presentado por Valerie J. Shute [734], facilita la creación y desarrollo de ITSs, con la meta siempre
presente de la consecución de la particularización de la enseñanza hacia cada individuo concreto, de la indi-
viduación28 de la enseñanza, podríamos decir. Si, por ejemplo, se sabe que la memoria de trabajo de un
estudiante es escasa, entonces el ITS debería proponer trabajar con unidades pequeñas de información —cfr.
Colom Marañón [8] (p. 206).

Por una parte debemos contar con una descripción del estudiante en cuestión que nos permita predecir
su conducta. Una descripción basada en rasgos psicológicos —cfr. Eysenck y Eysenck [735]— permiten
lograrlo. Los rasgos psicológicos suelen clasi…carse en tres tipos: intelectuales (p. ej., razonamiento, memo-
ria, creatividad), temperamentales (p. ej., extroversión, estabilidad emocional) y motivacionales (p. ej.,
actitudes, valores, intereses) —cfr. Colom Marañón [8] (p. 125).

Siendo nuestra meta que la formación o la enseñanza estén diseñadas o adaptadas individualmente, es
necesario averiguar la comprensión que cada estudiante tiene de la materia en cuestión: su estado cognitivo
—cfr. Vanlehn [736]—, la situación actual y previa del estudiante con respecto a lo que está por venir.

Joseph D. Novak publica en 1977 [737], por vez primera, su teoría de la enseñanza. En esta obra, de…ende
la doctrina de la asimilación —en el sentido de la semejanza entre conceptos y entre materia y concepto—
en la que, según él mismo reconoce, están presentes las in‡uencias de James Bryant Conant [?], Thomas S.
Kuhn [738], Stephen E. Toulmin [739] y Joseph J. Schwab [740]. El paso del tiempo, y obras como la de
D. Bob Gowin [741], hace que Novak insista en lo humano, en las dimensiones afectiva y social de la
enseñanza. Novak resume su pensamiento actual así —cfr. González García, Morón Arroyo y Novak
[742] (p. 232):

«El aprendizaje signi…cativo fundamenta la integración constructiva del pensamiento, sentimiento y acción,
conducente a la liberación del hombre para el compromiso y la responsabilidad.»

Destacamos que, hoy por hoy, sigue siendo necesaria la colaboración y supervisión de un instructor humano,
de cara a evitar el aprendizaje memorístico y rutinario —aprendizaje mecánico (rote learning), vide infra—
, para potenciar las idas por las sendas que conducen hacia el aprendizaje signi…cativo postulado por
Ausubel [199, 200, 201], y defendido, entre otros muchísimos, por Novak y Hanesian [202]. Es este tipo de
aprendizaje aquél mediante el que el aprendiz integra, en su bagaje29, el último conocimiento adquirido, de
manera re‡eja, sustantiva, real, no arbitraria, intentando reproducir el proceso que llevó al descubrimiento del
nuevo conocimiento.

Además del concepto de signi…cación, una segunda noción básica en la teoría de Ausubel es la de concepto
inclusor, aquellos que «incluyen o subsumen, bajo su extensión más general, otros conceptos de menor pred-
icabilidad (poder de generalización), que serían los conceptos “incluidos”, subsumidos o subordinados (frente
a los conceptos inclusores, subsumentes, supraordenados o subordinantes)» —cfr. Miguel Fernández Pérez
[22] (pp. 189-190)—. Esta idea de inclusión entre conceptos abre las puertas a la jerarquización conceptual
defendida por Ausubel.

La importancia de los conocimientos previos ya había sido sugerida por Bartlett [?] (1932) y por Kelly
[744] (1955). Aunque fue posteriormente, cuando ha alcanzado su plenitud —cfr. Ausubel [199] (1963),
Viennot [745] (1976) y Novak (1982).

Enfrente del aprendizaje signi…cativo, se sitúa el aprendizaje mecánico (rote learning)30. Este «apren-
dizaje» es el que más usan los estudiantes —por ejemplo, Katherine Edmondson [746] muestra lo bien que

28Carl G. Jung empleaba el término individuación para denotar el proceso mediante el cual la persona desarrolla y moldea
una personalidad individual integrada y saludable a través de la diferenciación y el desarrollo de cada uno de los sistemas de la
personalidad.
29«Esquema mental», en palabras de Joseph D. Novak, o sea, el conocimiento a priori.
Los profesores González García, Morón Arroyo y Novak [742] (p. 53), citan, en este sentido, a Ausubel y a Wandersee:
—«El factor más importante que in‡uye en el aprendizaje es el conocimiento previo de los propios alumnos.» (cfr. Ausubel

[199])
—«Las cosas más importantes que los alumnos traen a sus clases son sus conceptos.» (cfr. Wandersee [743]).
30Puede el lector apreciar la signi…cación del término «signi…cativo», en oposición a «mecánico», en paralelo, por ejemplo, con la

diferencia entre implicación signi…cante e implicación material. En el último caso, el vínculo entre enunciados depende única
y exclusivamente de sus valores de verdad. En cambio, la signi…cación de los enunciados y la verdad de su relación, intervienen
en la valoración de la implicación signi…cante. De hecho, la no diferenciación entre ambas, es el origen de multitud de paradojas
—cfr. Piaget y García [224] (passim )—, en particular, las «paradojas» «clásicas» de la implicación material: q ! (p ! q);
:p! (p! q); (p! q) _ (q! p).
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funciona de cara a los exámenes para los estudiantes de la Universidad de Cornell—; pero la mayoría de es-
tos «conocimientos» son irrecuperables en la memoria a largo plazo y aunque se consiga, no se es capaz de
aplicarlos en contextos nuevos. En de…nitiva, un fraude —cfr. Edmondson y Novak [747]—.

El aprendizaje mecánico y el signi…cativo pueden verse como los extremos de un segmento; Novak habla
de grado de aprendizaje signi…cativo, en la medida en que avancemos hacia él por dicho segmento —cfr.
Fig. 6.11.

Figura 6.11: El continuo del aprendizaje, desde el
mecánico al signi…cativo.
— Fuente: Novak [203] (Fig. 2).

Con la …nalidad de ayudar a aprender de manera signi…cativa, se muestra necesario identi…car las estructuras
de interrelación re‡eja (esto es, por signi…cado, tras re‡exionar) entre los diferentes conocimientos adquiridos.
Tanto el aprender descubriendo de Jerome S. Bruner [748, 749], como el aprender inventando de
Jean Piaget [750], comparten esta necesidad. Algunos ejemplos de herramientas de representación del
conocimiento que se han desarrollado para facilitar esta tarea31, son:

² los organizadores previos (advanced organizers) —cfr. Ausubel [751]—, o «puentes conceptuales» —cfr.
Miguel Fernández Pérez [22] (p. 194)— que preparen al individuo para el aprendizaje de determinados
nuevos conceptos;

² las vistas estructuradas de conjunto (structured overviews) u organizadores grá…cos —cfr. Alvermann
[752]—;

² las vistas previas (previews) —cfr. Graves, Cooke y Laberge [753]—;
² las redes semánticas y los mapas, como los mapas mentales32 —cfr. Buzan [754]—, que plasman pen-
samientos o perspectivas acerca de una situación particular o problema de interés, y que se clasi…can en
mapas cognitivos y mapas de conceptos, según se re…eran a uno o varios individuos33 .

31Y no sólo esta tarea de enseñanza. Una de los posibles motivos de lo difícil que resulta compartir conocimiento en las grandes
empresas —parte fundamental de la gestión del conocimiento— puede ser la carencia de medios simples, pero e…cientes,
para compartir los «átomos» y «moléculas» de conocimiento, el conocimiento básico. El uso de cualquiera de las herramientas
de representación del conocimiento pensadas para las actividades de enseñanza y aprendizaje, y por tanto, diseñadas para la
transmisión de conocimientos, obliga a los trabajadores a clari…car su conocimiento desde la base, algo fundamental a la hora de
compartirlo.
32http://www.maps.jcu.edu.au/netshare/learn/mindmap
33Un mapa cognitivo es un mapa mental personal, esto es, un esquema en forma de mapa que recoge los pensamientos que un

individuo posee sobre una situación en particular o sobre un problema que le interesa. La idea original es del año 1955, de George
Kelly [744], pero sigue vigente en la actualidad —cfr. Eden, Jones y Sims [755]; Eden [756]; Ackermann, Eden y Cropper
[757]—. Un mapa de conceptos (concept maps)(¤) —cfr. Novak y Gowin [758]; Novak [759]— también es un mapa mental.
Lo que lo diferencia de un mapa cognitivo es que si bien éste recoge los pensamientos de un único individuo, un mapa de conceptos
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² los organizadores temáticos —cfr. Álvarez [764]; Álvarez y Risko [765]; Risko y Álvarez [766]—;
² los diagramas UVE (Vee diagrams) —cfr. Gowin [741].
² las tablas K-W-L (what a student Knows, what a student Wants to learn, what a student Learned while
reading) (¿Qué conoce un estudiante?, ¿qué quiere aprender¿, ¿qué aprendió miemtras leía)—cfr. Ogle
[767]—, y más actualmente las K-W-L-Plus y las K-W-L-H (..., How a student can learn more) (¿Cómo
puede un estudiante aprender más).

Figura 6.12: Mapa de conceptos preparado por un alumno a partir de una sección de
un libro de texto.
— Fuente: Fuata’i [768] (p. 68), via Novak [203] (Fig. 3).

Todas estas estrategias suponen «un esfuerzo mental extraordinario para probar con precisión nuestros
[“verdaderos”]34 conocimientos y distinguirlos de las nociones vagas» —cfr. González García, Morón
Arroyo y Novak [742] (p. 248)—. Aunque los autores citados se re…eren al caso particular de un mapa
de conceptos, la realidad es que este comentario puede aplicarse a cualquiera de las técnicas organizadoras
relatadas.

Resta decir que la teoría del aprendizaje tan brevemente expuesta es una de tantas. Existen múltiples teorías
del aprendizaje —cfr. v. gr. María Victoria Trianes Torres (Coord.) [729] (passim); o Miguel Fernández
Pérez[22] (pp. 166-257), quien analiza y discute 15 teorías diferentes, elaborando además la suya propia.

6.22.2 ¡Cuán difícil es evaluar los aprendizajes!

«Resulta imposible comprender la actuación de una persona con solo observarla. Todo lo que se puede saber
es lo que está haciendo, y quizá cuán bien lo hace. No se puede saber el porqué hace lo que hace, ni lo que

lo hace con respecto a varios individuos. Por ello, un mapa de conceptos no puede considerarse, estrictamente hablando, como
un mapa cognitivo, porque el conocimiento, la cognición, pertenece a los individuos, y no a los grupos, ni a las organizaciones
—cfr. Eden y Ackermann [760]—. Las estructuras conceptuales varían debido a dos procesos: «diferenciación progresiva» (los
conceptos amplían su signi…cado y su ámbito de aplicación) y «reconciliación integradora.» (se establecen progresivamente nuevas
relaciones entre conceptos).
Los mapas de conceptos son ampliamente utilizados, por ejemplo, como componentes de hipermedia —cfr. v. gr. Gaines

y Shaw [761]—, fomentando la cooperación para el aprendizaje —cfr. v. gr. Gaines y Shaw [762]—, usando para ello, por
ejemplo, Internet —cfr. v. gr. Gaines y Shaw [763].
(¤) Existen varios programas gratuitos en Internet, para la elaboración de mapas de conceptos. Uno de ellos, el IHMC UWF

CMapTool, desarrollado por el Institute for Human and Machine Cognition, de la Universidad de Florida Oeste, puede encontrarse
en: [http://cmap.coginst.uwf.edu/download/cmapForm.html].
34Este [“verdaderos”] no …gura en el texto original, pero sirve para matizar la idea de una posible presencia de incertidumbre.
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podría hacerse para ayudarle a cambiarlo.»
—Charles A. Dailey y Frederick C. Dyer [138] (p. 110)

En la lista de cuestiones difíciles que presentamos a continuación están recogidas ideas de: J. Wayne
Wrightstone, Joseph Justman e Irving Robbins [769] (cap. 9); Norman E. Gronlund [770] (p. 323);
Victor H. Noll, Dale P. Scannell y Robert C. Craig [771] (p. 363), y de Pedro D. Lafourcade [772] (pp.
169-173).

² Tener una idea clara de cuáles son las metas que serán veri…cadas mediante la escala de cali…cación.

² Elegir las características o rasgos más representativos de lo que va a ser cali…cado.

² Tener en cuenta que estos rasgos deben ser claramente observables en el ámbito del estudio que estemos
realizando.

Como ejemplo directamente relacionado con estas tres cuestiones difíciles, sugerimos re‡exionar sobre el
problema de elección de campos, registros o criterios, expuesto en §8.17.

Prosigue la lista de cuestiones difíciles referentes a la evaluación de los aprendizajes:

² El número de categorías. Racional, sí que lo es, a…rmar que cuanto mayor sea la precisión que necesitemos,
mayor habrá de ser el número de categorías. La verdad es que todo depende de lo que se pretenda evaluar.
Podríamos aceptar como regla que el número ha de permitir la fácil identi…cación en situaciones reales.
Y los evaluadores de seres humanos o de procesos o productos que afecten a seres humanos, ¡siempre han
de ser humanos! Por ejemplo, J. Wayne Wrightstone [773] (pp. 961-964) deduce que 7 es un número
óptimo para cali…car rasgos vinculados con la conducta. ¡Vaya coincidencia con George A.Miller! (The
magical number seven ...) [774].

² Describir las categorías del modo más unívoco posible, o sea, debe evitarse que una categoría evoque más
de un signi…cado en la mente de los evaluadores. Esto entronca con dos cuestiones aún más difíciles.
Primera, el hecho de que una misma categoría seguramente sí que será interpretada de manera distinta
por los diferentes evaluadores. Aunque no tan distinta. Como a…rma Witold Pedrycz [449] (p. 68),
las personas miembros de una misma comunidad tienden a estandarizar los cali…cativos que usan bajo la
misma situación. La diferencia entre lo que yo considero notable y lo que tú consideras notable puede que
sea mínima, pero, haberla, «haila». Y segunda, ¿qué signi…ca una nota? Re…ramos una lista de posibles
signi…cados, según Pedro D. Lafourcade [772] (p. 229-230); la pregunta concreta es: ¿qué signi…ca un
10 sobre 10?

– ¿Que, según el criterio personal del profesor, conoce extraordinariamente bien la materia preguntada?

– ¿Que cumple el papel de «preferido» y recibe su premio? (Tanto el profesor como sus compañeros
saben que no es tan excelente como indica la nota).

– ¿Que su exposición, comparándola con las de sus compañeros, fue la mejor? (Aunque no sepamos
qué cali…cación habría recibido si todos hubieran estudiado por igual y mostrasen el mismo interés
por aprender).

– ¿Que, comparado con el resto de alumnos, conoce realmente la materia de modo muy satisfactorio?

– ¿Que se ha esforzado en aprender la materia y aunque la exposición no fue de lo mejor, el profesor
premia su esfuerzo con la nota más alta?

– ¿Que es un brillante escritor, y que, aunque sus informaciones no son tan exactas ni tan profundas,
impresiona a su profesor con un lenguaje vivaz e ininterrumpido, recompensándole éste, la mayoría
de las veces, con la nota más alta?

– ¿Que su profesor suele poner notas altas, o sea, que sólo usa las categorías superiores de la escala?

² Evitar el «efecto de halo», que produce el conocimiento general del o de lo evaluado y que por tanto,
inhabilita la veracidad de las valoraciones del evaluador. Tanto la observación como el juicio crítico que
determinen la existencia y medida del rasgo observado, serán lo su…cientemente claros y sensatos como
para suponer la …abilidad de la información que suministren.
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² Procurar que, siempre que sea posible, intervenga más de una persona en el proceso de cali…cación.
Parece razonable que el trabajo cooperativo proporcionará resultados más e…cientes que el individual,
fomentará la objetividad y contribuirá a evitar algunos de los defectos típicos como, por ejemplo, el efecto
halo, la elección inadecuada de rasgos o de categorías, la ambigüedad en las de…niciones, o en general,
la parcialidad de los enfoques. Hechos como el que relata Víctor García Hoz [775] (p. 23) refuerzan
la idea del trabajo evaluador cooperativo: en una Universidad de Madrid, dos profesores de la misma
asignatura, con dos grupos de un mismo curso de Facultad y en un mismo año, proporcionaron juicios tan
dispares, como que según uno, el porcentaje de suspensos fue 0 y según otro el 38 por ciento. (Aunque
esto también ocurre interviniendo más de una persona, si hay más de un tribunal: tanta es la diferencia
de notas, que la única explicación posible es que un tribunal haya examinado a los tontuelos, mientras
que el otro lo haya hecho con los listillos). Solución: tribunales únicos o sistemas de corrección múltiple
inter-tribunales.

² Procurar, siempre que sea posible, utilizar más de un instrumento de medición de los aprendizajes, de
manera que se obtenga una mayor riqueza informativa.

² Eliminar la sabiondez en el evaluador, por ejemplo, no deberían señalarse por aproximación aquellas
categorías que no fueron observadas, sino más bien anotar el porqué de su no observación.

6.22.3 ¿Y las destrezas de ejecución?:
a vueltas con las pruebas funcionales

«Dice este investigador [A. Bodin], en su monografía citada [[776]], que, por ejemplo, a propósito del
objetivo “saber calcular la super…cie del triángulo”, prácticamente todos los alumnos saben enunciar la
regla o fórmula para su obtención. Mas sólo un 70% de entre los alumnos de doce años, sujetos de sus
investigaciones, eran capaces de aplicar la fórmula enunciada a un triángulo, una vez dadas su base y su
altura. Sólo un 46% era capaz de aplicarla al mismo triángulo, pero dibujado sobre una hoja de papel
y teniendo que utilizar una regla milimetrada para averiguar sus dimensiones. El porcentaje de alumnos
capaces de realizar la tarea se reduce al 20%, si en el triángulo dibujado la altura no corta a la base (si la
vertical trazada desde el vértice superior cae “fuera del” triángulo), siendo escandalosamente alto el número
de alumnos que ni siquiera reconocen en la …gura un triángulo, si éste se les presenta visualmente invertido
(el vértice superior abajo y la base en la parte superior). A partir de estas constataciones empíricas, el
investigador se pregunta, radicalmente: “¿Quién puede decidir, pues, si los alumnos saben o no calcular la
super…cie de un triángulo?”, pregunta sensata desde la perspectiva del residuo de indeterminación técnica,
que yo reformulo desde la perspectiva del residuo de indeterminación semántica: si esto es así, ¿quién puede
decir qué signi…ca “saber calcular la super…cie del triángulo”?»
—Miguel Fernández Pérez [22] (p. 865)

Hemos de de…nir las fronteras del dominio de maestría respecto al cual deseamos evaluar a los sujetos.
Hemos de destacar las tareas más signi…cativas de dicho dominio y probar a los trabajadores en esas tareas, de
forma que nos sea posible inferir la proporción de tareas que es capaz de desempeñar e…cazmente el individuo.

A tenor de lo expuesto, mas ahora relativo a pruebas funcionales, apuntamos lo que sigue.

El sujeto debe realizar una actividad real o «muy próxima» a la realidad, de manera que se compruebe su
e…cacia en su ejecución. Se evaluan los procesos, esto es, las secuencias de tareas o subtareas intervinientes en
la ejecución, y los productos, sean tangibles o intangibles, que se logran mediante tales procesos.

Las pruebas de ejecución, sin duda parecen proporcionar mayor información que otro tipo de pruebas.
Mediante ellas, es posible evaluar el …nal de cualquier etapa de formación. Es posible evaluar factores como
la integración o el grado de cooperación en el trabajo de un grupo o de un equipo. Parece un tipo de pruebas
muy adecuada para medir el desempeño de tareas.

En relación a las conductas interactuantes en una prueba funcional o de ejecución, hay que identi…car,
describir y …jar criterios respecto de su ausencia o presencia o del grado de excelencia que mani…estan —cfr.
Lafourcade [772] (pp. 159-160)—. Ryans y Frederiksen [777] (cap. 12) distinguen tres tipos de prueba,
según se requiera del evaluado:

² Que identi…que o reconozca la adecuación de un procedimiento, el uso adecuado de una herramienta,
etc. Por ejemplo: «¿Qué tipo de esco…na o gubia es el más adecuado para terminar un desbastado?»,
«¿Qué software usarías para componer un libro si al …nal debes casar las páginas en cuadernillo?», «¿Qué
escopladura es la que tú aconsejarías para hacer esto?»
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² Que ejecute una tarea bajo las condiciones simuladas en pequeña escala. Por ejemplo, si estamos bus-
cando a un instalador de redes, podría pensarse en una prueba funcional donde sólo participen cuatro
ordenadores, tres en red, y un cortafuegos para el servidor. Esta sería una prueba a pequeña escala, donde
las actividades y operaciones que ejecutará el examinando se corresponden con las que, tendría que hacer
en modelos de redes a mayor escala, con mayor número de servidores, varias redes compartidas, etc.

² Que lleve a cabo una cierta tarea muy representativa de los objetivos que deban evaluarse. Por ejemplo:
«Tienes instalados Adobe Pagemaker, Quark X Press, Corel Suite y Microsoft Word. Debes, con el
software que creas oportuno, en 15 minutos, elaborar un diseño de un boletín comercial para la empresa
PAMICOCHI, que fabrica X, a dos columnas, tamaño A5, en doble A4 horizontal, casado en cuadernillo.
No converse ni pida ayuda a sus compañeros de trabajo. No pierda tiempo innecesariamente, tiene justo
el que necesita.»

La cuestión difícil en este tipo de pruebas reside en su interpretación. Por ejemplo, si se ha solicitado
confeccionar un cartel publicitario, ¿cómo se mide la perfección del diseño, de su composición, de los dibujos y
grá…cos que aparezcan, del tipo y tamaño de letra elegido, etc.? Si para evaluar la calidad de la composición
un rasgo relevante es el equilibrio en la misma, seguramente que evaluadores diferentes emitan distintos juicios
de valor. Este tipo de pruebas sí que puede acentuar el «efecto ego» en los evaluadores, o sea, el cali…car con
mejores puntuaciones aquellos procesos y productos con los que se identi…quen con su ejecución y realización.

6.22.4 Un aprobado «no clásico»

No nos olvidemos de la relación existente entre las bolas correspondientes a diferentes distancias —cfr. Fig.
6.13—. Si 2 < n < m <1 y 2 < q < p <1, se tiene:

B21 ½ B2p ½ B2q ½ B22 ½ Bn(2) ½ Bm(2) ½ B21 (6.203)

por lo que las distancias d(hx; yi; 1), con x 6= y, satisfacen:
d21 < d

m
(2) < d

n
(2) < d

2
2 < d

2
q < d

2
p < d

2
1 (6.204)

y los índices de similitud:

s21 < s2p < s
2
q < s

2
2 < s

n
(2) < s

m
(2) < s

2
1 (6.205)
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Figura 6.13: Tercer cuadrante relativo al origen (1; 1). La recta representa un trozo
de la correspondiente a la distancia d1, cuya bola es la mayor, al ser
la que proporciona valores más pequeños. Observemos cómo, a medida
que es mayor el ®-percentilado, las distancias ®-percentiladas se alejan
del punto (1; 1).
— Fuente: Elaboración propia.

Por lo general, se usa el índice de similitud s21 (correspondiente a una media aritmética), y una de las razones
que se esgrimen es que usar cualquier otro signi…ca asignar una similitud menor al mismo punto que se esté
evaluando (y por tanto una nota menor).

Observemos que los nuevos índices que proponemos sN(2), asignan una similitud intermedia, acotada supe-
riormente por el «clásico» s21, e inferiormente por s

2
2. Además, a medida que se aumenta el percentilado, los

índices sN(2) se aproximan más a s
2
1.
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Si cali…cásemos según sN(2), esto signi…caría que la correspondiente noción de aprobado se aproximaría cada
vez más, a medida que aumentásemos el percentilado, a la noción de aprobado clásico, proporcionada por s21.

6.22.5 Digresión numérica:
mínimo conocimiento compensatorio

Supongamos que una evaluación consta de dos criterios (dos parciales, dos bloques temáticos, etc.). Imaginemos
que una cali…cación es 0:9.

Supongamos que trabajamos con alguna métrica percentilada de Minkowski. Si una cali…cación es c,
entonces la otra ha de ser solución de la inecuación:

lim
N!1

sN2 ((c; x); (1; 1)) ¸ 0:5 (6.206)

es decir, el par (c; x) debe ser similar (en el sentido de próximo, cercano) al ideal (1; 1). Pero a la vez, el par
(c; x) debe ser disimilar (lejano) del anti-ideal (0; 0). Es decir, debe satisfacer la ecuación:

lim
N!1

dN2 ((c; x); (0; 0)) > 0:5 (6.207)

Se tiene por tanto que (c; x) es solución del sistema de inecuaciones:

1¡
µ jc¡ 1jp (c¡ 1)¡ jx¡ 1jp (x¡ 1)

((c¡ 1)¡ (x¡ 1)) (p+ 1)
¶1=p

¸ 0:5 (6.208)µ jcjp c¡ jxjp x
(c¡ x) (p+ 1)

¶1=p
> 0:5 (6.209)

Por ejemplo, si se trata de algún percentilado de la métrica euclidea (p = 2) y la cali…cación de una prueba
es 0:9, entonces, el punto mínimo «aprobatorio» correspondiente a la otra prueba es x ¸ 0:1883 (la lejanía del
anti-ideal se traduce en la tautología x > ¡0:725).
En el caso extremo, si una cali…cación es 1 (la máxima), entonces, la otra debe ser x ¸ 0:1866.
Pero la cali…cación x depende de los valores concretos de p y N . La Tabla 6.11 muestra las cali…caciones

«…nales» para diferentes valores de x (según diferentes valores de p y N).

x s21 s22 s42 s142
:45 :675 :6047 :6343 :6463
:40 :650 :5699 :6035 :6172
:35 :625 :5350 :5726 :5880
:30 :600 :5000 :5417 :5588
:25 :575 :4650 :5108 :5296
:20 :550 :4299 :4798 :5004
:15 :525 :3948 :4489 :4711
:10 :500 :3597 :4178 :4418

Tabla 6.11: Cali…caciones …nales, según las métricas d1 y d2
de Minkowski, para los conjuntos de cali…ca-
ciones iniciales f:9; xg.

—Fuente: Elaboración propia.

Por ejemplo, utilizando s22, si una cali…cación es 0:9, podríamos considerar «aprobado» siempre que la otra
cali…cación sea mayor o igual que 0:3.

A modo de ejemplo mostramos en la Tabla 6.12, algunas cali…caciones para las que el indicador de similitud
es igual al umbral mínimo, o sea, soluciones de la ecuación

sN2 (:9; x; 1; 1) = 0:5 (6.210)

para diferentes tamaños N de percentilados. Podemos denominarlos «puntos de corte».

Observemos, además, que tratándose de la codistancia euclidea clásica s22, si en vez de 0:9, una cali…cación
ha sido 1 (la máxima), entonces la otra debe ser mayor o igual que 0:2929 (de nuevo la condición de lejanía
respecto del anti-ideal muda en una tautología).

¿Es ésta una justi…cación métrica de nuestra exigencia habitual como profesores, de un mínimo de conocimien-
to en las diferentes áreas temáticas que evaluamos, al considerarlas partes inseparables de un todo?
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sN2 (:9; x; 1; 1) = :5
N x
2 :3000
3 :2516
4 :2325
10 :2041

Tabla 6.12: Diferentes soluciones «puntos de corte»para la
ecuación planteada.
—Fuente: Elaboración propia.

6.22.6 A por los interfaces hombre-método

Pero, tanto número puede confundirnos. Tanto que se invierte en desarrollar interfaces hombre-máquina,
también habría de pensarse en desarrollar interfaces hombre-método. La verdad es que lo que hemos propuesto
en los puntos anteriores se desarrolla en una etapa anterior a la aplicación del método en sí. Una vez decidido
cuál será la distancia con la que trabajemos, sólo hay que operar con ella.

La actualidad de la evaluación del alumnado se resume en su dicategorización: malo, si la cali…cación
obtenida es menor que la mitad de la máxima cali…cación posible (MCP) y bueno, si la cali…cación obtenida es
mayor o igual que la MCP.

En la Universidad, como norma, nos olvidamos de sobrecategorizar las cali…caciones de aquellos alumnos
que obtienen notas bajas (suspensos). Mientras que sobrecategorizamos las cali…caciones altas (aprobados) en
simplemente altas, notablemente altas, sobresalientemente altas y óptimamente altas, las bajas sólo son bajas.

En realidad, en todos los países se distingue entre diferentes categorías aprobatorias. Pero dependiendo del
país, se distinguen o no, categorías desaprobatorias. En España, depende del nivel educativo. En la Universidad,
como hemos dicho, no. En Enseñanzas Medias, en la ESO se distinguen las categorías: insu…ciente, aprobado,
bien, notable y sobresaliente. En lo que no es LOGSE, las categorías se identi…can mediante números naturales,
de 0 a 10.

Pero, ¿por qué no tricategorizar?: malo (C), si la cali…cación obtenida es menor que la tercera parte de la
MCP; regular (B), si su cali…cación es mayor o igual que MCP/3 y menor que 2MCP/3; y bueno (A), si es
mayor o igual que la MCP. Es decir:

¿Por qué no nos olvidamos de la MCP y cali…camos como se hace en educación infantil: mal, regular y bien?

Claro que parece que necesitemos un mayor número de cali…caciones. Entonces:

¿Por qué no utilizar la misma tricategorización en cada categoría?

Podemos asegurar que, dentro de lo malo, lo hay:

malo malo,

malo, y

malo no tan malo (algo así como bueno dentro de lo malo).

Algo parecido ocurre con las categorías mediano y bueno. Es decir:

¿Por qué no subcategorizar cada categoría bajo el mismo criterio de categorización del universo?

Las denominamos categorías autosemejantes.
Notemos malo, mediano y bueno, mediante las letras C, B y A, respectivamente. Distinguiríamos así 32 = 9

cali…caciones diferentes: CC, CB, CA, BC, BB, BA, AC, AB y AA. Si hiciésemos lo mismo una vez más, es decir,
si acordamos cali…car con una tríada ordenada, de manera que, por ejemplo, una cali…cación CBA signi…ca que
el alumno o alumna es:

«de los buenos (A) entre los medianamente (B) malos (C)»

pudiendo ser representada esta a…rmación como un conjunto borroso.

De este modo, podemos utilizar un total de 33 = 27 cali…caciones borrosas: CCC, CCB, CCA, CBC, CBB,
CBA, CAC, ..., AAC, AAB y AAA. Pensamos, en la medida en que nos conocemos, que un mayor número de
categorías no aporta nada nuevo. La Tabla 6.13 muestra una lista ejemplo de este tipo cali…caciones.

Pensamos que es importante que se use la misma partición (en nuestro ejemplo, una tripartición) para medir
en las categorías y en las subcategorías. Pero no es necesario. Sólo facilita la tarea.

El examen de selectividad, actualmente, sólo puede cali…carse con 21 notas: 0, 0:5, 1, 1:5, ..., 9:5, 10 (y
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Cali…caciones provisionales de IP-7
Juan Derrochón de Cuartos BCC
Jacinto Máximo Amable ABA

Pedro del Bosque Animado BBA
María del Mediterráneo Limpio AAA

Felipe del Barco de Libros CCB
Carmen Siempre Precisa BAC

Tabla 6.13: Ejemplo de listado de cali…caciones resultantes de la uti-
lización de una categoría autosemejante trivalente de or-
den 3.
—Fuente: Elaboración propia.

siempre con redondeo al alza). Varias jerarquías se ajustan a este hecho: 10¡ 2, 2¡ 10, 5¡ 4, 4¡ 5, 5¡ 2¡ 2,
2¡ 5¡ 2, y 2¡ 2¡ 5. Por ejemplo, esta última:
Jerarquía 2¡ 2¡ 5:
El primer 2 corresponde a la tarea de diferenciar entre exámenes que serán cali…cados con una nota baja

(B) y otros que serán cali…cados con una nota alta (A), el segundo 2 signi…ca que dentro de cada una de las
categorías anteriores tenemos que hacer la misma diferenciación, obteniendo un total de cuatro categorías:
BB, BA, AB y AA. Finalmente, el 5 indica que en cada una de estas cuatro categorías debemos diferenciar 5
subcategorías, por ejemplo: baja (B), menos baja (mB), normal (N), menos alta (mA) y alta (A) . De este modo
obtenemos un total de 20 categorías: BBB, BBmB, BBN, ..., AAmA, AAA (además de una categoría extraña,
correspondiente a la cali…cación numérica 0).

Si, querido lector, te parecieron demasiadas categorías las de estos ejemplos, esperamos que no seas de
aquellos que cali…can a sus alumnos con dislates tales como 7; 734 (siete con setecientos treinta y cuatro), pues
tan arti…cioso engendro implica ser un experto taxónomo, perfecto conocedor de diez mil tipos diferentes
de alumnos. Y, sin ánimo alguno de ofenderte, decirte que estamos absolutamente convencidos de que no
eres capaz de consumar tan desproporcionada distinción. La realidad es que no lo a…rmamos nosotros, sino
que existen muchísimos estudios psicológicos, según los cuales, se ha concluido que el ser humano es capaz de
discriminar, simultáneamente, como media, únicamente 7 § 2 categorías —cfr. Miller [774]; aunque Brent
Berlin y Paul Kay [778], tras examinar unas 90 lenguas, concluyeron que, como mucho, hay 11 categorías de
color en cada lengua (cfr. pág. 278 de esta Tesis).

El yerro del entendido35 (por no decir del necio): como maquinal que es, el procedimiento discrimina
entre 10:000 categorías, pero, como ser humano que es, el usuario del procedimiento es incapaz de
interpretar esas 10:000 categorías.
Lo que te ocurre, por supuesto que sin darte cuenta, es que no lo haces simultáneamente. Pero entonces,

querido lector, piensa que has perdido la visión de conjunto (ves árboles, pero no ves el bosque). Al menos,
piensa en ello. GRACIAS.

Para encontrar argumentos y experiencias a favor de considerar pocas categorías de gradación, evitando así
aspirar a una exactitud, a nuestro parecer, inexistente, para el evaluador, pueden leerse las opiniones de: Ruch
[779] (pp. 369-402), J. Wayne Wrightstone [773] (pp. 961-964), Pedro D. Lafourcade [772] (pp. 171 et
passim), o de Paul A. Goring [780] (pp. 13-17 y 154 et passim), mientras que una re‡exión en contra puede
encontrarse, por ejemplo, en el libro de Robert L. Ebel [781] (pp. 421-424) (pero sólo en el caso del sistema
centesimal, con únicamente 100 + 1 categorías y no diez mil, como ocurría en nuestro ejemplo).

De hecho, nosotros, a la hora de evaluar a nuestros alumnos, también pecamos de uso de bastantes categorías:
utilizamos 21; sintácticamente las mismas que en selectividad, pero no semánticamente. Nos valemos de la
escala:

cero, uno, dos, tres, cuatro, cinco, seis

y la subescala:

bajo, medio, alto

para graduar cada uno de los escalones principales.

Lo único que podemos decir es que pensamos mejor así que con las 21 notas «clásicas»: 0, 0:5, 1, 1:5, ...,
9:5, 10.
35Descuido o error cometido por alguien juicioso o experto, y que por consiguiente suele tener cierta trascendencia (DRAE).
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6.22.7 ¿Aritmetización?

Por mor de ley, las cali…caciones no pueden venir dadas como en la Tabla 6.13. Debemos aritmetizar tales
cali…caciones.

Pensemos en la métrica euclidea s22. Terminando la sección 6.22.5, y en referencia a esta métrica s22,
asociábamos a la cali…cación máxima de 1, una cali…cación mínima de 0; 2929 para poder «aprobar».

Este dato numérico puede traducirse como el conjunto borroso (notación de Zadeh):

0 ¢ CCC+ :::+ 0 ¢ CAC+ 0; 0917 ¢ CAB+ 1 ¢ CAA+ :::+ 1 ¢ AAA (6.211)

de forma que si un examen consta de dos partes, si en una, la cali…cación ha sido AAA, en la otra debe, como
mínimo, «rozar» CAA.

Supongamos, pues, que las cali…caciones de un alumno son AAA y CAA. La cali…cación numérica global
«…nal» es el resultado de eliminar la borrosidad del conjunto borroso medio, posiblemente ponderado según la
relevancia de cada área temática, de ambos:

CAA+ AAA

2w
(x) = w1CAA(x) + w2AAA(x) (6.212)

siendo w1 + w2 = 1. Esta eliminación de la borrosidad puede realizarse mediante cualquier procedimiento
estándar (centroide, altura, etc.) —cfr. 4.7.3.

En muchas ocasiones la ponderación es necesaria. En todo caso, evita que factores de menor peso de facto,
aunque igualmente imprescindibles, decidan una posición en la ordenación global «…nal».

No obstante, hacer una media es tan malo como tan bueno es no hacerla. Coincidimos con Pedro D.
Lafourcade [772] (p. 241) en que la ventaja de no hacerla es que cualquiera puede conocer la posición del
alumno en las diferentes pruebas, suponiendo que éstas sean representativas de las diferentes metas a conseguir
en la enseñanza de la materia en cuestión.

Como nos recuerda Paul A. Goring [780] (pp. 13-17), la evaluación del rendimiento escolar sólo puede
aspirar a conseguir una ordenación entre estudiantes, a una medida ordinal.

6.22.8 Representación borrosa de un proceso sumativo de evaluación cuantitativa

Consideremos genéricamente un proceso de evaluación cuantitativa, donde se han evaluado m pruebas. El
proceso se representa por un conjunto ©1-borroso:

P =
Xm

i=1
Oi=Pi

= [u1; 1]=P1 + : : :+ [um; 1]=Pm (6.213)

Habitualmente, u1 = u2 = :5. El resultado ideal, en el sentido de la perfección absoluta, sería:

·P = 1=P1 + : : :+ 1=Pm (6.214)

Si las cali…caciones son numéricas, ci 2 [0; 1], y el proceso es sumativo, y suele tomarse su media aritmética
como cali…cación …nal, lo que corresponde a hallar la co-distancia:

1¡ dm(1)((min
i2Nm

(ci); : : : ;max
i2Nm

(ci)); 1) (6.215)

No debe olvidarse que, en general, no tenemos por qué elegir una media aritmética (las pruebas pueden
considerarse de desigual importancia), ni todas las disimilitudes tienen que ser las mismas:

±
³
hhc(1)0 ; c(1)1 i; : : : ; hc(m)0 ; c

(m)
1 ii; hh1; 1i; : : : ; h1; 1ii

´
= Agregaci¶onmi=1±i(hc(i)0 ; c(i)1 i; h1; 1i) (6.216)

Por suponer, supongamos que el proceso de evaluación se representa por un conjunto ©1-borroso de tipo 2,
es decir la valoración de función de pertenencia viene dada por intervalos de competencia de tipo 2:

P =
Xm

i=1
[[u

(i)
0 ; u

(i)
1 ]; 1]=Pi (6.217)

y que las cali…caciones vienen dadas por intervalos [c(i)0 ; c
(i)
1 ] µ [0; 1]. Entonces, podría tomarse como cali…cación

…nal la media aritmética de todas ellas, calculada como la co-distancia:

CF([c(1)0 ; c
(1)
1 ]; [c

(2)
0 ; c

(2)
1 ]; : : : ; [c

(m)
0 ; c

(m)
1 ]) = 1¡ 1

m

³Xm

i=1
d2(1)(hc(i)0 ; c(i)1 i; 1)

´
= 1¡ d2m(1) (hmin

i2Nm
(c
(i)
0 ); : : : ;max

i2Nm
(c
(i)
1 )i; 1)
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6.22.9 Síntesis re‡exiva

Como nos recuerda Paul A. Goring [780] (pp. 13-17), la evaluación sólo puede aspirar a conseguir una
ordenación entre los evaluados, esto es, a una medida ordinal. Hacer una media es tan malo como tan bueno
es no hacerla. Coincidimos con Pedro D. Lafourcade [772] (p. 241) en que la ventaja de no hacerla es
que cualquiera puede conocer la posición del alumno en las diferentes pruebas, suponiendo que éstas sean
representativas de las diferentes metas a conseguir en la enseñanza de la materia en cuestión.

Sin embargo, no debemos caer en la antigua confusión entre medición y evaluación. La evaluación es una
interpretación de una medida (o medidas) en relación a una norma ya establecida, por la que se trata de
diagnosticar el alcance del aprendizaje logrado por los estudiantes —cfr. Lafourcade [772] (p. 21).

Es innegable que para evaluar los aprendizajes debemos disponer de instrumentos y técnicas que provean
o complementen datos sobre el rendimiento y progreso de los alumnos. Instrumentos que, además, ayuden a
superar los nada extraños errores conceptuales, también conocidos como concepciones alternativas, nociones
ingenuas, nociones pre-cientí…cas, o jerarquías proposicionales limitadas o inapropiadas (Limited or Inappro-
priate Propositional Hierarchies, LIPH) —cfr. González García,Morón Arroyo y Novak [742] (p. 221 et
passim)— (véase Fig. 6.10). En la sección 6.22.1 mostramos algunos ejemplos de herramientas de representación
del conocimiento que se utilizan para facilitar estas tareas.

Se ha desarrollado e implementado un número ingente de diseños evaluadores, pero las mayores distancias
entre ellos giran en torno a cuestiones difíciles como —cfr. Romero Morante [782] (pp. 212ss): ¿quién
promueve la evaluación?, ¿para qué se realiza?, ¿qué funciones cumple y a qué intereses sirve?, ¿quién evalua y
cuál es su papel ante las personas participantes en el programa?, ¿qué se evalúa?, ¿de acuerdo con qué criterios
se juzgará su valor?, ¿cómo se relacionan las interpretaciones de los resultados por parte de los evaluados, los
evaluadores, y posiblemente, investigadores o consultores?, ¿a quién pertenecen los resultados?, ¿qué uso se les
va a dar, y por parte de quién?, ¿cómo se tomarán decisiones a partir de los resultados de la evaluación?, etc.
Y, por supuesto, ¿cómo construir las escalas de cali…cación? 8.17.

En este estudio hemos re‡exionado, principalmente, sobre: las di…cultades de evaluar los aprendizajes
(§6.22.2), el diseño de pruebas funcionales, la evaluación de las destrezas de ejecución y la evaluación de procesos
frente a la de productos (§6.22.3), aprobados «no clásicos» como resultado de emplear diferentes distancias o
disimilitudes (§6.22.4), puntos mínimos aprobatorios y mínimo conocimiento compensatorio (§6.22.5), número
de categorías a tener en cuenta, categorías autosemejantes para una cali…cación humana y potenciación de
interfaces hombre-método (§6.22.6).

Todo ello tiene su continuación en varias secciones posteriores de nuestra Tesis: §16 , en §6.22.1ss. et passim,
y §17 passim, y en una experiencia real (§9 y §15.4,et passim ).

Observa, …nalmente, querido lector, que encontrar el signi…cante36 de un concepto es una decisión. Aún
más, el signi…cado del signi…cante puede que no corresponda plenamente al concepto. Según Churchman:

«El signi…cado que se asigna a un concepto es una decisión asignada para servir ciertos intereses.»
—C. Churchman [81]

Y además de distinguir entre sintaxis y semántica, debemos distinguir entre extensión (el objeto o conjunto
de objetos al que se re…ere un término) e intensión (el modo concreto en que se escoge o se determina ese objeto
o ese conjunto de objetos) de un término. En fín, hay un paralelismo: la extensión, como pura enumeración,
es algo sintáctico; la intensión es signi…cado: «triángulo equilátero» y «triángulo equiángulo» tienen la misma
extensión, pero distinta intensión —cfr. Dennett [151] (p. 53)—. Desde luego, son dos conocimientos
diferentes, por lo que habrá que aclarar cual ha de evaluarse (aunque algunos digan que es una cuestión de
matices, sin alterar lo sustancial).

Si bien White [79] (p. 20) duda si Churchman quiere decir elección cuando dice decisión, lo relevante
para nosotros, es que, distinguiendo signi…cante, signi…cado y concepto, asumimos su a…rmación, y por tanto
la decidibilidad parcial37 de cualquier decisión acerca del conocimiento o aprendizaje de un concepto. Mejor
36 signi…cante.- w m. LING. Según Ferdinand de Saussure, manifestación material y concreta del signo lingüístico, serie de

fonemas o de letras que constituye el soporte del signo lingüístico y que remite a un concepto, el signi…cado.
37Dado un predicado ®(x), se denomina función característica parcial positiva a:

C+® (x) =

½
1 si ®(x)
no de…nida si :®(x)

Se dice que un predicado ®(x) es parcialmente decidible, precisamente si su función característica parcial positiva es
computable. Cualquier algoritmo A que compute C+® , se denomina procedimiento de semidecisión o decisión parcial para
®. Dado x, A proporciona respuesta a…rmativa si se satisface ®(x), pero no proporciona respuesta, si no se satisface, es decir el
programa correspondiente no …naliza.
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deberíamos hablar de conocimiento o aprendizaje del signi…cado de un concepto. Las decisiones acerca de ello
son potencialmente decidibles —nos referimos a su modalidad, a la existencia de un mundo, en cuanto ámbito
local, en el que suceda su meta-decidibilidad—. Su decidibilidad actual depende del método de evaluación de
tal conocimiento o aprendizaje. Además, seguramente habrá un mundo para cada decisión, para cada aprendiz,
y para cada tiempo. A falta de un método óptimo, permanecemos en su semidecidibilidad38.

6.23 Resumen del capítulo

El material contenido en este capítulo, es original, salvo los indispensables conocimientos previos sobre los que
se asientan las discusiones y propuestas, y que se encuentran fundamentalmente en las secciones §6.3, §6.5.1,
§6.6, §6.8, §6.9, §6.18.1 y §6.21.

Para que una medida de disimilitud, distancia, etc., sea de utilidad en un entorno de trabajo, debe existir
una gran correlación entre los valores numéricos y los juicios subjetivos sobre las distancias medidas. Esta
correlación expresa la cohesión, coherencia y consistencia, que existe entre su representación sintáctica y su
interpretación semántica, como discutiremos de inmediato en §6.2. Lo cierto es que se trata de un problema
difícil el de aunar la expresividad y signi…cación subjetiva con la propiedad de ser matemáticamente tratable.
Las soluciones de compromiso son inevitables. Asimismo, el problema se agrava por lo subjetivo del propio
acto de aunamiento.

En §6.7, §6.8 y §6.9, presentamos ejemplos de distancias y métricas, y situaciones de no discernibilidad,
cuando para comparar intervalos, sólo se tienen en cuenta, como clásicamente, sus puntos extremos. En §6.10
consideramos, además de los puntos extremos, el punto medio, viendo en §6.11, ejemplos de intervalos no
discriminables aunque usemos estos tres puntos, aunque atisbando un principio de solución.

En §6.12 elaboramos la de…nición de ®-percentilado en retículos, y en particular en el retículo normado de
los números reales. De…nimos las familias de métricas ®-percentiladas de Minkowski e ilustramos lo dicho
de…niendo índices de borrosidad basados en estas distancias. Y como el ®-percentilado no sólo tiene por qué
ser lineal, como ejemplo de alternativa, en §6.14, introducimos el ®-percentilado poligonal.

En §6.15, estudiamos los que denominamos intervalos y líneas de confusión para las métricas ®-percentiladas
de Minkowski, es decir, donde se confunden (igualan, intersecan). En §6.16 de…nimos la métrica de Haus-
dorff ®-percentilada y en §6.17 las de otras medidas de comparación, aunque en las experiencias llevadas a
cabo no se aprecian ventajas en el uso de los percentilados para ninguna de las nueve medidas revisadas en
§6.9.

En nuestra realidad física, esto no es así, pues todo sistema material parará, antes o después, por degeneración termodinámica. No
obstante, podría argüirse que el sistema no ha parado, sino que ha desaparecido, dejando de existir como tal sistema computacional
(material). Aunque esta segunda interpretación implicaría la no existencia del equivalente físico de los programas universales, para
cualquier aridad, pues éstos no desaparecen (a nivel teórico, abstracto, siempre existen, pues no están sujetos a restricciones espacio-
temporales). Parece que no podemos evitar concluir que cualquier computador físicamente realizable, o peor aún, humanamente
manejable, está sujeto a determinadas restricciones físicas, que parece que marcan las diferencias con cualquier programa universal.
Los modelos abstractos de computación actuales, si se expresan con una cinta de registros, requieren una cinta …nita pero

in…nitamente extensible, según el número de registros necesarios para efectuar una nueva computación, en de…nitiva, una cinta no
acotada por el tamaño de la entrada.
En el entorno teórico en el que estamos, la inmensidad de los números no afecta a su computabilidad, pues suponemos que

disponemos de in…nitos registros, en otras palabras de memoria in…nita; no obstante, si pensamos que el número de átomos del
universo conocido se estima en 1080, número considerablemente menor que 2320, entonces, ... Hay acuerdo en llamar sistema
inmenso a cualquier sistema de 1080 o más componentes. ¿Es computable un sistema inmenso? No podemos construir una lista
con los primeros 1080 números naturales por la sencilla razón de que ni siquiera representando cada número en un átomo sería
posible. Por otro lado, según los modelos actuales, el número de funciones computables es @0 (in…nito numerable, tantas como
números naturales). Sin embargo, 1080 es una cantidad in…nítamente pequeña, absolutamente despreciable, comparada con el
número total de números naturales (@0 ¡ 1080 = @0). Sin embargo, trabajamos con estas cantidades, y no nos remuerde la
conciencia.
Ningún computador físico, real, dispone de una memoria in…nitamente extensible. Existe este límite de inmensidad comentado.

Cualquier computador físico, tendrá una memoria …nitamente extensible (claro que siempre que el número de átomos en el Universo
sea …nito).
Pero no sólo eso, la potencia de computación es menor o igual que un supremo, impuesto por las leyes de la Física, dependiente

de la masa del sistema, de la velocidad de la luz y de la constante de Planck. Las potencias de computación actuales están
lejísimos de tal supremo.
En la implementación física surgen muchísimos problemas. Por ejemplo, han existido problemas de comunicación entre compo-

nentes, dependiendo de ciertas proporciones entre el tamaño del sistema y el de sus componentes. Se han construido ordenadores
cilíndricos para reducir distancias entre componentes. Por encima de un determinado tamaño, la comunicación se desincroniza,
teniéndose que añadir nuevos componentes re-sincronizadores, pero éstos deben, a su vez, ser sincronizados por otros nuevos
componentes, y así, sucesivamente.
38Las denominaciones parcialmente decidible, semidecidible, positivamente decidible, parcialmente resoluble, semicomputable,

recursivamente enumerable, pueden considerarse sinónimos en Teoría de la Computabilidad.
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En 6.18 hemos de…nido las disimilitudes ®-percentiladas y ponderadas de Minkowski —que notamos
d'w(I; J)—. En §6.19 hemos encontrado condiciones su…cientes en el caso …nito, para que estas disimilitudes
®-percentiladas y ponderadas que hemos propuesto, o sea, las instancias de la solución de la Ec. (6.154), sea
una pseudodistancia (Teorema 100.i), una distancia (Teorema 100.ii), y una métrica (Teorema 108), en el
espacio de intervalos considerado. En §6.19.1 hemos logrado identi…car una subclase de '-métricas basada en
subaditividad, mientras que en §6.19.2, una subclase de '-métricas basada en concavidad.

Es el momento de pasar del punto al intervalo; de representar mayores incertidumbres. Extendemos la idea
de disimilitud entre intervalos, calculada a partir de disimilitudes locales entre puntos, a la idea de calcularla a
partir de disimilitudes locales entre subintervalos de los intervalos originales. Proponemos para ello la de…nición
de intervalo (®; ¯)-percentílico —cfr. §6.20.1—. En §6.20.2, proponemos un esquema iterativo de cómputo de
d'w(I; J), construido utilizando intervalos (®; ¯)-percentílicos. Como un primer ejemplo ilustrativo, en §6.21,
observamos que las quasi-normas de los espacios lineales complejos `Nq (`

M
p ) (M;N 2 N; 0 < p; q · 1) son un

caso particular de las de…nidas por dicho esquema iterativo.

Como segundo ejemplo ilustrativo, re‡exionamos sobre: las di…cultades de evaluar los aprendizajes (§6.22.2),
el diseño de pruebas funcionales, la evaluación de las destrezas de ejecución y la evaluación de procesos frente a la
de productos (§6.22.3), aprobados «no clásicos» como resultado de emplear diferentes distancias o disimilitudes
(§6.22.4), puntos mínimos aprobatorios y mínimo conocimiento compensatorio (§6.22.5), número de categorías
a tener en cuenta, categorías autosemejantes para una cali…cación humana y potenciación de interfaces hombre-
método (§6.22.6). Todo lo aquí visto continúa en los Capítulos 9, 15, 16 y 17.





En este capítulo proponemos asignaciones de medida de comparación entre conjuntos borrosos,
disimilitudes, algunas de ellas, métricas. Las unas, «horizontales», comparando conjuntos borrosos
a partir de las diferencias entre los referentes —para lo que hemos supuesto que el universo de
discurso es R o un retículo normado, de tal forma que los ®-cortes son intervalos del retículo, y, en
de…nitiva, comparamos conjuntos borrosos a partir de las comparaciones entre sus ®-cortes, pudien-
do utilizar las asignaciones de comparación entre intervalos propuestas en el capítulo anterior, para
el caso de ®-percentilado …nito, in…nito numerable y continuo—. Las otras, «verticales», referida
al grado de «superposición» entre conjuntos borrosos. Como ejemplos ilustrativos, pensamos en el
reconocimiento de queiremas aislados y en la comparación de …guras planas.

7.1 Comparando «horizontalmente» subconjuntos borrosos

7.1.1 Algún que otro antecedente

Dubois y Prade [783] propusieron un índice de comparación, con valoración borrosa, entre conjuntos borrosos:

IC(A;B) =

Z
®=IC(®A; ®B) (7.1)

de…nido a partir de los valores del índice de comparación para los ®-cortes correspondientes. Es lo primero que
conocemos publicado sobre una comparación horizontal entre conjuntos borrosos utilizando sus ®-cortes.

Tras el intenso esfuerzo dedicado al desarrollo de los espacios métricos probabilísticos —cuyo origen se sitúa
en los trabajos de Menger [474, 475], y Schweizer y Sklar [477]— y cuya motivación fundamental es la
inexactitud de la distancia entre dos puntos, Kaleva y Seikkala [419] introducen el concepto de espacio
métrico borroso, en respuesta a que dicha inexactitud se deba a razones de borrosidad mas que de aleatoriedad.
En el ejemplo 3.2 de su artículo [419] (p. 222), Kaleva y Seikkala proporcionan la siguiente métrica borrosa
entre números borrosos:

d : N£N ¡! N+

(A;B) 7¡! d(A;B) =

½ jA¡Bj si A 6= B
0 si A = B

(7.2)

donde, si A 6= B, el valor absoluto jA¡Bj se de…ne mediante sus ®-cortes:

®(jA¡Bj) = [maxf0; a®0 ¡ b®1 ; a®1 ¡ b®0 g;maxfja®0 ¡ b®1 j ; ja®1 ¡ b®0 jg] (7.3)

La cuaternidad (N; d; 0;Max) es un espacio métrico borroso.

Puri y Ralescu [683] generalizan la métrica de Hausdorff —cfr. Def. 74— al conjunto NC de números
borrosos normales y compactos (®-cortes compactos). La función:

d : NC £NC ¡! [0; 1]
(A;B) 7¡! d(A;B) = sup®>0 dHAUS(

®A; ®B)
(7.4)

donde dHAUS es la métrica de Hausdorff, extiende ésta al espacio NC . El par (NC ; d) es un espacio métrico
completo —cfr. Puri y Ralescu [683] (p. 416).
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En la literatura aparecen más ejemplos de distancias entre números borrosos, de…nidas horizontalmente. Por
ejemplo, Diamond [784] de…ne una distancia entre números borrosos triangulares, con el formato diagonal de
la métrica d2 de Minkowski, pero haciendo intervenir las modas, además de los extremos. Dados los números
borrosos triangulares A = (a¡; am; a+) y B = (b¡; bm; b+), de…ne la distancia entre ellos mediante:

d(A;B) =
³¡
a¡ ¡ b¡¢2 + (am ¡ bm)2 + ¡a+ ¡ b+¢2´ 1

2

(7.5)

Utilizando como distancia entre los ®-cortes, la distancia de Hausdorff:

Ã (ha0; a1i ; hb0; b1i) = max fja0 ¡ b0j ; ja1 ¡ b1jg (7.6)

o el índice de enmascaramiento (dissemblance) entre intervalos:

Ã (ha0; a1i ; hb0; b1i) = (ja0 ¡ b0j+ ja1 ¡ b1j) =2 (¯2 ¡ ¯1) (7.7)

(donde ¯1 y ¯2 son constantes arbitrarias para la normalización), Rami Zwick, Edward Carlstein y David
V. Budescu [785] —cfr. item Tzafestas y Venetsanopoulos [786]— proponen utilizar como distancias
entre dos números borrosos A y B las siguientes:

² Media:

Ã1(A;B) =

Z 1

0

Ã (®A; ®B) d® (7.8)

² Supremo:
Ã1(A;B) = sup

®¸0
Ã (®A; ®B) (7.9)

² Conjunto nivel-1 :

Ã¤(A;B) = Ã
¡
1A; 1B

¢
(7.10)

En esta última, no se recorren todos los ®-cortes, sino que sólo se usan los núcleos. Ayumi Yoshikawa
[787] propone utilizar también las siguientes:

² Ín…mo:

GLB-FDL1(A;B) = inf
a21A;b21B

ja¡ bj (7.11)

² Supremo:

LUB-FDL1(A;B) = sup
a21A;b21B

ja¡ bj (7.12)

De sabor también horizontal, pero distinto, es usar los centros de gravedad —cfr. Def. 16 (pág. 63)—
(también, p. ej., Yoshikawa [787]):

Dist-gc(A;B) = jG(A)¡G(B)j (7.13)

o:

V(A;B) =
³
(jAj ¡ jBj)2 + (Dist-gc(A;B))2

´1=2
(7.14)

donde jAj es la cardinalidad escalar de A —cfr. Def. 15 (pág. 63).

Bertoluzza, Corral y Salas [681, 696] —véase también Salas, Bertoluzza y Corral [695]—, mo-
tivados por problemas de regresión borrosa, de…nen una familia de divergencias métricas entre números
borrosos, basándose en ®-cortes y en la métrica d2 de Minkowski, cuyas propiedades son estudiadas también
por Montes, Gil y Bertoluzza [697]. A partir de esta nueva distancia, Lubiano [788], y Lubiano, Colubi
y Gil [789], de…nen la ~̧ -desviación cuadrática media para variables aleatorias borrosas en poblaciones …nitas,
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una medida de desviación real entre una variable aleatoria borrosa y un número borroso pre…jado. Más reciente-
mente,Montes y Gil [790] proponen, a través de ciertas propiedades, un concepto de divergencia como medida
del grado de diferencia entre dos subconjuntos borrosos en un referencial …nito, precisando esta de…nición en
un artículo posterior —cfr. Montes, Gil y Bertoluzza [791]—. Montes y Gil [790] extienden el concepto
de borrosidad de un conjunto al de borrosidad de una partición, de…niendo el concepto de divergencia
entre particiones, concretándose todo ello en la Tesis Doctoral de Susana Montes [792], y, por ejemplo, en
el artículo de Montes, Couso y Gil [793]. Como una partición borrosa —cfr. Nota a pie de página no1
(pág. 402)— no es más que una colección de conjuntos borrosos, la divergencia entre ellas, puede cuanti…carse
mediante divergencias entre colecciones de conjuntos borrosos, donde, de alguna u otra forma, se agreguen las
divergencias «locales» entre los conjuntos.

7.1.2 Una propuesta

Tanto la generalización de la métrica de Hausdorff, debida a Puri y Ralescu —cfr. Ec. 7.4—, como la
generalización de la distancia d1 de Minkowski —cfr. Ec. 7.8—, pueden ser vistas como el resultado de la
composición de una operación de eliminación de la borrosidad —cfr. §4.7.3— con dHAUS y con el índice de
enmascaramiento Ã, a saber, el supremo y la media, respectivamente.

En esta línea, podríamos proponer cuantas asignaciones básicas de disimilitud (o similitud) se nos ocurriesen,
pues basta partir de una asignación básica de disimilitud (o similitud) entre intervalos.

7.1.3 ®-percentilado horizontal

En la aproximación horizontal, supondremos en principio, que trabajamos con conjuntos borrosos normales para
asegurar así la no vacuidad de todos los ®-cortes. No obstante esta hipótesis será relajada —cfr. Def. 128 y
§7.1.5—. Como los ®-cortes de un conjunto borroso normal y convexo con soporte real son intervalos compactos
de números reales, lo primero que debemos investigar es cómo medir disimilitudes entre tales intervalos. Si el
conjunto borroso es normal pero no convexo, entonces y en general, cualquier ®-corte será una unión …nita de
intervalos compactos de R.

A ello hemos dedicado capítulos anteriores, donde hemos motivado y propuesto diversas disimilitudes entre
intervalos, incluyendo una de…nida iterativamente —cfr. §6.20.2— a partir de las disimilitudes medidas entre
algunos de sus subintervalos. Las siguientes subsecciones presentan algunos ejemplos de su aplicación.

La extensión de la medida de divergencia horizontal propuesta a conjuntos normales y no convexos se lleva
a cabo en §7.1.5.

Distinguimos tres casos, según el ®-percentilado sea …nito, in…nito numerable o continuo.

De…nición 124 Sean A y B dos conjuntos borrosos normales y cerrados. Sean:

1. p ½® [0; 1] un ®-percentilado …nito,
2. w : p! R+0 una función de ponderación normalizada, o sea,

P
®2p w(®) = 1,

3. dH®(A;B) una medida de disimilitud entre los ®-cortes de A y B, y

4. ' : R+0 ! R+0 una función continua y monótona en R
+
0 ,

entonces, de…nimos la disimilitud horizontal entre A y B, como la posible solución DH(A;B; p; w; dH® ; ') de:

'
¡
DH(A;B; p; w; dH® ; ')

¢
=
X
®2u

w(®)'
¡
dH®(A;B)

¢
(7.15)

Observación 125 (DH';w como métrica) La ecuación 7.15 posee el mismo formato que la Ec. (6.172). En
los Teoremas 108 y 115 de las secciones §6.19.1 y §6.19.2, se expusieron condiciones su…cientes para que (6.172)
fuese una métrica. Las mismas condiciones son válidas para (7.15). A saber:

Sea dH® una métrica entre intervalos y ' : R+0 ! R una función monótona creciente, no negativa y tal que
'(0) = 0, entonces, si ' es superaditiva o convexa:

DH';w(A;B; u; w; d
H
® ; ') = '

¡1
Ã

NX
®=1

w(®)'
¡
dH®(A;B)

¢!
(7.16)

es una métrica.
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El caso de un ®-percentilado in…nito numerable es similar a los anteriores, sólo que teniendo como hipótesis
la convergencia de la serie que aparece.

De…nición 126 Sean A y B dos conjuntos borrosos normales y cerrados. Sean:

1. p ½® [0; 1] un ®-percentilado in…nito numerable,
2. w : p! R+0 una función de ponderación normalizada, o sea,

P
®2p w(®) = 1,

3. dH®(A;B) una medida de disimilitud entre los ®-cortes de A y B, y

4. ' : R+0 ! R+0 una función continua y monótona en R
+
0 ,

entonces, de…nimos la disimilitud horizontal entre A y B, caso de que la siguiente serie converja, como la
posible solución DH(A;B; p; w; dH® ; ') de:

'
¡
DH(A;B; p; w; dH® ; ')

¢
=
X
®2p

w(®)'
¡
dH®(A;B)

¢
(7.17)

Finalmente, para un ®-percentilado continuo, proponemos la siguiente de…nición.

De…nición 127 Sean A y B dos números borrosos cerrados. Sean

1. ' : R+0 ! R+0 una función continua y monótona en R
+
0 ,

2. Á una función medible Lebesgue (una medida ponderada normalizada de Lebesgue en ([0; 1];B([0; 1])),
con B([0; 1]) la ¾-álgebra de Borel sobre [0; 1]),

3. dH® (A;B) una medida de disimilitud entre intervalos (medirá disimilitud entre los ®-cortes de A y B),

4. '
¡
dH® (A;B)

¢
es Á-integrable,

entonces, de…nimos como disimilitud horizontal entre A y B, caso de que la siguiente integral exista, la
posible solución DH';Á(A;B) de:

'
¡
DH(A;B; dH® ; '; Á)

¢
=

Z 1

0

'
¡
dH® (A;B)

¢
dÁ(®) (7.18)

Por ejemplo, si Á(x) = x, dH®(A;B) = d
N
(q)(

®A; ®B), y '(x) = xp; entonces:

DH(A;B; dH® ; '; Á) =

µZ 1

0

³
dN(q)(

®A; ®B)
´p
d®

¶ 1
p

(7.19)

La expresión (7.18) depende de la de…nición de Á, no existiendo una solución general a la integral propuesta.
Si ³(®) es la derivada de Radon - Nikodym de la medida Á, o sea, si ³(®) = dÁ(®)=d®, entonces:

'
¡
DH';Á(A;B)

¢
=

Z 1

0

³(®)'
¡
dH®(A;B)

¢
d® (7.20)

de manera similar que en la Ec. (6.158).

7.1.4 Disimilitud horizontal entre cuasi-números borrosos

Recuerde el lector que la única diferencia entre un número borroso y un cuasi-número borroso —cfr. Sec.
§4.4.5—, es que este último no es normal.

De…nición 128 Sean A y B dos cuasi-números borrosos cerrados, ' : R+0 ! R+0 una función continua y
monótona en R+0 , Á una función medible Lebesgue (una medida ponderada normalizada de Lebesgue en
([0; 1];B([0; 1])), con B([0; 1]) la ¾-álgebra de Borel sobre [0; 1]). Sea d®(h)(A;B) una medida de disimilitud
entre intervalos (medirá la disimilitud entre el (® ¢ hA)-corte de A y el (® ¢ hB)-corte de B). Si '

¡
d®(h)(A;B)

¢
es Á-integrable y la siguiente integral existe, entonces, de…nimos la disimilitud horizontal entre cuasi-
números borrosos como la posible solución DH(A;B; dH®(h); '; Á) de:

'
³
DH(A;B;dH®(h); '; Á)

´
=

Z 1

0

'
¡
d®(h)(A;B)

¢
dÁ(®) (7.21)



7.1. Comparando «horizontalmente» subconjuntos borrosos 165

Sea p ½ [0; 1] un ®-percentilado …nito, sea w : p ! R+0 , la función de ponderación normalizada uniforme
sobre p, o sea, w(®) = jpj¡1; empleemos, por ejemplo, dH® = d

M
(q), para todo ® 2 p, con 1 · q <1 y M 2 Z>1,

como medida de la disimilitud entre los ®-cortes correspondientes ®A y ®B, de modo que, si ' (x) = xp

(1 · p <1):

DH(A;B; p; w; dMq ; x
p) =

Ã
jpj¡1

X
®2p

¡
dMq (

®A; ®B)
¢p! 1

p

(7.22)

Ejemplo 129 (Cuasi-números borrosos triangulares) Sea A 2 F¤(R) = F(R)¡ f?g. De acuerdo con el
conocimiento que se posea de antemano, podremos usar, en vez del número triangular original, la siguiente
clase de cuasi-números borrosos triangulares:

A , [Al; Au] = fB 2 F¤(R) : Al(x) · A®(x) · Au(x)g (7.23)

en realidad, todo B 2 [Al; Au] es de la forma B = h(B)A(x), o sea:

A®(x) = ®A(x) (7.24)

donde h(A®) = ® —de…niendo como «normalizado» de A(x), o número borroso correspondiente al cuasi-
número borroso A, el que obtenemos al dividir el cuasi-número entre su altura h(A).

Sea U = R el universo de discurso, y consideremos los cuasi-números borrosos triangulares A = T (1; 2; 3; hA)
y B = T (6; 7; 8; hB). Podemos demostrar que el (® ¢ hX)-corte de un cuasi-número borroso triangular X es:

®T (x¡; x; x+; h) =
·
x¡ + ®

x¡ x¡
hX

; x+ ¡ ®x+ ¡ x
hX

¸
por lo que, para todo p; q 2 [1;1), M 2 Z>1, y ® 2 p:

dM(q)(
®A; ®B) =

8<: 5 si hA = hB³
1
M

PM
i=1

¯̄̄
®
³
1
hB
¡ 1

hA

´³
2 i¡1
M¡1 ¡ 1

´
¡ 5
¯̄̄q´ 1

q

si hA 6= hB
(7.25)

Obsérvese, en particular, que si hA = hB, entonces:

DH(A;B; u; juj¡1 ; dMq ; xp) = 5 (7.26)

o sea, que incluye el caso particular de ser ambos números borrosos.

Por otro lado, según (6.94):

d(1)(®A; ®B) = max
µ¯̄̄̄
a¡ ¡ b¡ + ®

µ
a¡ a¡
hA

¡ b¡ b¡
hB

¶¯̄̄̄
;

¯̄̄̄
a+ ¡ b+ ¡ ®

µ
a+ ¡ a
hA

¡ b+ ¡ b
hB

¶¯̄̄̄¶
(7.27)

7.1.5 Disimilitud horizontal entre conjuntos «normocordes»

Una clase particular de conjuntos borrosos cerrados y normales pero no convexos son los que proponemos
denominar «normocordes» (del lat. normalis y de cordel —de cuerda, del lat. chorda—; en inglés, proponemos
la denominación «climbing») conjuntos borrosos cerrados y normales tales que todos los puntos donde se alcanza
un máximo local pertenecen al núcleo del conjunto —cfr. Fig. 7.1—. Debido a la hipótesis de normalidad
todos los ®-cortes de A son no vacíos. Si A tiene soporte real, cada uno de sus ®-cortes es una unión …nita y
disjunta de intervalos compactos de números reales:

X = I1 [ I2 [ ::: [ In
= [i1;0; i1;1] [ [i2;0; i2;1] [ ::: [ [in;0; in;1] (7.28)

Podemos extender las disimilitudes de…nidas anteriormente a este caso. Por ejemplo, si para todo k 2 N+n ,
ik;0 < ik;1, la de…nición del ®-percentil de X es:

x(®) = ik;0 + ®L¡ Sk¡1 (7.29)
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I21 3II

α

1

Figura 7.1: Conjuntos borrosos «normo-
cordes».
—Fuente: Elaboración propia.

siendo:

Sk¡1
L

· ® · Sk
L

(7.30)

Lh = ih;1 ¡ ih;0 (7.31)

S0 = 0 (7.32)

Sk = L1 + L2 + :::+ Lk (7.33)

L = Sn (7.34)

Observación 130 (Extensión a conjuntos borrosos cerrados) Combinando las estrategias expuestas en
la Def. 128 (pág. 164) y en este apartado, de…niríamos una disimilitud horizontal entre conjuntos borrosos
cerrados cualesquiera.

7.2 Comparando «verticalmente» subconjuntos borrosos

El valor de los índices aquí encuadrados se calcula a partir de los valores de pertenencia para cada referente.
La interpretación más natural de los valores de estos índices se re…ere al grado de «superposición» entre ambos
conjuntos borrosos.

7.2.1 Un antecedente: las medidas de posibilidad y necesidad

Las medidas de posibilidad y necesidad, introducidas por Zadeh —cfr. Dubois y Prade [437]— (aunque
postuladas, por ejemplo, por ×ukasiewicz, son unos claros antecedentes de medidas de comparación «vertical»
entre conjuntos borrosos.

La medida de posibilidad de A respecto de B, de…nida como:

¦ : F(U)£ F(U) ¡! [0; 1]
(A;B) 7¡! ¦(AjB) = supx2XfminfA(x); B(x)gg (7.35)

es simétrica respecto a sus argumentos y re‡eja hasta donde A y B coinciden o interseccionan —cfr. Pedrycz
[449] (p. 48).

La medida de necesidad de A respecto de B, de…nida como

N : F(U)£ F(U) ¡! [0; 1]
(A;B) 7¡! N(AjB) = infx2XfmaxfA(x); 1¡B(x)gg (7.36)

es asimétrica e indica el grado de inclusión de B en A —cfr. Pedrycz [449] (p. 48).

Ambas medidas se extienden utilizando cualquier t-norma y t-conorma, en lugar del mínimo y el máximo,
respectivamente —cfr. Pedrycz [449] (p. 49).

7.2.2 Aproximación vertical «clásica»

Sea U µ R. Como un proceder general, podemos medir la disimilitud entre dos funciones reales acotadas f y g,
de U en [0; 1], midiendo las disimilitudes locales en cada punto x del dominio común U , ±(f(u); g(u)), de…niendo
a partir de ellas una medida de disimilitud D(f; g) entre las funciones.
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Tal disimilitud D, se de…nirá a partir de las disimilitudes locales, siempre que encontremos una manera
adecuada de agregar toda esa información local disponible. Parecen obvias al menos las siguientes tres formas
de hacerlo1.

² Máximo optimista:
Dinf(f; g) = inff±(f(u); g(u)) : u 2 Ug

² Máximo pesimista2 :

Dsup(f; g) = supf±(f(u); g(u)) : u 2 Ug

² o de una manera intermedia, una clase de media entre ambos casos extremos:

Dinf(f; g) · Dmed(f; g) · Dsup(f; g)

Si el dominio es …nito o in…nito numerable

En el caso de ser …nito U , esta Dmed(f; g) podría de…nirse a partir de la idea de una '-media —cfr. Def. 95
(pág. 135)—, con todos los coe…cientes iguales a 1= jUj, o sea, una media cuasi-aritmética —cfr. Def. 94 (pág.
135)—. De este modo, buscamos la solución M'fg de:

' (M'f±(f(u); g(u)) : u 2 Ug) = 1

jUj
X
u2U

' (±(f(u); g(u))) (7.37)

Si ' (x) = xr, Mr es conocida como una media generalizada, caso particular de media de orden r —cfr. Ec.
6.150:

(Mr f± (f(u); g(u)) : u 2 Ug)r = 1

jUj
X
u2U

(±(f(u); g(u)))r (7.38)

Si ±(x; y) = jx¡ yj, entonces, reconocemos la familia de distancias discretas normalizadas de Minkowski
(5.33), para 1 · p <1, con d1(f; g) = limp!1 dp(f; g) = supfjf(u)¡ g(u)j : u 2 Ug.

Si U es in…nito numerable, estaríamos necesariamente en el espacio de las series sumables de potencia r, y
si r!1, entonces Mrfg = supfg.

Si el dominio es continuo

Como vimos en §6.18.1, puede extenderse la noción de '-media al caso continuo —cfr. Ecs. 6.151-6.153—.
Varios ejemplos son los siguientes.

Si U = [a; b] y f y g son continuas en U , entonces «sumando» todas las disimilitudes locales, extendemos
la familia de Minkowski (5.33) a:

(dp(f; g))
p =

Z b

a

jf(x)¡ g(x)jp dx (7.39)

donde la distancia continua del valor absoluto (p = 1), representa el área total entre las curvas.

Si f y g son discontinuas con saltos …nitos, en un conjunto …nito o numerable de puntos y fxig es la colección
numerable de todos los puntos de discontinuidad de f y g, entonces la de…nición cambia a:

(dp(f; g))
p =

X
i

µZ xi+1

xi

jf(x)¡ g(x)jp dx
¶

(7.40)

1 Nótese que empleamos la misma disimilitud local ±, aunque pudiera bien pensarse en utilizar distintas para cada punto o
subconjunto de puntos de U . Un motivo para ello puede ser que sean o representen unidades de distinta naturaleza, lo
cual podría conllevar además que la naturaleza de los dispositivos medidores (las representaciones físicas de f y g) también fuese
diferente. Una causa que podría forzar la utilización de una distancia determinada en referencia a un determinado elemento del
dominio podría ser una estimación a priori del error de la medida que fuese creciente: a mayor valor de la medida (f o g) mayor
error. En este caso, cuanto menor sea el número de operaciones involucradas en el cálculo de ±, mejor. Por ejemplo, entre todas
las distancias de la familia de Minkowski —cfr. Ec. 5.33—, la distancia de Hamming, d1, sería la más adecuada.

2 En palabras de Javier Fernández Aguado [36] (p. 29): «Algunos desencantados a…rman que un optimista no es sino un
pesimista mal informado.»
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suponiendo la convergencia de la serie en el caso in…nito.

Si f y g son funciones de tipo escalera, por ejemplo distribuciones discretas o discretizadas, entonces la
diferencia f(x)¡ g(x) es constante en cada intervalo [xi; xi+1). Si notamos los valores de estas constantes por
di, entonces:

(dp(f; g))
p =

X
i

(xi+1 ¡ xi) dpi (7.41)

7.2.3 Todo puede quedar entre subconjuntos borrosos

Las medidas anteriores pueden ser consideradas para conjuntos borrosos, siendo f y g funciones de pertenencia
de conjuntos borrosos.

Bajo un punto de vista «más borroso», podemos recordar las propuestas por Dubois y Prade [437]:

² la medida de coincidencia (matching):

M(A;B) = sup
u2U

minfA(u); B(u)g (7.42)

² la medida de similitud (similarity):

S(A;B) =

R
u2U minfA(u); B(u)gduR
u2U maxfA(u); B(u)gdu

(7.43)

la cual no es más que la extensión borrosa del coe…ciente de similaridad de Jaccard-Tanimoto —cfr.
Ec. 10.34 y las Ecs. 10.10, 10.20, para su interpretación conjuntista:

S(A;B) =
jA \Bj
jA [Bj (7.44)

utilizando la t-norma mínimo y la t-conorma máximo como intersección borrosa y como unión borrosa,
respectivamente.

De manera más general, podemos proponer —inspirados en los trabajos de Ayumi Yoshikawa [787] y junto
a Takeshi Nishimura [794]— asignaciones básicas de similitud de…nidas a partir de una t-norma T —cfr. Tabla
4.3— y una composición con un operador de eliminación de borrosidad —cfr. §4.7.3—. Por ejemplo:

² la composición sup-T (es decir, la composición con el operador altura):

D(A;B) = sup
u2U

T (A(u); B(u)) (7.45)

² la composición con el operador cardinalidad escalar —cfr. Def. 15:

D(A;B) =

Z
u2U

T (A(u); B(u))du (7.46)

² la composición con el operador razón de cardinalidad jCj=jA _Bj:

D(A;B) =

R
u2U T (A(u); B(u))duR

u2U maxfA(u); B(u)gdu
(7.47)

En la misma línea de pensamiento, podemos proponer asignaciones básicas de disimilitud de…nidas a partir
de una t-conorma y una composición con un operador de eliminación de borrosidad.

Más especí…cos son, por ejemplo, los siguientes índices, que también proponen Yoshikawa y Nishimura:

² el índice de posición (1 menos la distancia entre los centros de gravedad):

P (A;B) = 1¡
¯̄̄̄
¯
R
u2U u ¢A(u)du

jAj ¡
R
u2U u ¢B(u)du

jBj

¯̄̄̄
¯ (7.48)

² el índice de forma (shape), calculado como la medida de similitud de Dubois y Prade [437], entre los
trasladados a un centro de gravedad común.

Más ejemplos y referencias, se pueden encontrar en el artículo de Dubois y Prade [783].
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7.2.4 Propuesta de medida de disimilitud vertical entre subconjuntos borrosos

Podríamos decir que las disimilitudes entre funciones comentadas en la secciones anteriores son disimilitudes
«verticales», pues sus de…niciones se basan en una agregación de disimilitudes locales «verticales». Siempre
que trabajemos con un ®-percentilado vertical, supondremos que el universo de discurso U es en realidad un
retículo normado denso (U ;¹). Por ¯-percentilado entenderemos un ®-percentilado vertical.

De…nición 131 Sean U un universo de discurso no vacío y consideremos la estructura de retículo normado
denso (U ;¹). Sea A 2 F(U). De…nimos la ¯-sección vertical de A por —cfr. Fig. 7.2:

a(¯)A = f® 2 [0; 1] : ® · A(a(¯))g (7.49)

si ¯ 2 (0; 1), y en los casos ¯ = 0 y ¯ = 1, como los siguientes límites, caso de que existan:
A(a(0)) = lim

¯!0
A(a(¯))

= lim
u#
A(u)

y:

A(a(1)) = lim
¯!1

A(a(¯))

= lim
u"
A(u)

Figura 7.2: Idea grá…ca de la aproximación vertical.
—Fuente: Elaboración propia.

Dados dos conjuntos borrosos A y B, con soportes respectivos SA y SB, podremos medir la disimilitud local
asociada a los ¯-percentiles a(¯) 2 SA y b(¯) 2 SB , para cualquier ¯ 2 [0; 1], calculando la disimilitud entre las
¯-secciones verticales correspondientes, mediante:

dV
¯ (A;B) = ±

¡
a(¯)A; b(¯)B

¢
= ±

¡
[0; A(a(¯))]; [0; B(b(¯))]

¢
(7.50)

donde ± es una medida de disimilitud entre intervalos.

Observación 132 Las secciones verticales de las funciones de pertenencia de un conjunto borroso ordinario
son siempre intervalos de la forma [0; x], con x 2 [0; 1].

De…nición 133 Sean U un universo de discurso no vacío y consideremos la estructura de retículo normado
denso (U ;¹). Sea A un subconjunto borroso no acotado de U . De…nimos el truncamiento de A, a un nivel
signi…cativo de pertenencia 1 ¡ °, como el subconjunto borroso, que notamos A<°>, precisamente si su
soporte es:

SA<°> = [A
¡1
0 (°); A¡11 (°)] (7.51)

siendo:

A¡10 (°) = minfu 2 U : A(u) = °g (7.52)

A¡11 (°) = maxfu 2 U : A(u) = °g (7.53)

de manera que:

A<°> = A(u)ÂSA<°> (7.54)

siendo ÂSA<°> la función indicadora de SA<°> .
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Observación 134 Tal y como se de…ne, A<°> es acotado.
El truncamiento de un subconjunto borroso acotado a un nivel signi…cativo de pertenencia 1 es el propio con-
junto.

Se tiene la siguiente relación entre los ¯-percentiles de A y de B:8>>>><>>>>:
a(¯) = b(¯) si A y B son no acotados
a(¯) =

²(SA)
²(SA)

b(¯) si A y B son acotados

a(¯) =
²(SA<°>)

²(SB)
b(¯) si A no es acotado aunque B sí

a(¯) =
²(SA)

²(SB<°>)
b(¯) si A es acotado aunque B no

(7.55)

donde ² indica la extensión, es decir:

²(SX) = djj(inf SX ; supSX)

siendo djj la distancia inducida por la norma del universo de discurso —con estructura reticular normada densa
(U ;¹)—, y A<°> y B<°> denotan los conjuntos borrosos «truncados» a un nivel signi…cativo de pertenencia
1¡ °.

De este modo pasamos a de…nir la medida de disimilitud vertical entre conjuntos borrosos.

De…nición 135 Sean A y B conjuntos borrosos. Sean

1. ' : R+0 ! R+0 una función continua y monótona en R
+
0 ;

2. Á una función medible Lebesgue (una medida ponderada normalizada de Lebesgue en ([0; 1];B([0; 1])),
con B([0; 1]) la ¾-álgebra de Borel sobre [0; 1]);

3. dV¯ (A;B) indica una medición de disimilitud entre las secciones verticales a(¯)A y b(¯)B de A y B —cfr.
Ec. (7.50);

4. '
³
dV¯ (A;B)

´
es Á-integrable;

entonces, proponemos como medida de disimilitud vertical entre los conjuntos borrosos A y B, a un nivel
signi…cativo de pertenencia 1¡ °, caso de que la siguiente integral exista, la posible solución DV';Á(A;B) de:

'
¡
DV';Á(A;B)

¢
=

Z 1

°

'
¡
dV¯ (A<°>; B<°>)

¢
dÁ(¯) (7.56)

Observación 136 Consideremos la distancia de Hausdorff dHAUS —cfr. Def. 74— entre dos funciones f
y g, de…nida a partir de las imágenes de D:

dHAUS(f; g) = maxf±(f(D); g(D)); ±(f(D); g(D))g

donde ± viene dada como en la Def. 74.

Si particularizamos al caso que nos ocupa, K = R, podemos considerar el espacio métrico (C(R); dHAUS),
de todos los subconjuntos compactos de R. Cualquier unión no vacía de intervalos compactos es un elemento
particular de tal espacio. Así, puede usarse dHAUS —cfr. Def. 74— en vez de las distancias anteriores, en las
aproximaciones horizontal y vertical. Bertoluzza, Corral y Salas [681] identi…can ciertas desventajas de
su utilización en una aproximación horizontal en problemas de regresión relacionados con números borrosos.

Alternativamente, podemos considerar el espacio métrico (F(R); dHAUS), de todas las funciones acotadas
reales de variable real. Un conjunto borroso ordinario es un elemento de tal espacio. Puede usarse dHAUS para
medir la «diferencia» entre dos conjuntos borrosos.

Observación 137 Tanto las funciones de densidad de probabilidad como las funciones de distribución de proba-
bilidad, sintácticamente, son conjuntos borrosos. Cuando se desea comparar dos densidades de probabilidad
y/o dos distribuciones continuas de probabilidad, se supone que el soporte de ambas es el mismo. Entre
densidades, la comparación puede hacerse utilizando una disimilitud horizontal —cfr. §7.1.3—, mientras que
para distribuciones puede usarse una comparación vertical —cfr. §7.56.
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Observación 138 La disimilitud vertical presenta el problema de que si los soportes de dos conjuntos borrosos
A y B son disjuntos, entonces DV';Á(A;B) = D

V
';Á(A+ k;B+ k

0), donde A+ k y B+ k0 son resultado de hacer
una traslación de soporte sin que en último extremo, éstos se intersequen, o sea, k; k0 2 R son tales que para
todo u 2 U:

(A+ k)(u) = A(u¡ k) (7.57)

(B + k0)(u) = B(u¡ k0) (7.58)

supp(A+ k) \ supp(B + k0) = ? (7.59)

(lo cual, por otra parte, es intuitivo, pues esta aproximación vertical no compara horizontalmente).
Sin embargo, la disimilitud horizontal no presenta este problema. Desde luego si los soportes son los mismos
podremos usar indistintamente la disimilitud horizontal o la vertical. Así haremos, por ejemplo, con los con-
juntos ©-borrosos, utilizando las medidas de disimilitud anteriores. Podemos hacerlo tanto horizontal como
verticalmente, a partir, en ambos casos, de disimilitudes entre intervalos, ®-cortes (®-secciones horizontales) ó
®-secciones verticales. Obsérvese que cualquier aproximación vertical considera únicamente intervalos en [0; 1]
—cfr. §6.4—. Notemos, por último, que para cualquier ® 2 (0; 1], el ®-corte de un subconjunto ©-borroso es un
intervalo de tipo 2, por lo que en cada ®-corte estamos ante un caso particular del Ejemplo 121, de aplicación
del esquema iterativo que propusimos en x6.20.2.

7.3 Ejemplo ilustrativo:
¿qué forma tiene tu mano?

Se trata de reconocer queiremas aislados, o sea, con…guraciones manuales aisladas —cfr.
§A.6.1—. Este reconocimiento se ha hecho en un ambiente híbrido de probabilidad, borrosi-
dad e imprecisión, como preludio a lo que veremos en §15, §16 y §17, sin olvidarnos de §18.
En concreto, en el ejemplo, hemos encontrado una solución a dicha cuestión de reconocimiento,
representándola como un problema métrico entre conjuntos ©-probabilísticos, esto es, conjuntos ©-
borrosos A—he aquí la imprecisión y la borrosidad—, tales que A y A son funciones de probabilidad
—cfr. §7.3.2.

7.3.1 Especi…cación

La funcionalidad de este ejemplo es ilustrar lo expuesto, con otro ejemplo: el reconocimiento de queiremas
aislados —cfr. §A.6.1—. Todo ello en un ambiente híbrido de incertidumbre e imprecisión, como
preludio a lo que veremos en §15, §16 y §17, sin olvidarnos de §18.

Nos proponemos encontrar una solución a dicha cuestión de reconocimiento, representándola como un prob-
lema métrico entre conjuntos ©-probabilísticos, esto es, conjuntos ©-borrosos A—he aquí una hibridación entre
incertidumbre e imprecisión—, tales que A y A son funciones de probabilidad —cfr. §7.3.2.

Figura 7.3: Normalización de los ángulos de ‡exión y aducción.
—Fuente: Adaptado de Sturman [795].

Llamaremos a los valores observados, síntomas, indicios o evidencias. Para hacer más fácil la exposición,
y sin ninguna pérdida de generalidad, suponemos que los únicos sensores son los de ‡exión y que todos los
ángulos se normalizan en [0; 1], donde 1 signi…ca la cualidad «completamente ‡exionado» —cfr. Fig. 7.3—
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(o «completamente extendido», es cuestión de convenir en ello). Cada indicio hace referencia a esta cualidad.
Por tanto, el conjunto de referencia es el conjunto …nito de predicados:

D =
½
s1 ´MPJ(t); s2 ´ IJ(t); s3 ´MPJ(i); s4 ´ PIJ(i); s5 ´MPJ(m);
s6 ´ PIJ(m); s7 ´MPJ(r); s8 ´ PIJ(r); s9 ´MPJ(p); s10 ´ PIJ(p)

¾
(7.60)

donde las constantes son:

t  pulgar (thumb)
i  índice (index )
m  medio (middle)
r  anular (ring)
p  meñique (pinkie)

(7.61)

y las funciones son:

MPJ  Unión Metacarpofalángea (MetacarpoPhalangeal Joint)
IJ  Unión Interfalángea (Interphalangeal Joint)
P  Proximal

(7.62)

De este modo podemos asignar un signi…cado a cada predicado; por ejemplo:

s7 ´ MPJ(r)

´ «el ángulo MPJ del anular está “completamente” ‡exionado»

Por ejemplo, una aproximación algo ingenua, al queirema «i» de la LSE o de la Lengua de Señas Americana
(meñique extendido y el resto completamente ‡exionado) es el conjunto borroso (en notación de Zadeh):

10X
i=1

®i=si (7.63)

donde ®9 y ®10 son aproximadamente 0, siendo los demás aproximadamente 1. Obsérvese que debido a la
con…guración anatómica de la mano humana y a las características propias de «i» para poder ser reconocido,
aunque ‡exionado, es su…ciente que el pulgar esté cerca del índice y que la yema del pulgar esté por debajo de
la línea de los nudillos.

7.3.2 Conjuntos ©-probabilísticos (Expertones)

Sea (;B; P ) un espacio probabilístico y (c;Bc) un espacio de características, o sea, una álgebra de Borel
basada en el intervalo [0; 1]. Un conjunto probabilístico A se de…ne mediante una aplicación (su función de
pertenencia) A : D £ ! c, donde A(x; :) es una aplicación (B;Bc) medible para todo x 2 D —cfr. Féron
[466]; Hirota [464, 796, 797, 465].

La función de pertenencia media de un conjunto probabilístico A se de…ne como —cfr. Pedrycz [449]:

E(A)(x) =

Z


A(x; !)dP (!) (7.64)

Un conjunto ©-probabilístico A se de…ne mediante un par de aplicaciones A;A : D £  ! c, donde
A;A(x; :) son aplicaciones (B;Bc) medibles para todo x 2 D.

Estos conjuntos fueron propuestos y profusamente estudiados por Arnold Kaufmann, quien los denominó
expertones —cfr. Kaufmann [798, 799, 800]; Kaufmann y Gil Aluja [801, 412].

Observación 139 Todo conjunto ©-borroso es un conjunto ©-probabilístico tal que todas las distribuciones de
probabilidad inferior y superior son deltas de Dirac.

Dado un conjunto ©-probabilístico A, podemos promediar sobre , obteniendo sus funciones inferior y
superior de pertenencia media. De…nimos el conjunto esperado (un conjunto ©-borroso) de un conjunto
©-probabilístico A, como:

E(A) =
h
E(A)(s); E(A)(s)

i
=

·Z


A(s; !)dP (!);

Z


A(s; !)dP (!)

¸
(7.65)
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7.3.3 Queiremas como conjuntos ©-borrosos

En general, la articulación de los queiremas de una lengua de señas no es del todo precisa. Los dedos no tienen
que articularse en una posición exacta, sino en un intervalo de posibles posiciones, por ejemplo, al signar «w» en
lengua de señas americana, los dedos índice, medio y anular están extendidos, pero el ángulo entre las posibles
direcciones (viendo los dedos como vectores con origen en los nudillos) no tienen porqué valer exactamente cero:
diferencias de unos 10 a 15 o incluso de 20 grados son frecuentemente interpretadas correctamente como «w».
Es por ello que parezca razonable representar mediante un conjunto ©-borroso esa incertidumbre presente en
la articulación de un queirema.

Supongamos que, en general, tenemos tres conjuntos …nitos Q, S y E, de queiremas, dispositivos sensoriales
y expertos individuos signantes, respectivamente. Si q es un queirema que debe ser aprendido, entonces, para
todo experto e 2 E, q puede considerarse representado por un conjunto de jSj distribuciones de probabilidad:

Dq;e = fPq;e;s : s 2 Sg (7.66)

Una vez articulado q por todos los expertos, se actualiza la representación de q como un superconjunto de
conjuntos de distribuciones de probabilidad:

fDq;e : e 2 Eg (7.67)

Obsérvese que si suponemos un rango …nito para cada dispositivo sensorial (una discretización de [0; 1]), las
distribuciones de probabilidad pertenecientes a Dq;e son discretas.

Obsérvese también que dado un experto e, y un dispositivo sensorial s, disponemos de una función de masa
de probabilidad pe;s. Hemos asignado, heurísticamente, a cada experto e, un nivel de con…anza ®e 2 [0; 1],
de forma que sólo son aceptadas las ®e ¢ 100% articulaciones más probables de q (denominamos ®e-corte de
signi…cación de pe;s, y lo denotamos ®epe;s, al conjunto de todas ellas, dados e y s). Por todo esto, parece
razonable estimar cómo signa un experto determinado e, un queirema determinado q, en otras palabras, el
prototipo de queirema q (signado por e), mediante el conjunto ©-borroso:

q̂e =
X
s2S
[s(e); s(e)]=s (7.68)

donde el rango muestral del dispositivo sensorial s, dado que el experto e ha signado el queirema q, se estima
por el intervalo [s(e); s(e)], con:

s(e) = minfsi : i = 1; : : : ; n(e; q) ^ si 2 ®epe;sg (7.69)

y

s(e) = maxfsi : i = 1; : : : ; n(e; q) ^ si 2 ®epe;sg (7.70)

siendo n(e; q) el número de veces que e ha signado q (el tamaño muestral para e y q). Por ello, dado un
conjunto de expertos E, y una vez articulados todos los queiremas por la totalidad de ellos, tenemos jQj clases
de queiremas, todas ellas con jEj elementos, los anteriores conjuntos ©-borrosos q̂e.

Cada articulación de un queirema realizada por un indivíduo signante (o sea, el patrón de entrada al sistema)
es un conjunto borroso de los valores observados fo(s) : s 2 Sg procedentes de los dispositivos sensoriales,
aunque realmente, debido a los posibles errores presentes en el proceso de medida, estamos sólo seguros de que
los valores verdaderos pertenecen a algún intervalo:

[o(s)¡¢s; o(s) +¢s] (7.71)

donde¢s es una estimación del error asociado a s. Así, cada patrón de entrada puede ser representado mediante
un conjunto ©-borroso. En todo caso, si no se consideran las ¢s, sería un conjunto borroso, un caso particular
de conjunto ©-borroso.

En este punto, tanto los queiremas clasi…cados como el patrón de entrada están representados por conjuntos
©-borrosos. El problema de la clasi…cación de la entrada puede pues ser resuelto por técnicas clásicas como las
de «vecinos más próximos», evaluando las «diferencias» entre la entrada y todos los patrones en cada clase,
para todas las diferentes clases.
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7.3.4 Queiremas como conjuntos ©-probabilísticos

Para cada clase de patrones almacenados (conjuntos ©-borrosos) de…nimos un prototipo mediante un conjunto
©-probabilístico. Dado un queirema q, de…nimos un prototipo como el conjunto ©-probabilístico —cfr. §7.3.2:

q; q : S £! c
siendo:

 = ff[s(e); s(e)] : s 2 Sg : e 2 Eg
c = [0; 1]

Así, hemos modelizado el problema del reconocimiento de un queirema como un problema métrico entre
conjuntos ©-probabilísticos. La familia de divergencias anteriormente de…nidas proporciona una solución acep-
table al problema de comparar la representación prototípica de un queirema (un conjunto ©-probabilístico),
con una signación (un conjunto ©-borroso, caso particular de conjunto ©-probabilístico).

Dados dos conjuntos ©-probabilísticos A y B, podríamos evaluar su diferencia, por ejemplo, calculando:

OjSj
©O2 ¡D(A(s); B(s));D(A(s); B(s))¢ : s 2 Sª (7.72)

donde D es una asignación de disimilitud entre distribuciones de probabilidad y OjSj y O2 son operadores de
agregación de aridades jSj y 2, respectivamente.

Otra posibilidad se basa en la de…nición de conjunto esperado de un conjunto ©-probabilístico —cfr. Ec.
7.65—. Dados dos conjuntos ©-probabilísticos A y B, podríamos plantear la cuestión con respecto a sus
conjuntos ©-borrosos esperados y calcular:

OjSj fD(E(A)(s); E(B)(s)) : s 2 Sg (7.73)

donde D es una asignación de disimilitud entre intervalos de números reales.

7.3.5 Comentario: señas QKQ

La importancia del reconocimiento de queiremas radica en que la gran mayoría de las señas de la LSE responden
al que denominamos patrón QKQ: su reconocimiento es posible a partir de dos queiremas, uno «de salida» y
el otro «de llegada», y un kinema (trayectoria) donde se produce la transformación del primero en el segundo.
Suponiendo un contexto, esto es, un subconjunto controlado de la lengua natural LSE, de signos QKQ, entonces,
cualquier signo (QKQ) es isomorfo a una tríada (queirema, kinema, queirema), y por ende, reconocer cualquier
signo (QKQ) equivale a reconocer una tríada (queirema, kinema, queirema).

Para muchos signos ocurre algo que incrementa la importancia del reconocimiento de queiremas, a saber,
que el queirema «de salida» y el «de llegada», son el mismo —cfr. Fig. 7.4 y siguiente.

Figura 7.4: [MAÑANA] (adverbio).
— Fuente: Rodríguez
[802].

Secuencia de imágenes de la articulación de [NO], una
seña QKQ uniqueirema, con un sólo kinema (arco).
— Fuente: Sébastien Marcel
— ftp://ftp.idiap.ch/pub/marcel/databases/handpostures/dhp_marcel.tar.gz
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Figura 7.5: Sistema tridimensional de coorde-
nadas espaciales.
— Fuente: Winter [803].

Articulación de [HOLA]

Otro ejemplo de signo QKQ es [HOLA]: queirema: M, toponema: frente, queirotropema: palma hacia el cuerpo,
kinema: rectilíneo o ligeramente en arco, kineprosema: hacia el cuerpo. Si en el lenguaje controlado donde
queremos ejecutar nuestro proceso de reconocimiento, con el queirema M y un kinema rectilíneo o ligeramente
en arco no hay ningún otro signo que comparta queirema y kinema con [HOLA], entonces este último queda
identi…cado por ellos.

Por curiosidad, …jémonos en el desarrollo de la articulación de [HOLA], desde un punto de vista físico.
Imaginemos el comienzo de su articulación. Este signo, idealmente, se realiza en el plano sagital medio (XY)
—cfr. Fig. 7.5.

La cinemática completa de cualquier segmento requiere 15 variables dinámicas, a saber, la posición (x; y; z)
del centro de masas del segmento, la velocidad lineal ( _x; _y; _z) del centro de masas del segmento, la aceleración
lineal (Äx; Äy; Äz) del centro de masas del segmento, los ángulos del segmento respecto de dos planos: µxy, µyz, la
velocidad angular del segmento en dos planos: !xy, !yz, y la aceleración angular del segmento en dos planos:
®xy, ®yz.

Supongamos que para un intervalo de tiempo hemos obtenido los datos: _x = ¡0:837 m/s, _y = 0:139 m/s,
Äx = ¡8:3 m/s2, Äy = 4:56 m/s2, !xy = 2:02 rad/s, y ®xy = 12:36 rad/s2. La interpretación es sencilla y acorde
con el inicio de la articulación de [HOLA]: la componente x de la velocidad del centro de masas de la mano
indica que éste se mueve hacia el cuerpo ( _x = ¡0:837 m/s), mientras que la componente y indica un ligero
movimiento hacia arriba ( _y = 0:139 m/s). Los valores de las componentes de la aceleración lineal indican que
hay una aceleración hacia el cuerpo (Äx = ¡8:3 m/s2) y hacia arriba (Äy = 4:56 m/s2). El valor !xy = 2:02 rad/s
indica que la palma (en realidad el eje OX, el eje de…nido por el sistema muñeca-dedo medio) está girando hacia
el cuerpo, y al ser ®xy = 12:36 rad/s2 indica una aceleración relativamente grande en sentido contrario a las
agujas del reloj.

Nuestras metas

indicios evidencia acumulada diagnósticosuficiente

insuficiente

Este esquema ha de tenerse siempre presente en cualquier proceso de diagnóstico o evaluación. El sistema
en el que pensamos es bayesiano. Sea S un conjunto de sensores. Representamos la articulación de un queirema
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por un individuo signante u mediante un conjunto de síntomas (indicios, evidencias), relativos al sensor s y al
usuario u:

o(s; u) = fo(s; u) : s 2 Sg (7.74)

El nuestro es un modelo de evidencia múltiple e=o(s; u), estructurado sobre un conjunto …nitoH de hipótesis
exhaustivas y mutuamente excluyentes, que no es otro que el conjunto de posibles queiremas Q. El mecanismo
bayesiano consiste en, una vez observada la evidencia múltiple nítida o(s; u), estimar el queirema que el individuo
u ha signado, como el máximo a posteriori (MAP):

bq = argmax
q2Q

fp(qjo(s; u))g (7.75)

con:

p(qjo(s; u)) = p(q)p(o(s; u)jq)=p(o(s; u)) (7.76)

suponiendo conocidas las probabilidades a priori de los queiremas p(q). Para la estimación de estas probabili-
dades a priori, primero seleccionamos un corpus lingüístico de la LSE y contamos las apariciones de los diferentes
signos del corpus elegido de la LSE. Estos hallazgos implican obviamente el conocimiento frecuentista de las
probabilidades de cualquier queirema particular de los que forman parte de las articulaciones o realizaciones de
los signos del corpus.

El cálculo de las verosimilitudes supone un proceso de entrenamiento. Dos son las metas que tenemos en
mente:

² un número reducido de queiremas entrenadores, y

² que los queiremas entrenadores sean independientes de la lengua de signos.

Esto último permitirá extender de inmediato el sistema a otras lenguas de signos. Para conseguirlo debemos
basar las con…guraciones manuales entrenadoras en algo externo a la LSE, a la vez que signi…cativo.

Nuestra idea es que se basen en las habilidades motoras del usuario, esenciales para la realización de
los queiremas y la articulación de los signos de cualquier lengua de signos, y no en queiremas propios de una
lengua de signos determinada3.

Un ejemplo es el conjunto de con…guraciones manuales correspondiente a la propuesta de evaluación de
habilidades motoras genéricas de Dennis, Reichle, Williams y Vogelsberg [805] —cfr. Fig. 7.6.

Una vez que hemos resuelto el problema de categorización, hallando un número determinado de clases
prototipo de usuarios (c.p.u.), entonces, cuando el sistema se enfrenta a un nuevo usuario, y una vez que
éste articule los queiremas evaluadores, el sistema podrá clasi…car al usuario como perteneciente a una de las
c.p.u. (o creará una nueva), disponiendo así de las verosimilitudes asociadas.

Como hipótesis de trabajo, también suponemos que la desviación de la media en la articulación de un mismo
signo es menor si se trata de un experto que si no —el experto «ideal» (no real) siempre articularía exactamente
igual un mismo signo.

Manos que «hablan» y ojos que «escuchan»

El problema real que deseamos abordar no es el reconocimiento de queiremas aislados, sino el reconocimiento
de un discurso.

Por «segmentar» una seña entendemos el hecho de detectar los instantes de tiempo inicial y …nal de su
articulación. En este proceso de segmentación interviene una jerarquía de agentes computacionales. Desde el
grupo de recogida de síntomas (indicios, evidencias) —que bien podrían ser valores angulares, si utilizásemos un
guante de datos—, meros agentes recolectores de la secuencia cronológica de síntomas —quizás, preprocesados—
, hasta los agentes encargados de reconocer especí…camente cada componente articulatoria del signo.

3En referencia a tales habilidades motoras, conocemos el estudio de Boyes-Braem [804], sobre la estructura formal de las
primeras palabras en lengua de signos. Propuso un modelo teórico evolutivo sobre el desarrollo de las con…guraciones manuales en
la Lengua de Signos Americana (LSA) basado en el desarrollo motor de las manos. Su modelo propone varios estadios en el
desarrollo de las con…guraciones que siguen la evolución de las propiedades ‡exoras y extensoras de los músculos de la mano. Según
el autor, las primeras palabras (primer estadio) se caracterizan por el predominio de las con…guraciones basadas en la ‡exión total
de la mano (puño cerrado, con…guraciones A y S, según Stokoe); la extensión de toda la mano (mano abierta, con…guraciones 5
y C de Stokoe) y la ‡exión y extensión de los dedos pulgar e índice (con…guraciones L, bO y G de Stokoe). Las previsiones de
su modelo son contrastadas con un pequeño estudio empírico.
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Figura 7.6: Articulación de queiremas evaluadores de
ciertas habilidades motoras: 1) presión de
garra; 2) presión de carpo; 3) aducción del
pulgar; 4) posición media del antebrazo; 5)
abducción del pulgar; 6) movimiento de la
muñeca; 7) presión de oposición; 8) pren-
sión lateral aislada del pulgar; 9) prensión
de soltar; 10) inversión completa; 11) de-
dos cruzados; 12) aislamiento del meñique.
— Fuente: Dennis, Reichle, Williams y
Vogelsberg [805].

Imaginemos que nuestros síntomas son valores angulares. Detectar movimientos signi…ca reconocer cambios
de coordenadas en el tiempo. Dado un punto de observación (por ejemplo, la punta de un dedo) de coordenadas
P = (x; y; z), rápidamente detectamos si está en movimiento o no; sólo hay que observar si se produce un cambio
de coordenadas4, esto es, si es no nulo el vector ¢P = (¢x;¢y;¢z) = P (ti) ¡ P (ti+1), donde ti and ti+1
representan dos instantes consecutivos de tiempo (si la frecuencia de muestreo sensorial es constante, entonces
¢P = P (t)¡ P (t+¢t)).

Por ejemplo, podríamos detectar los tres kinemas dactílicos simples a partir de las siguientes variaciones
angulares:

¢\dart ´ \dart(ti +¢t)¡\dart(ti) (7.81)

¢_dart ´ _dart(ti +¢t)¡_dart(ti) (7.82)

¢_CMC ´ ¢ _CMC (ti +¢t)¡¢ _CMC (ti) (7.83)

La identi…cación de los tipos de movimiento de la mano, considerada en su totalidad, es tan sencilla (o
tan compleja) como el reconocimiento de una trayectoria determinada en el espacio. Dicha trayectoria podría
aproximarse por una poligonal, muestreando con una frecuencia (según recomiendan estudios de terceros) no

4 Supongamos determinadas las longitudes de las falanges, d(MF; IFP ), d(IFP; IFD) y d(IFD;Punta), lo cual no es sencillo.
Observemos la Fig. 7.7. Sea X el eje determinado por el dedo medio; Y , el eje que sale hacia el dorso de la mano; Z, hacia
abajo. Los ejes X y Z, determinan el plano en el que se produce el movimiento caracterizado por los ángulos correspondientes
a las articulaciones IFP e IFD, de cada dedo trifalángico. Las coordenadas de la punta de un dedo trifalángico (para el
dedo pulgar es similar, sobrando los sumandos correspondientes a d(IFP; IFD)), quedan determinadas por:

Px = IFDx + d(MF; IFP )cos\FP + d(IFP; IFD)cos\FM + d(IFD; Punta)cos\FD (7.77)

Pz = IFDz + d(MF; IFP )sen\FP + d(IFP; IFD)sen\FM + d(IFD;Punta)sen\FD (7.78)

Py = IFDy + (sen _A)d
q
P2x + P

2
z (7.79)

No obstante ha de observarse lo siguiente.

² La medida del ángulo FD no suele ser proporcionada por algunos guantes de datos, si bien existen estimaciones en la
literatura —cfr. v. gr. Dorner [806]; Lee y Kunii [807, 808]. Por ejemplo, según Lee y Kunii [807, 808]:

FD =
2

3
FM (7.80)

² En presencia de errores de calibración en los sensores de ‡exión y aducción y en la medición de las longitudes de las falanges,
la posición medida di…ere de la real de una forma considerable —cfr. Burdea y Coiffet [809].
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Figura 7.7: Posición de las puntas de los dedos a partir de la infor-
mación angular.
— Fuente: Soriano, González, González y López
[810]. Los dibujos proceden de Sturman [795].

mayor de 10 tomas por segundo. Aparte de otras que, indudablemente, habría que estudiar, si nos basamos en
el trabajo previo de varios autores, la característica más discriminante —cfr. v. gr. Sturman [795]—, es el
producto vectorial relativo a cada par de vectores consecutivos —cfr. Fig. 7.8.

¢\(t)
¢t

;
¢vel\ (t)

¢t
;
¢acel\ (t)

¢t
; ... (7.100)

son monótonas decrecientes y que cuanto más pequeño sea ¢t, más rápidamente convergen a cero.
Debido a ello y al teorema de Taylor, podríamos estimar la posición ¢~®(t + ¢t) y el ángulo \(t + ¢t) en función de los ya

conocidos ¢~®t y \(t). Por ejemplo, para \(t) (y p = 3):

\̂p(t+¢t) = \(t) + vel\ (t)¢t+
1

2
acel\ (t) (¢t)

2 +
1

6

µ
¢acel\ (ct)

¢t

¶
(¢t)3 (7.101)

con c 2 (t; t+¢t). Si ¢t = 1, \̂p(t+ 1) puede ser un buen estimador de \(t+ 1):

\̂p(t+ 1) = \(t) +
5

2
vel\ (t)¡ 1

2
vel\ (t¡ 1) (7.102)

o lo que es lo mismo:

\̂p(t+ 1) =
5

2
\(t)¡ 2\(t¡ 1) + 1

2
\(t¡ 2) (7.103)

Podríamos estimar el error de esta aproximación por Taylor (según el resto de Lagrange); si ¢t = 1, y teniendo en cuenta que
¢acel\ (ct) ' ¢acel\ (t), obtenemos:

Error
³
\̂p(t+ 1)

´
' j\(t)¡ 3\(t¡ 1) + 3\(t¡ 2)¡ \(t¡ 3)j

6
(7.104)

Esta predicción resulta de utilidad, aun en el caso de un dispositivo de adquisición que proporcione directamente los ángulos
\(t), como un guante de datos, pues, a partir de ella, se puede eliminar ruido, y con…rmar o recti…car lo obtenido hasta ese
momento, es decir puede realizarse un reajuste de datos en base a esas predicciones.

Si el dispositivo de adquisición es una cámara, este tipo de predicciones podría ayudar a resolver estimaciones en caso de oclusión.
(¤) En R3, se de…ne un camino como cualquier aplicación continua ® : [0; a] ! R3, donde a ¸ 0 es el instante de parada en

el que cesa el movimiento. A ®(0) y ®(a) se les denomina origen (punto inicial) y destino (punto …nal) del camino ®. Se llama
camino recto segmentado a cualquier poligonal (alabeada o no) en R3. En [0; a] puede destacarse un conjunto …nito de puntos
ft1; : : : ; tng. La notación ®i = ® (ti) es habitual.
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queirotropo

posibles kinemas

queirotropo

u

Figura 7.9: Un signo QKQ. El eje de ordenadas repre-
senta el rango de S; el de abcisas es un eje
de tiempo.
— Fuente: Elaboración propia.

Figura 7.8: La característica más discriminante de los
signos en movimiento, según varios estu-
dios: el producto vectorial relativo a cada
par de vectores consecutivos.
— Fuente: Sturman [795].

En todo caso, la metodología consiste en que ciertos agentes segmentadores evaluen un conjunto de acti-
vadores o indicadores de movimiento, cuya importancia relativa puede ponderarse según determinados factores
de relevancia. La agregación S de las valoraciones de estos activadores, se compara con un valor umbral u, de
presencia de movimiento. Si S < u, se estima que no hay movimiento —cfr. Fig. 7.9—. El conocimiento de las
velocidades y aceleraciones también ayudará a segmentar los queiremas de inicio y …nal, de hecho, seguramente
deberán formar parte del conjunto de indicadores de movimiento5.

5Velocidades y aceleraciones.- En el proceso de reconocimiento de algunos de los diferentes atributos del movimiento,
podrían utilizarse velocidades y aceleraciones lineales de los vectores ~ai, que calcularíamos de la forma siguiente. La velocidad :

~vi =
~ai

¢ti
(7.84)

=
~ai

ti ¡ ti¡1
(7.85)

la velocidad lineal :

vi = k~vik (7.86)

y la aceleración :

~Ai =
~vi

¢ti
(7.87)

o bien, con las correspondientes a los vértices de un camino(¤) ®:

~vi =
~®i+1 ¡ ~®i¡1
¢ti+¢ti+1

(7.88)

=
~®i+1 ¡ ~®i¡1

2¢t
(7.89)

~Ai =
~vi+1 ¡ ~vi¡1
¢ti+¢ti+1

(7.90)

=
~vi+1 ¡ ~vi¡1

2¢t
(7.91)
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De este modo segmentamos un queirotropo = queirema + queirotropema + toponema. y por tanto de
conseguir su segmentación. En la zona donde se ha detectado movimiento es donde habrá de reconocerse el
kinema.

Cualquiera de los agentes segmentadores anteriores, al descubrir un instante de tiempo, donde se ha produci-
do un cambio signi…cativo, «avisa» al agente registrador, el cuál se encarga de registrar, toda la información
proporcionada y actualizada por todos los agentes segmentadores, desde el último registro, hasta ese preciso
momento.

Existe un grupo uni…cador, encargado de realizar, siempre que sea posible, la uni…cación de ciertos compo-
nentes de registros consecutivas. Por ejemplo, imaginemos una secuencia de 10 registros, donde la información
del agente inspector de movimiento ha sido la que muestra la Fig. 7.10.

ti jt

Figura 7.10: Ejemplo de información proporcionada por
un agente inspector de movimiento, y pos-
terior actuación de un agente uni…cador.
— Fuente: Elaboración propia.

El agente reconocedor de kinemas es el encargado de identi…car en este caso, que, en conjunto, se ha realizado
un kinema de tipo zig-zag. También forma parte de su labor, la interpretación de ciertos caminos poligonales,
por ejemplo, [ti; tj ], como líneas rectas (debido, por ejemplo, a que las pendientes consecutivas no presentan
diferencias superiores a un umbral pre…jado) —cfr. Fig. 7.10.

Pero no sólo se trata de kinemas. En general, cualquier información aportada por cualquier agente de los

Observemos que en el cálculo de la aceleración en el punto ~®i intervienen cinco puntos, desde ~®i¡2 hasta ~®i+2. Esto aumenta el
intervalo de proceso en la tarea de reconocimiento. Podríamos reducir este número a tres, utilizando dos puntos auxiliares, ~®i¡1=2
y ~®i+1=2, de modo que:

~vi¡1=2 =
~®i ¡ ~®i¡1
¢ti

(7.92)

~vi+1=2 =
~®i+1 ¡ ~®i
¢ti+1

(7.93)

y, por tanto, suponiendo constante el intervalo de muestreo, ¢ti = ¢ti+1 = ¢t:

~Ai =
~®i+1 ¡ 2~®i + ~®i¡1

(¢t)2
(7.94)

En un movimiento genérico de rotación en torno a un eje, se de…ne la velocidad angular (media) como el cociente entre la
variación del ángulo y la variación de tiempo, esto es:

vel\ (t) =
¢\(t)
¢t

(7.95)

donde ¢\(t) = \(t)¡ \(t¡¢t), y por tanto, si ¢t = 1 (frecuencia de muestreo constante):

vel\ (t) = \(t)¡ \(t¡ 1) (7.96)

La aceleración angular (media) se de…ne como:

acel\ (t) =
¢vel\ (t)

¢t
(7.97)

así, si ¢t = 1:

acel\ (t) = vel\ (t)¡ vel\ (t¡ 1) (7.98)

Frank G. Hofmann y Günter Hommel [811] proponen el uso de sensores de aceleración que proporcionen directamente las
mediciones relativas a ésta.
Predicción de la posición y de la separación angular.- Parece razonable suponer que si ¢t es pequeño, los posibles

cambios en las velocidades y aceleraciones sean prácticamente despreciables. De hecho, lo que parece razonable es suponer que las
sucesiones:

¢~®(t)

¢t
;
¢~v(t)

¢t
;
¢ ~A(t)

¢t
; ... (7.99)
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grupos anteriores, en un registro, puede ser similar a la del registro siguiente, o tener un atisbo de continuidad.
Por ello, a cada agente de los grupos anteriores le corresponde «su» agente uni…cador.

¤ ¤ ¤

En este marco relativo al movimiento, también trabajaremos con conjuntos de usuarios que articulen de
manera similar un mismo kinema o signo. Como patrones entrenadores, y a la espera de mejoras futuras,
podríamos elegir signos o kinemas que se correspondan a la clasi…cación de Dennis, Reichle, Williams y
Vogelsberg [805], de habilidades motoras referentes al movimiento:

² movimiento de una sola mano

² movimiento simétrico de dos manos

² movimiento de una sola mano que cruza la línea central (p.ej., limpiar la mesa con un trapo);

² uso de dos manos: una que descansa y una que se mueve ();

² dos manos en movimiento (más o menos libre);

² las dos manos cruzan la línea central.

¤ ¤ ¤

Ahondar más en todo esto sobrepasa los …nes de la presente Tesis. Insistamos en que nuestra meta, a
corto-medio plazo es reconocer un discurso articulado en la lengua controlada LSEQKQ, es decir, un discurso
donde sólo intervengan signos QKQ de la LSE. Nuestra meta …nal es clara: reconocer en tiempo real un discurso
articulado en la LSE. Pero esta es una meta a largo plazo.

Dejamos para otros el problema —que puede ser abordado de manera independiente— de la traducción
entre la LSE y el español hablado.

Quizás sólo resta decir que la representación más natural de los queiremas es con palabras. Por ejemplo,
Recordando el ejemplo del queirema que represente dactilológicamente la letra [I], podemos describirlo como el
subconjunto borroso de tipo 2:

°exionado=s1 + : : :+ °exionado=s8 + extendido=s9 + extendido=s10

En la Fig. 7.11 puede apreciarse la diferencia entre tres descripciones posibles: nítida, borrosa y borrosa de
tipo 2, usando como referentes los dedos, en vez de las uniones interfalángicas. El ejemplo que muestra dicha
…gura es la letra [C], donde 1 signi…ca la cualidad «completamente extendido» y el conjunto de términos es:
L = f‡exionado (F), algo ‡exionado (AF), ni ‡exionado ni extendido (NFE), algo extendido (AE), extendido (E)g.

Pulgar Índice Medio Anular Meñique 
F

E

Pulgar Índice Medio Anular Meñique 
F

E

Pulgar Índice Medio Anular Meñique 

FF FAE AE 

Figura 7.11: Tres descripciones de la con…guración dac-
tilológica que representa la letra [C]. En or-
den descendente son: descripción nítida,
descripción borrosa y descripción borrosa
de tipo 2.
— Fuente: Elaboración propia.
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Este tipo de representación hace que dirijamos nuestras miradas y pensamientos a los Capítulos 15, 16, 17
y 18. Uno de nuestros mayores problemas es la generación de las probabilidades a priori de los queiremas,
debido a que han de deducirse de un gran corpus de la LSEQKQ. En ello estamos y deseamos reiterar nuestro
agradecimiento a María del CarmenMartínez Picón—pedagoga terapéutica, intérprete de la lengua de señas
española (LSE), y conocedora de la lengua de señas marroquí—, por su disposición para emprender el camino
de las transcripciones necesarias para las futuras simulaciones y experiencias, así como por sus enseñanzas sobre
los sistemas alternativos y aumentativos de comunicación (AAC).

7.4 Estudio ilustrativo:
comparación de imágenes digitales

En esta sección, consideramos la posibilidad de comparar «…guras» planas mediante la agre-
gación de la distancia entre sus centroides y de la distancia entre sus fronteras, tanto si estas últimas
son conexas —cfr. §7.4.4—, como si no lo son —cfr. §7.4.5.

7.4.1 Motivación y presentación

El análisis de intervalos en los apartados anteriores, nos sugiere la siguiente cuestión: ¿Por qué no comparamos
«…guras» planas mediante la agregación de la distancia entre sus centroides (que indicaría el efecto de una
traslación) y de la distancia entre sus fronteras (que indicaría el efecto de una homotecia)?

D(F1; F2) = Aggrfd(CMF1 ; CMF2);D(±A; ±B)g (7.105)

Dada una función acotada f(x; y), el momento general de orden p; q 2 N [ f1g, está de…nido según:

mp;q =

Z +1

¡1

Z +1

¡1
xpyqf(x; y)dxdy (7.106)

Para toda función acotada f(x; y), existe un único conjunto de momentos generales y viceversa. Es decir,
la función queda identi…cada por su conjunto de momentos asociados. Esto signi…ca que puede reconstruirse la
función, a partir de tal conjunto.

Las imágenes digitales planas son conjuntos cerrados. Queremos decir, que cualquier imagen digital se
identi…ca topológicamente con su adherencia (su interior unión su frontera). El formalismo habitual sugiere
representar una imagen digital plana de grises mediante una matriz de intensidades o factores de luminosidad
I(x; y), con x; y 2 [0; N ¡ 1] \N. Evidentemente, I(x; y) es una función acotada.

Debido a la …nitud de I(x; y), se habla de los momentos generales discretos de la función I(x; y), que
son, para todo p; q 2 N [ f1g:

mp;q =
N¡1X
x=0

N¡1X
y=0

xpyqI(x; y) (7.107)

La función I(x; y) puede ser la que es, o bien puede ser rede…nida como la función característica de la
frontera, o del objeto (la unión de su interior con su frontera). Nosotros preferimos trabajar con la función
I(x; y) original. Es necesario observar, por otro lado, que los momentos generales basados en la unión de su
contorno y su interior son más robustos que los que únicamente se basan en su contorno —cfr. Maravall
[812].

En los problemas de reconocimiento de formas se usan los momentos como componentes del vector de
características de la imagen. En realidad, no se usan los mp;q anteriores, sino otros que se construyen a
partir de ellos, y que son momentos invariantes respecto a traslaciones, giros y homotecias (contracciones y
dilataciones). Obviamente, el mayor problema de esta metodología es encontrar el número (…nito) de momentos
necesarios para reconstruir aceptablemente la imagen I(x; y). En general, cuanto más irregular sea el contorno
de una imagen, más momentos serán necesarios para su reconstrucción —cfr. Fig. 7.12.

El método que presentamos en esta sección, evita este problema. Independientemente de lo irregular que
sea una …gura, los únicos momentos que usamos son los relacionados con las de…niciones del centro de gravedad
—cfr. Ec. 7.110— y del eje de mínima inercia —cfr. Ec. 7.114ss—, es decir, sólo usamos el conjunto de
momentos —cfr. Ecs. 7.110, 7.122, y 7.112:

fm0;0;m0;1;m1;0g (7.108)
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Contorno
regular

Pocos
momentos

Contorno
irregular

Muchos
momentos

Figura 7.12: Relación entre la irregularidad del contorno y el número de momentos
generales necesarios para la reconstrucción de la imagen.
—Fuente: Elaboración propia.

o a lo sumo, el conjunto «práctico» (en términos de complejidad computacional) —cfr. Ecs. 7.110, 7.122, y
7.113:

fm0;0;m0;1;m1;0;m1;1;m0;2;m2;0g (7.109)

7.4.2 Centro de gravedad y dirección de mínima inercia

El centro de gravedad, o de masas, de una imagen, es un punto único de referencia de una imagen I(x; y):

(x; y) =

µ
m1;0

m0;0
;
m0;1

m0;0

¶
(7.110)

=

ÃPN¡1
x=0

PN¡1
y=0 xI(x; y)PN¡1

x=0

PN¡1
y=0 I(x; y)

;

PN¡1
x=0

PN¡1
y=0 yI(x; y)PN¡1

x=0

PN¡1
y=0 I(x; y)

!
(7.111)

Los momentos mp;q se pueden transformar en unos momentos invariantes a traslaciones, los conocidos como
momentos centrales. Para ello, sólo hay que rede…nirlos en base al centro de gravedad:

¹p;q =
N¡1X
x=0

N¡1X
y=0

(x¡ x)p(y ¡ y)qI(x; y) (7.112)

=

pX
r=0

qX
s=0

µ
p

r

¶µ
q

s

¶
(¡x)r(¡y)smp¡r;q¡s (7.113)

Igual que el centro de gravedad es un punto único de referencia de una imagen, podemos plantearnos la
búsqueda de una dirección única de referencia de una imagen: su eje de mínima inercia. Sea (®; ¯) un punto
genérico de una recta que forma un ángulo µ con el eje X:

(y ¡ ¯) = sen µ

cos µ
(x¡ ®) (7.114)

El momento de inercia de una …gura plana I(x; y), respecto a la recta anterior es:

Mi(x; y; µ) =
N¡1X
x=0

N¡1X
y=0

((x¡ ®) sen µ ¡ (y ¡ ¯) cos µ)2 I(x; y) (7.115)

La condición de mínimo para el momento de inercia Mi, respecto a la posición es:µ
@Mi

@x
(x; y; µ);

@Mi

@y
(x; y; µ)

¶
= (0; 0) (7.116)

o sea, si

(x¡ ®) sen µ ¡ (y ¡ ¯) cos µ = 0 (7.117)

lo que se resume en que:

(x; y) = (®;¯) (7.118)
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Es decir, el eje de mínima inercia pasa por el centro de gravedad de la imagen.

La mínima inercia en (x; y) se consigue para un ángulo µ tal que:

@Mi

@µ
(x; y; µ) = 0 (7.119)

o lo que es lo mismo, tal que:

tan2 µ +
¡
¹2;0 ¡ ¹0;2

¢ tan µ
¹1;1

+ 1 = 0 (7.120)

y como

tan 2µ =
2 tan µ

1¡ tan2 µ (7.121)

entonces, el ángulo µ determinante de la dirección de mínima inercia es:

µ =
1

2
arctan

2¹1;1
¹2;0 ¡ ¹0;2

(7.122)

7.4.3 Cápsulas convexas

Ante la complejidad que puede suponer trabajar directamente con una representación puntual (independien-
temente de la métrica elegida), se podría trabajar —y es usual hacerlo, por ejemplo, al abordar problemas de
plani…cación de trayectorias en Robótica, diseño de circuitos electrónicos, plani…cación de ensamblado, o en el
campo de la animación por computador— con unas primeras aproximaciones poliédricas externas (cápsulas), e
incluso con una jerarquía de aproximaciones, de tal manera que una solución a la posible indecisión transitoria
sería re…nar esta aproximación, ascendiendo en la jerarquía. Lo único que suele exigirse es la convexidad de las
cápsulas.

Las cápsulas más utilizadas —cfr. Fig. 7.13— (aunque en otros campos de estudio) son, la envolvente
convexa, rectángulo (paralelótopo), rectángulo ortogonal (paralelótopo ortogonal) —caja envolvente (bounding
box), en Rn, un paralelótopo, cuyas aristas son paralelas al sistema de referencia—, rectángulo hemiesférico
(de extremos semicirculares) (paralelótopo hemiesférico), cilindro hemiesférico, circunferencia (esfera) y elipse
(elipsoide).

7.4.4 Comparación de …guras (imágenes binarias) planas con fronteras conexas

De vuelta a la cuestión de partida, consideremos la posibilidad de comparar «…guras» planas mediante la
agregación de la distancia entre sus centroides y de la distancia entre sus fronteras. Dadas dos …guras F y G,
su distancia estaría determinada por:

D(F;G) = Aggrfd(CMF ; CMG);D(±F; ±G)g (7.123)

donde Aggr es una operación de agregación.

Para el cómputo de D(±F; ±G) se utiliza una semirrecta, con origen en los centros de masa de las …guras.
Estas semirrectas recorren las diferentes fronteras —cfr. Figs. 7.14.a y 7.14.b—, comparándolas puntualmente,
en los puntos de corte con la semirrecta. Tal semirrecta puede recorrer las fronteras de manera continua, o «a
saltos». En de…nitiva, lo que se hace es ®-percentilar las fronteras, habiendo normalizado su longitud a uno,
siendo …nito el ®-percentilado, correspondiente al recorrido «a saltos».

Observemos de nuevo la Fig. 7.14. El caso (c) re‡eja un ligero desplazamiento, mientras que en el caso
(d) parece que las …guras son de clases distintas (rombo y cuadrado). Cada …gura plana se enmarca en su
envolvente convexa de tipo rectángulo ortogonal (lados paralelos al diedro). Como observa Miguel Macías
[813], para evitar la situación (c), cada …gura se rota de forma que su eje de mínima inercia coincida con el
eje más cercano del diedro (sombreado) (si buscásemos la coincidencia siempre con el mismo eje del diedro, el
rombo y el cuadrado de la …gura (d) serían indistinguibles).

Mediante el Algoritmo 140, podemos:

² computar la distancia entre dos …guras planas como la suma de las distancias entre los centros de masa
y la distancia entre las fronteras, o bien,
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Figura Envolvente
convexa

Rectángulo
ortogonal

Rectángulo
hemicircular

Rectángulo

Circunferencia

Elipse Paralelotopo
ortogonal

Figura 7.13: Ejemplos de cápsulas convexas. La extensión de estas cápsulas a espa-
cios de mayor dimensión es intuitivo, como se aprecia en el paralelotopo
ortogonal, extensión del rectángulo ortogonal.
—Fuente: Elaboración propia.

² sólo comparar la forma de dos …guras planas.

Algorithm 140 Comparación y cómputo de la distancia entre …guras planas

1. Calcular los ejes de mínima inercia.

2. Hacer coincidir cada eje de mínima inercia con el eje más cercano del diedro.

3. Si los ejes más cercanos del diedro no han sido el mismo, entonces ir a FIN (no
tienen la misma forma)

4. Cómputo de la distancia entre los centros de masas.

5. Hacer coincidir ambos centros de masas.

6. Si sólo se quiere comparar la forma, entonces inter-ajustar las envolventes convexas
(de tipo rectángulo ortogonal) de ambas …guras. Esto de…ne una dilatación de la
imagen original de menor tamaño.

7. Mediante la rotación de una semirrecta, con origen en el centro de masas, recorremos
ambas fronteras —cfr. Figs. 7.14.a y 7.14.b—, midiendo, para cada posición distinta
de la semirrecta, la distancia entre los puntos de las fronteras, que son también
puntos de corte de la semirrecta.

8. Cómputo de la distancia entre las fronteras como la agregación, recorriendo el con-
junto de todas las semirrectas, de todas las distancias locales calculadas en (6).

9. FIN

La Fig. 7.15 muestra un esquema grá…co de este algoritmo.
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Figura 7.14: (a) y (b): Comparación puntual de las fronteras mediante una semir-
recta rotatoria.
(c) y (d): ¿Cuándo son dos cuadrados y cuándo es un cuadrado y un
rombo?
—Fuente: Elaboración propia.

Ejemplo 141 Todo ello es aplicable, por ejemplo, a caracteres cuyas fronteras sean conexas —cfr. Fig. 7.16
(letra E)—. En este caso, las fronteras son conjuntos …nitos de píxeles. Resultará computacionalmente más
sencillo recorrer una frontera, a partir de un punto «semilla», encadenando todos los demás pixels de la frontera
—«código cadena»: cfr. v. gr. Pavlidis [814, 815]; González y Woods [816].

Pero las fronteras tienen en general distinto número de pixels. Insistamos, lo que hacemos es ®-percentilar
ambas fronteras ±F y ±G con el mismo ®-percentilado, calculando posteriormente las distancias entre cada par
de ®-percentiles (±F )® y (±G)® y agregando …nalmente todos estos resultados, obtenemos D(±F; ±G).

7.4.5 ¿Y si las fronteras no son conexas?

Si la frontera no es conexa —cfr. Fig. 7.16 (letra O)—, es mejor cambiar de técnica. En vez de recorrer la
frontera, trabajaremos con cortes horizontales.

En este ejemplo, trabajando con una disimilitud normalizada, podríamos considerar que d(RO; RE) =
d(SO; SE) = 1. Por otro lado, d(PO; PE) = 0. En el corte que muestra la …gura, QO es aproximadamente 1=3,
mientras que QE = 1. De aquí que, la estimación puntual de la distancia entre los ®-cortes que muestra la
Fig. 7.16, sea:

d(®O;®E) =
1

4

µ
0 +

2

3
+ 1 + 1

¶
=
2

3

También podemos recurrir a la estimación por intervalos de la distancia entre los ®-cortes que muestra
la Fig. 7.16, mediante:

d(®O; ®E) = d([PO; QO] [ [RO; SO]; [PE; QE])

a semejanza de lo visto para conjuntos borrosos «normocordes» —cfr. §7.1.5—. Por ejemplo, para un per-
centilado f0; 12 ; 1g, tenemos:

d(®O; ®E) =
2

3
¡ 1
2
=
1

6

De este modo, dado un conjunto de N cortes, una estimación de la distancia total entre los caracteres es:

D(O;E) =
1

N

NX
d(®O; ®E)
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Interajuste
de

envolventes

Comparación
puntual de las

fronteras

Rotación de ejes de
mínima inercia y

cálculo de envolventes

Hacer
coincidir los
centroides

Figura 7.15: Diagrama del algoritmo que permite calcular la distan-
cia entre dos …guras planas como suma de las distancias
entre los centros de masa y la distancia entre las fron-
teras, o simplemente comparar los contornos de dos …gu-
ras planas.
—Fuente: Elaboración propia.

7.5 Resumen

En este capítulo hemos propuesto asignaciones de medida de comparación entre conjuntos borrosos, disimi-
litudes, algunas de ellas, métricas. En §7.1 hemos propuesto comparar conjuntos borrosos a partir de las
diferencias entre los referentes. Para poder hacer lo dicho, hemos supuesto que el universo de discurso es
R o un retículo normado. De este modo, los ®-cortes son intervalos del retículo, y lo que hemos hecho, en
de…nitiva, es comparar conjuntos borrosos a partir de las comparaciones entre sus ®-cortes, pudiendo utilizar
las asignaciones de comparación entre intervalos propuestas en el capítulo anterior, para el caso de ®-percentilado
…nito, in…nito numerable y continuo. Como ejemplos, hemos estudiado en §7.1.4 la comparación de cuasi-
números borrosos triangulares, y en §7.1.5, la comparación de los que hemos propuesto denominar conjuntos
borrosos «normocordes» (del lat. normalis y de cordel —de cuerda, del lat. chorda—; en inglés, proponemos la
denominación «climbing») conjuntos borrosos cerrados y normales tales que todos los puntos donde se alcanza
un máximo local pertenecen al núcleo del conjunto.

En cuanto a la interpretación más natural de los valores del indicador de comparación que hemos propuesto
en §7.2, así como la de los otros que hemos repasado, esa «verticalidad», se re…ere al grado de «superposición»
entre conjuntos borrosos. Tras repasar, en §7.2.1 y §7.2.2, varios antecedentes, en §7.2.4 hemos propuesto la
de…nición de truncamiento de un conjunto borroso a un nivel signi…cativo de pertenencia determi-
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Figura 7.16: El carácter digital <O> no tiene frontera conexa.
—Fuente: Elaboración propia.
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nado, lo que nos ha permitido de…nir, a continuación, una disimilitud «vertical» entre conjuntos borrosos.

En §7.3 hemos mostrado un ejemplo con la pretensión de ilustrar lo expuesto en el capítulo. Se trata de
reconocer queiremas aislados, o sea, con…guraciones manuales aisladas —cfr. §A.6.1—. Este reconocimiento
se ha hecho en un ambiente híbrido de incertidumbre e imprecisión, como preludio a lo que veremos
en §15, §16 y §17, sin olvidarnos de §18. En concreto, en el ejemplo, hemos encontrado una solución a dicha
cuestión de reconocimiento, representándola como un problema métrico entre conjuntos ©-probabilísticos, esto
es, conjuntos ©-borrosos A, tales que A y A son funciones de probabilidad —cfr. §7.3.2.

En la sección 7.4, hemos considerado la comparación de «…guras» planas mediante la agregación de
la distancia entre sus centroides y de la distancia entre sus fronteras, tanto si estas últimas son conexas —cfr.
§7.4.4—, como si no lo son —cfr. §7.4.5.



«Toda a…rmación
sobre las organizaciones

es una a…rmación
sobre la conducta humana.»

—James G. March y Herbert A. Simon [817] (p. 26),
via Charles Perrow [818] (p. 146)
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«Trabajar es integrarse activamente en el proceso de desarrollo humano y con ello sentirse útil a los otros.»
—Karol Wojtyla (Juan Pablo II) [819] (p. 136)

Uno de los factores más in‡uyentes en la buena marcha de las organizaciones es la elección
de candidatos, sin duda, una actividad muy política, dado que todo el proceso de elección, la propia
elección y el resultado de la misma pueden mudarse en armas arrojadizas dentro de las luchas
internas por el poder. Una buena elección es sumamente importante, y aunque peque de perogrullada,
es así, y hay que decirlo. Las investigaciones muestran, que, en media, incluso los reclutadores
más experimentados eligen con acierto a los candidatos sólo en un 50 por ciento. Los programas
informáticos y el reclutamiento electrónico pueden contribuir a conseguir mejores resultados. En
este sentido, este capítulo penetra en los entresijos de las organizaciones, en el mundo de la elección
de candidatos, de la promoción interna, de la valoración de tareas, de la evaluación del desempeño,
de la polivalencia, destacando, en todo momento, la importancia de la comunicación abierta, interna
y externa, en una administración que, cada vez más, es con personas y para las personas, donde las
barreras de las estructuras jerárquicas o piramidales se derrumban, dando paso a la participación
total, a la estructura de la organización en red, en múltiples direcciones: verticales descendentes
(jerárquicas), verticales ascendentes (desde los subordinados), horizontales (entre compañeros) o
diagonales (interdepartamentales).

8.1 De administrar el capital humano a la administración con y para
las personas

«Esto exige que las personas sean consideradas una cosa deseable: por tanto, el énfasis está en la frase “han
de ser necesarias” en lugar de “todavía necesarias”. La diferencia entre estos dos enfoques es importante y
debe ser claramente entendida. El primero considera a las personas una necesidad; el segundo las considera
una cosa complementaria de la tecnología.»
—P. T. Kidd [820] (p. 122)
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En Economía, uno de los eminentes fue Adam Smith (1723-1790) [185]. Su defensa de la libertad de
obtención de bene…cios por parte del empresario, y su a…rmación de que tales acciones de los intereses propios
económicos individuales, serían los salvadores de la sociedad, creadores de riqueza, y que por tanto, también
apoyarían al bien común, es la falsilla sobre la que se ha escrito el desarrollo económico y la mayoría de las
teorías económicas imperantes.

La profusión con que estas ideas —publicadas en su libro Estudio de la naturaleza y causas de la riqueza
de las naciones de 1776—, han sido tantas veces recordadas por los defensores del capitalismo, hace que nos
olvidemos de sus re‡exiones sobre la naturaleza humana —publicadas en su libro La teoría de los sentimientos
morales, en 1759, cuando era catedrático de Filosofía Moral en la Universidad de Glasgow—, que le llevaría
a recomendar la de…nición de un sistema de justicia capaz de refrenar los excesos del interés propio, en pos
de una sociedad «amable». En particular, un enorme NO al monopolio y otro NO a la explotación, en
cualquiera de sus formas, se traslucen a partir de esta idea de Smith.

Una de las grandes contribuciones de Adam Smith a la teoría económica, fue el análisis de la división del
trabajo, de manera que se consigue aumentar la producción mediante la cooperación de las personas implicadas
en la realización de una tarea, concentrándose cada una de ellas en una subtarea, esto es, en una parte pequeña
de la misma.

A la división del trabajo, han de añadirse, como cimientos sobre los que se ha construido la economía moderna
imperante, el desarrollo de estructuras e…caces de planteamiento y la toma de decisiones colectivas.

En cualquier caso, los trabajadores son personas, y ello exige una gestión impecable. La importancia de una
buena Gestión de Recursos Humanos es enorme. Según un estudio de la consultora Watson Wyatt, en el que han
colaborado 200 empresas europeas —12 de ellas españolas—, una gestión e…caz de personal puede incrementar
sumamente el valor de mercado de la compañía —cfr. Casamayor [821]—. Watson Wyatt ha creado el
«Índice de Capital Humano» (Human Capital Index, HCI), para mostrar la relación entre la efectividad del
factor humano y la creación de valor para el accionista. Aunque no se obtiene como conclusión una relación
causa-efecto, sí se concluye su correlación. La gestión e…caz de personal incide en un 7; 1 por ciento en la
creación de valor, destacando, con un 2; 4 por ciento el conocimiento aportado (knowledge workers), con un 1; 5
por ciento, el acierto en la elección de los mismos, y con un 0; 7 por ciento, la ubicación ideal de los empleados.

Cada vez son más las voces que se alzan en favor de una consideración superior a los trabajadores o
empleados, y no como meros instrumentos de producción. Allan Gilmour, vicepresidente ejecutivo de la Ford
Motor Co., a…rma que «el recurso clave que tienen la mayoría de las empresas es el cerebro, la energía y la
ambición [...] de su gente» —cfr. Ekins, Hillman y Hutchison [180] (p. 54)—. Richard Jolly [822],
director adjunto de UNICEF, sentencia: «el capital humano es un factor más importante para conseguir el
crecimiento económico que el capital físico.» Charles Handy [823], catedrático de la London Business School,
señala que «las empresas advierten con inquietud que las personas son unos activos capaces de tomar la puerta
y marcharse. Ésa sí que es una buena razón para dar muestras de interés verdadero por nuestros empleados.»

Pero, incluso en los países desarrollados, todavía están activos multitud de rescoldos de la industrialización
feroz e implacable, para la que las personas, no son personas, sino materias primas de usar y tirar. El uso de
expresiones como «recursos humanos» o «capital humano» puede contribuir a fomentar este trato, debido a
la connotación de infravaloración que conlleva.

Algunos autores apuntan hacia un cambio en la terminología. Por ejemplo, para Filella [824] (p. 72),
sería mucho más propio decir «personas con recursos» que «recursos humanos», o en todo caso, pudiérase
hablar genéricamente del «factor humano» —cfr. Filella [824] (p. 51).

Como dice Lozano [137] (p. 266), las personas no son un recurso más, y mucho menos un capital; son algo
central en el desarrollo de la organización. Las organizaciones deben reconocer el valor de las personas y a las
personas como valor —cfr. Lozano [137] (p. 257).

«Puede ser éticamente poco correcto hablar de recursos humanos, porque así se homogeneizan las personas
con las cosas, y se habla de las mujeres y los hombres como de una cosa que se tiene. Tampoco me parece
muy airoso decir: “El mejor capital (que tenemos) son nuestros hombres”, sencillamente porque los hombres
no son capital de ninguna clase. Los hombres y las mujeres son personas, y persona es aquello que no se
puede tener. Son las personas las que tienen a la empresa, no la empresa la que tiene a las personas.»
—A. Llano [825] (p. 7)

Otros autores razonan su uso, por ejemplo, comenta Argandoña [826] que «si el trabajador “vende” sus
“servicios” laborales en el “mercado”, es porque dispone de un “capital” del que se derivan esos servicios: su
fuerza de trabajo, su vigor, sus conocimientos, capacidades (manuales e intelectuales) y sus actitudes. [...] Ha
hecho, pues, una “inversión” en “capital humano” —cfr. Becker [827]—, y espera que alguien la valore en el
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mercado de trabajo».

Por nuestra parte, estamos de acuerdo con Ekins, Hillman y Hutchison [180] (p. 54), en que lo realmente
importante es el hecho de que denominar «capital humano» al papel de las personas en la producción, aporta
una perspectiva más rica y más útil, que hace hincapié en la importancia creciente de las personas para la
producción.

Pero, además, para la Economía Verde, la cuestión del capital humano está ligada inseparablemente a la
moralidad, justicia y realización humana, además de a la productividad, a diferencia de lo que representa para
la economía convencional: «capacidad productora de los seres humanos, como agentes productores de renta en
la economía» (Diccionario de Economía Palgrave).

El apelativo de talento humano, aparece en la traducción del título del reciente libro Idalberto Chiavenato
[828] (aunque el título original es «Gestão de pessoas. O novo papel dos recursos humanos nas organizações»).
No obstante en el prefacio, Idalberto se re…ere a ello, aunque concluye que la tendencia actual va más allá,
hacia la administración con las personas: «conducir la organización junto con los colaboradores y socios
internos que más entienden de ella y de su futuro».

Finalmente, comentar que el papel de la teoría de conjuntos borrosos en Economía ha tardado en ser
reconocido, comparativamente con otras áreas —cfr. Klir y Yuan [46]—. Es en la década de los 80 cuando
unos pocos economistas, la mayoría franceses, trabajan con conjuntos borrosos en el campo económico. Puede
consultarse el trabajo de estos economistas en un monográ…co de Fuzzy Sets and Systems [829] dedicado a Claude
Ponsard (1927-1990), quizás el más importante de ellos. Como ejemplo, su artículo Fuzzy mathematical models
in economics [830], de 1988, en el que demuestra la signi…cativa contribución de la teoría de conjuntos borrosos
a los fundamentos del análisis económico.

En los últimos años, los profesores Jaime Gil Aluja y Arnold Kaufmann han contribuido sobremanera a
la modelización de muchísimos problemas inherentes a la Administración con Personas, desde el punto de vista
de la teoría de los conjuntos borrosos [831, 832]. Reciban desde aquí nuestro reconocimiento y agradecimiento.

8.2 La comunidad de los iguales

«Al …n el Dodo sentenció: “¡Todos hemos ganado y todos recibiremos sendos premios!”»
—Lewis Carroll [833] (cap. 3, p. 58)

Otrosí, para que se produzcan los máximos bene…cios en capital humano, se debe partir de la situación de
igualdad de todo ser humano.

Pero la meta de los seres humanos parece ser obtener el máximo bene…cio personal, sin pensar en el bienestar
colectivo de la sociedad, con…ando en esa «mano oculta» que se adivinaba en los argumentos de Adam Smith,
impulsora del bien común a partir del bien individual. Se rigen por el principio del máximo egoísta. Lo
gemelar se evita anhelosamente1.

Y es que nuestra educación, pasada y actual, nos lleva a ello. Colaborar, comunicar ideas, discutirlas hasta
llegar a un consenso, no se contempla habitualmente en los planes de estudio. Al contrario: «no habléis»,
«no pasaros ningún mensaje», «no ayudéis al compañero», etc. Interesa, por lo general, la evaluación del
rendimiento individual. Y esto no debería ser así. Los estudiantes deberían trabajar en equipo, deberían
aprender a explicarse con claridad, a alentar y criticar, a negociar, en de…nitiva, a ser jugadores cooperativos
en el juego de la vida.

El juego de la vida es un juego en equipo, no hay que menospreciar la iniciativa propia, pero hay que promover
valores de cooperación, respeto, tolerancia y apertura respecto a la diversidad de opiniones y opciones. En el

1 Decía Baruch Spinoza: «¿Qué ocurriría si un hombre no corriera el peligro presente de morir por traidor? [...] Si la razón
pudiera recomendar esto, lo recomendaría a todos los hombres.»
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juego de la vida sólo hay un equipo, el de todos los seres vivos.

Sin embargo, queda mucho tiempo para que todos los seres humanos formen parte realmente de una comu-
nidad en la que todos sean iguales. La historia de la igualdad entre los diferentes colectivos de seres humanos
es la historia de la discriminación entre ellos, en todo caso, siempre injusti…cada.

Esta historia es la historia de la esclavitud, de las discriminaciones por motivos racistas, antisemitas u otra
clase de discriminación referente a la ideología, religión o creencias, la etnia, raza, o nación a la que pertenezca,
su sexo u orientación sexual, o la enfermedad o minusvalía que padezca (Código Penal Español, art. 22.4). Es
la historia de la marginación, de la intolerancia y de la xenofobia. Y es una historia reciente. Es la historia del
aborrecible apartheid sudafricano y del execrable holocausto nazi.

8.2.1 El estatus asignado a los blancos

«La diversidad en la familia humana debería ser la causa de amor y armonía, como es en la música cuando
se toca diferentes notas al mismo tiempo, logrando un acorde perfecto.»
—Abdu’l-Bahá

Los miembros de la población negra eran considerados «animales», en el sentido más despectivo del término,
incapaces de tener sentimientos, ni conciencia, ni raciocinio, y ha sido un proceso muy lento el que ha permitido
su integración en la comunidad de los iguales. «Es una simple realidad que haber nacido blanco es un honor y
un privilegio», dicen en su página de inicio los detestables encapuchados blancos. De hecho, y sin necesidad,
por motivos obvios, de nombrar ninguna más en especial, se pueden encontrar diversas páginas web en Internet
donde se sigue ensalzando la superioridad de la persona blanca a la vez que se compara a la persona negra con
los monos. Otro de estos malos ejemplos es aportado por el trato recibido por las comunidades indígenas, a las
que se les ha expropiado de sus dominios y se les ha con…nado en «reservas». Evidentemente no es un trato
de igualdad.

8.2.2 Personas con necesidades diferentes

«La selectividad fue otro problema, porque no era posible legalmente realizar dicha prueba fuera del recinto
universitario, ya que no hay convenio entre los ministerios de Sanidad y Educación, pero sí entre los minis-
terios de Educación y Justicia. Esto quiere decir que los reclusos de la cárcel pueden hacer la selectividad y
también los estudios universitarios sin necesidad de ir al lugar del examen correspondiente, pero no así los
pacientes hospitalizados. Ello es bastante injusto; ya sería hora de solucionar este vacío legal.
Conseguí que me hicieran las pruebas de acceso a la universidad en la clínica, las aprobé con una nota media
de 6,7, y empecé a estudiar en la UNED. Estoy muy agradecido de poder estudiar en la UNED, que me da
la oportunidad de examinarme en la clínica, ya que ellos están dispuestos a hacerlo (pero no porque estén
obligados por ninguna ley educativa). [...] En mis actuales condiciones físicas no me es posible examinarme
presencialmente en la universidad.»
—Daniel Vilaseca [834] (p. 200); afectado de distro…a muscular de Duchenne, 29 años, licenciado en
Derecho y estudiante de Geografía e Historia (1998)

Pero con el reconocimiento de la igualdad para los seres humanos, sin importar el color de la piel, no acaba
la desigualdad entre los seres humanos. Hasta hace apenas 30 años existían seres humanos cuya igualdad con
el resto no era reconocida por ninguna ley, aquéllos que sufrían una discapacidad intelectual2, aquéllos que
seguían siendo niños.

No es hasta 1971 [835], cuando se aprueba una primera declaración de la ONU, que se refuerza y complementa
con una segunda declaración en 1975 [836]; declaraciones por las que se considera, al …n, a estas personas
iguales al resto de seres humanos (aunque sus derechos deban ser salvaguardados por guardianes humanos no
discapacitados intelectualmente). La historia concreta es la siguiente:

² 20 de diciembre de 1971 (XXVI Sesión de la Asamblea General de la ONU), la Organización de las
Naciones Unidas aprueba la Resolución 2856 ”Declaración de los Derechos de las Personas con retraso
mental” (General Assembly O¢cial Records Suppl. 29 [A/8429], Naciones Unidas, New York, 1972).

2Actualmente parece que la denominación políticamente correcta es «seres humanos con necesidades (intelectuales) especiales»,
insistiéndose en hablar de la diversidad humana y de nuestras diferencias, lo que, si bien en algunos casos supone un trato
diferenciado, éste siempre tendrá como meta el rompimiento de cualquier posible barrera, o sea, la igualdad de todos y para con
todos.
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² 9 de diciembre de 1975 (XXX Sesión de la Asamblea General de la ONU), la Organización de las Naciones
Unidas aprueba la Resolución ”Declaración sobre los Derechos de las Personas discapacitadas” (General
Assembly O¢cial Records Suppl. 34 [A/10034], Naciones Unidas, New York, 1976).

² 17 de junio de 1988 (D.O.C. 187, de 18-7-1988, pág. 236), el parlamento europeo reconoce el derecho de
las personas sordas a utilizar la lengua de signos como lengua propia.

² 9 de diciembre de 1989, en el punto 26 de la Carta Comunitaria de los derechos fundamentales de los
trabajadores, el parlamento europeo reconoce el derecho de las personas con minusvalías al bene…cio de
medidas adicionales concretas para favorecer su integración profesional y social.

² 29 de junio de 1992 (D.O.C. 248, de 2 -11-92, pág. 35), el parlamento europeo reconoce los derechos de
las personas disminuidas mentalmente (mentally handicapped people).

² 14 de diciembre de 1995 (D.O.C. 17, de 22-1-1996, pág. 141), el parlamento europeo reconoce los derechos
de las personas minusválidas (disabled people).

Nos vemos en la obligación de mencionar, a la vez que valorar muy positivamente, el esfuerzo de algunas
Administraciones para conseguir una educación en igualdad para las niñas y los niños españoles, con necesidades
especiales. En particular de la comunidad sorda. Quizás ello haya sido consecuencia de diversos trabajos —cfr.
v. gr. Marchesi [837]; Marchesi, Alonso, Paniagua y Valmaseda [838]; Palacios, Marchesi y Coll
[839]; Fernández Viader [840]—, incidentes en las posibilidades de la lengua de signos para el desarrollo
cognitivo y lingüístico de los niños sordos. Por ejemplo, en el ya aprobado Proyecto de Ley de Solidaridad en
la Educación de la Presidencia del Parlamento de Andalucía del 17 de febrero de 1999 encontramos un claro
ejemplo de la atención que desde las administraciones se está despertando por la inclusión de la Lengua de Signos
en el entorno educativo de los niños y niñas sordos/as: Artículo 11, punto 1: «La Administración educativa
favorecerá el estudio y la utilización de la lengua de signos en los centros docentes que escolaricen alumnado
con necesidades educativas especiales asociadas a una discapacidad auditiva en grado severo o profundo.»

8.2.3 El menosprecio a la mujer

«51. Ya tomarás con presteza el huzo, la tablilla para tejer y el agua, el metate y el molcajete, el canasto;
no sólo te andes cargando de cosas, no se llenen de ellas tus manos. Y cuando contraigas matrimonio con
quien es águila, ocelote, no ante él, encima de él andes. Cuando algo te pregunte, te encomiende, te avise,
luego bien lo obedecerás, oirás con alegría su palabra; no luego la tomarás con enojo, no luego te molestarás,
no serás respondona, no contra él te vuelvas. Si algo así te molesta tampoco allí se lo recordarás, no así lo
despreciarás, no te harás la voluntariosa, aunque sea una persona humilde.»
—Anónimo [127] (p. 83)

Igual que mencionábamos la existencia de páginas web contra los seres humanos que no son blancos, existen
otras contra las personas con escasos recursos económicos, contra los pueblos indígenas, contra la mujer, etc.

Tantas tribus han sido desposeídas, esclavizadas y exterminadas, que se pierde la cuenta. Los indios de
América del Norte, deportados, con…nados en «reservas»; los aborígenes australianos, cazados por los británicos;
la población india brasileña, diezmada. Dos ejemplos de supervivencia indígena son los dayaks de Sarawak y
los yanomami de Brasil.

«1. En grave empeño me pongo. No es ya solo un vulgo ignorante con quien entro en la contienda: defender
a todas las mujeres, viene a ser los mismo que ofender a casi todos los hombres: pues raro hay que no se
interese en la precedencia de su sexo con desestimación de el otro. A tanto se ha extendido la opinión común
en vilipendio de las mujeres, que apenas admite en ellas cosa buena. En lo moral las llena de defectos, y en
lo físico de imperfecciones. Pero donde más fuerza hace, es en la limitación de sus entendimientos. Por esta
razón, después de defenderlas con alguna brevedad sobre otros capítulos, discurriré más largamente sobre su
aptitud para todo género [326] de ciencias, y conocimientos sublimes.
40. Sin embargo, la práctica común de las Naciones es [340] más conforme a la razón, como correspondiente
al divino Decreto, noti…cado a nuestra primera madre en el Paraíso, donde a ella, y a todas sus hijas en su
nombre se les intimó la sujeción a los hombres. Solo (sic) se debe corregir la impaciencia con que muchas
veces llevan los Pueblos el gobierno mujeril, cuando según las leyes se les debe obedecer; y aquella propasada
estimación de nuestro sexo, que tal vez ha preferido para el régimen un niño incapaz a una mujer hecha;
en que excedieron tan ridículamente los antiguos Persas, que en ocasión de quedar la viuda de uno de sus
Reyes en cinta (sic), siendo avisados de sus Magos que la concepción era varonil, le coronaron a la Reina
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el vientre, y proclamaron por Rey suyo el feto, dándole el nombre de Sapor antes de haber nacido.»
—Benito Jerónimo Feijoo y Montenegro [841]

Pero es innecesario tal remonte en el tiempo. Las mujeres siguen marginadas en muchos lugares del planeta.
No hace tanto, por ejemplo, que se aprobó en Alemania su posibilidad de nombramiento para cargos públicos.
Otro ejemplo: en España, no es hasta 1966, cuando se permite a la mujer ser jueza. La primera mujer juez,
Concepción Carmen Venero, fue nombrada en 1971 juez del Tribunal de Menores, cargo, según el Diario de
Madrid de entonces, que «entra de lleno en las características, cualidades y aptitudes con que la feminidad
ha sido milenariamente adornada» —cfr. Iglesias de Ussel y Ruíz Rico [842] (Cap. VIII, p. 160)—.
Claro que en estas a…rmaciones ya notamos el «progreso» hacia la igualdad, pues no hay más que remontarse
a 1568, año en el que se publica en Sevilla, La …losofía vulgar de Juan de Mal Lara, en el que aparecen
mil refranes recopilados por su maestro en Salamanca, el comendador Hernán Núñez. Un ejemplo: «El asno
y la mujer a palos se han de vencer» (196r; IV, 22) —via Pintos [843] (p. 80). La teoría psicoanalista de
Erik Erikson a…rma que en la mujer, la identidad se forma y expresa en «la búsqueda selectiva de un tipo
de hombre por el que ella desearía ser solicitada». O sea, que la mujer carece de identidad. Pero esta idea
también es de Freud. Éste de…ne la líbido (que según él, es el origen de toda posible conducta humana) como
propiamente masculina, pues caracterizó a la mujer por carecer de líbido: «la niña se percibe a sí misma carente
de algo, como castrada, de ahí su sentimiento de inferioridad, de ahí su mayor tendencia al masoquismo. [...]
El masoquismo es precisamente la aceptación y el disfrute del dolor para complacer a otros. Es la pérdida de
la libertad, de la creatividad a cambio de que otros decidan, soporten y con…eran una identidad alienada al
masoquista.» —cfr. Fernández Villanueva [844] (p. 83)—. Todo ello, según Freud, justi…ca la situación
de la mujer, ya que es su situación natural, debida a su naturaleza per se.

La desigualdad en el trabajo entre hombres y mujeres, tanto en el acceso como en su desempeño, es
más que patente, y eso ocurre en todos los países. El futuro del trabajo pasa por considerar la perspectiva de
las mujeres —cfr. Arantxa Rodríguez, Begoña Goñi y Gurutze Maguregi [845] (passim).

«En de…nitiva, la posición de la mujer en el empleo, no es en absoluto tan elevada como correspondería a
su peso en la población activa y a su papel en el crecimiento de la misma.»
—Arantxa Rodríguez, Begoña Goñi y Gurutze Maguregi [845] (p. 70)

Aunque creamos a Jean Onimus —cfr. §8.19.1— y a tantos otros, cuando a…rman que en el futuro no
habrá que trabajar, o al menos muy poco, al haber conseguido que todas las tareas rutinarias sean realizadas
por máquinas. Aún así, llegar a ello pasa por la igualdad efectiva de la mujer al hombre3.

La riqueza básica que generan las familias en las sociedades, suele producirse, con demasiada frecuencia,
en condiciones que Marilyn Waring [846] (pp. 18-19) cali…ca de esclavitud. La vital importancia de las
funciones que realiza la mujer hace que la decadencia de la familia, observada en multitud de países, sea algo
verdaderamente preocupante.

Pero «marginadas» es un término muy suave. En muchas sociedades, las reglas que rigen la familia son
profundamente patriarcales, con prácticas como:

² asesinato de neonatas, debido a la pobreza de la «familia» donde tuvo la desgracia de nacer y a que
al ser niña, en un futuro, su casamiento deberá ir acompañado de dote;

² asesinatos por dote (las muertes «accidentales» de esposas que no pagaron la dote que prometieron);

² asesinato mediante lapidación, por haber mantenido relaciones sexuales fuera del matrimonio (aunque
ella esté soltera);

² asesinato por «adúltera» —el «famoso» decreto de 1990 de Iraq, por el que «ningún iraquí que mate
[...] a su propia madre, hija, hermana, tía, sobrina o prima por adúltera será perseguido por la justicia»;

² sentencias de ejecución de violación múltiple, por adulterio cometido por algún familiar varón;

3En general, por lo que conozco de la empresa privada, a igualdad de competencias de especialización entre una mujer y un
hombre, las empresas se predisponen hacia la mujer. Reconocen que pueden lograr un esfuerzo mayor, una capacidad de trabajar
en equipo, también mayor, pero, en general, se valora a la mujer pero no a una mujer. Se reconoce el sexo, pero no el sujeto. Es
como si te dijesen: si esta mujer fuese un hombre, contratada sin pensarlo. La empresa sigue pensando en el papel de «ama de
casa» que la mujer debe asumir, cuando regrese a su hogar. Desde los oteros, la «conciliación de la vida laboral y familiar» —work
life balance, es la expresión oída en EE.UU.— y la «gestión de las diferencias» —diversity management— tratan de acomodar a
mujeres y hombres en el trabajo.
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² la ordenanza Hudood, en Pakistán, que declara a las mujeres violadas, culpables de fornicación,
condenándolas a ser ‡ageladas y encarceladas;

² sumisión sexual forzosa;
² circuncisión femenina;
² matrimonios contratados por los padres, incluso desde antes de nacer;

² prohibición de enamorarse sin permiso de los padres o de la tribu.

A todo ello hay que unir su discriminación y su explotación.

Parece que se olvida que la mujer es una «pieza» imprescindible sin la cual no existiríamos.

Todo el mundo tiene una madre, aunque
algunos lo han olvidado.

Todo el mundo tiene una madre. No hay úteros arti…ciales. Sin las mujeres no hay niños. Sin las
mujeres no existe el futuro. Porque sin niños no hay futuro. Quizás en el futuro proliferen los úteros arti…ciales
—y yo que me alegraré, porque bastante sufren las mujeres en el parto, además de los peligros que conlleva—.
Pero actualmente no es así.

8.2.4 Los responsables somos nosotros

Y toda esta historia, no se nos olvide, es nuestra historia.

Permítasenos recordar el «imperativo categórico» de Immanuel Kant: uno debe actuar sólo de acuerdo
con principios de los que se pueda desear que lleguen a ser leyes universales. Es decir, aplicables a uno mismo.
Conclusión: no desees para el otro, lo que no quieras para ti.

Pero falta mucho para que esté completo el marco institucional mundial necesario para una sociedad mundial
justa. Paul Streeten, economista experto en desarrollo, destaca las siguientes innovaciones institucionales
[847]:

² un banco internacional, encargado de coordinar los mercados …nancieros y la liquidez internacional;

² un servicio de deuda nacional, para resolver la crisis de deuda del Tercer Mundo;

² un cuerpo coordinador de las inversiones a gran escala duraderas;

² un fondo internacional de inversiones, encargado de canalizar los excedentes de los países ricos hacia los
países pobres, de manera que sea bene…cioso para ambas partes;

² un foro de la energía, con la participación de productores y consumidores, a la búsqueda de una estructura
estable de precios;

² un organismo de protección mundial del medio ambiente;

² un sistema de estabilización de los precios de los bienes;

² una entidad mundial que limite los monopolios y las prácticas restrictivas;

² un impuesto internacional sobre la renta o sobre el consumo, para su redistribución hacia los países pobres;

² un organismo internacional e independiente que garantice la e…cacia de esta ayuda;

² un sistema de derecho internacional más desarrollado y más vinculante.
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Claro que por pensar, en realidad, de lo que se trataría, es de que al igual que somos tolerantes olvidando
bastante de nuestra individualidad para vivir en sociedad, también lo seamos con las demás especies, y, recha-
zando de una vez por todas nuestra vil arrogancia, sin sentido ni fundamento alguno, consigamos la gran meta
de vivir en sociedad con el resto de los seres vivos.

Pero seamos realistas: pretender ampliar esta comunidad a los grandes primates, como de…enden en su
libro, Paola Cavalieri y Peter Singer [51] —cfr. Apéndice C: «La comunidad moral de los iguales»—, es
un objetivo a largo plazo, a muy largo plazo; y pretender ampliarla a otros seres vivos, es, sencillamente, una
utopía.

Pero la justicia, como la estabilidad y el equilibrio, sólo es una cuestión de tiempo.

El egoísmo forma parte de nuestra visión actual del mundo. Muy pocos desprendidos lo son del todo. Forma
parte de nuestro ser, del misterio de los misterios4 , de nuestra evolución como individuos y como sociedad.

Como decía el escritor francés Jean René Houguenin, «la vida es trágica, no porque debamos morir, sino
porque hay momentos en los que no amamos.»

Es nuestro deber oponernos al proceso de desarrollo viciado. Seamos egoístas. Los efectos de la discrimi-
nación, explotación y opresión de las mujeres, repercuten en los niños, el capital humano futuro. Ya que todavía
son las madres las que tienden a responsabilizarse mucho más que los padres de su educación y desarrollo, so-
bre todo en los primeros años, la edad de la impronta, nuestro egoísmo debería conducirnos a la lucha por la
igualdad.

«El objetivo es más bien la “equidad”, noción mucho más vaga [que la de igualdad], difícil, si no imposible,
de de…nir con precisión. “Partes equitativas para todos” es el lema moderno que ha reemplazado al de Karl
Marx, “de cada uno según sus posibilidades, a cada uno según sus necesidades”.
Este concepto de igualdad [de resultados] di…ere radicalmente de los otros dos [igualdad ante Dios e igualdad
de oportunidades]. Las medidas estatales que apoyan la igualdad personal o la de oportunidades aumentan
la libertad; las medidas estatales que pretenden lograr “partes equitativas para todos” reducen la libertad. Si
las personas han de estar determinadas por la “equidad”, ¿a quién toca decidir qué es lo “equitativo”? [...]
Los que toman e imponen tales decisiones, ¿son iguales a aquellos para quienes deciden? ¿No estaremos en
el caso de ‹Rebelión en la granja›, de George Orwell, donde “todos los animales son iguales, pero algunos
animales son más iguales que otros”?»
—Milton Friedman y Rose Friedman [848] (p. 193)

8.3 La administración con y para las personas

«Rodolfo Marqués, director de Recursos Humanos en el pomposo organigrama del Elitebanc, bostezaba ante
una pila de expedientes alineados sobre la mesa. Ni siquiera los había abierto. Reclinado perezosamente en
su sillón anatómico, no tenía la menor gana de ponerse a la tarea. Estaba bloqueado por la lenta digestión
de una comida casera rica en grasas e hidratos de carbono (alubias con chorizo, chuleta de cerdo y de
postre arroz con leche). Su cuello acabó cediendo al declinar de la cabeza, y Marqués se dejó vencer por el
amodorramiento.»
—Julio García Castillo [849] (p. 33)

En el marco general de la Organización y Administración de Empresas —cfr. Bueno [850]; Cuervo [851]—
se encuadra la llamada Gestión de Recursos Humanos —cfr. Chiavenato [852]; De Cenzo y Robbins [853];
Fernández [854]; Besseyre des Horts [855]; Beer, Spector, Lawrence,Mills yWalton [856]; Louart

4«El misterio de los misterios ¿Es la evolución una construcción social?», título de un maravilloso libro del …lósofo e historiador
Michael Ruse [7], que a su vez cita John F. W. Herschel, …lósofo y astrónomo, en una carta a Charles Lyell, geólogo, fechada el
20 de febrero de 1836: «El misterio de los misterios, que unas especies reemplacen a otras extinguidas.»
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[857]; Lattmann y García [858]—, denominación fruto de un proceso de transformación: «jefe de personal»,
«administración de personal», «dirección de las relaciones sociales o industriales», «dirección de las relaciones
humanas», «dirección de los asuntos sociales», «dirección del desarrollo social», «dirección de los recursos
humanos», etc., claramente in‡uenciados por la sociedad, impulsora de los diversos cambios en la cultura y
estrategias empresariales —cfr. Trouvé [859]; Besseyre des Horts [860]; Weiss [861].

Según Luis Puchol [129] (pp. 65-66), la expresión «Personal» suena menos actual que «Recursos Hu-
manos», apareciendo la Dirección de Personal como «algo administrativo, microorganizacional, estático y
transaccional. [..] los ciclos de su actividad son a corto plazo y su orientación es de carácter táctico», mientras
que la Dirección de Recursos Humanos «se caracteriza como una función eminentemente directiva, macroor-
ganizacional, dinámica y en constante transformación. [..] sus ciclos de actividad son a largo plazo y su
orientación es de carácter estratégico».

Luis Puchol [129] (p. 66), propone utilizar para el conjunto de todas las actividades relacionadas con
Recursos Humanos el término Dirección y Gestión de Recursos Humanos (DGRH), englobando la misma a
tres subdirecciones, la Administración de Personal, la de Relaciones Laborales y la de Gestión de Recursos
Humanos:

Dirección y Gestión de Recursos Humanos

– Administración de Personal: Aspectos burocráticos, Altas y Bajas, Seguridad Social; Nóminas; Disciplina
laboral; Control de absentismo, ...

– Relaciones Laborales: Tratamiento del con‡icto individual y colectivo. Relaciones con Sindicatos. Con-
tenciosos laborales.

– Gestión de Recursos Humanos: Función de empleo: Selección, promoción interna; procesos sustractivos.
F+D. Formación. Desarrollo. Planes de carreras. Compensación. Evaluación del Desempeño. Clima y
motivación. Servicios Sociales ...

La DGRH debe descubrir los talentos ocultos, aquellas capacidades y recursos que las personas poseen pero
que no mani…estan, sea porque el ritmo de trabajo no permite la re‡exión y el autoanálisis, sea porque la
monotonía, apatía y aburrimiento no mueven a ello, sea porque son casi meros autómatas a las órdenes de la
organización, etc.

Por desgracia, es frecuente que los gerentes se valoren a sí mismos en la medida en que tienen (o creen
tener) las organizaciones bajo su control y consideran que dedicar tiempo a la re‡exión es una incomodidad o
una pérdida de tiempo —cfr. Garrat [862]—. «La mayoría de los managers considera la indagación colectiva
como una amenaza inherente. [...] La consecuencia es lo que Argyris [863, 864] denomina incompetencia
cali…cada: equipos llenos de gente increiblemente apta para cerrarse al aprendizaje» —cfr. Senge [865] (p.
37).

8.3.1 En red

«Lejos del sabio renacentista aislado en su taller, con el transcurrir de los años el enfoque pluridisciplinar
de la investigación ha encontrado su re‡ejo lógico en la multiplicación de redes organizativas al margen de
cualquier organigrama y, a menudo, encubiertas por ellos, de colevtivos apasionados en el desarrollo de un
proyecto común.»
—Eduard Punset [866]

Para el desarrollo de la organización «es necesario contribuir al desarrollo profesional de los trabajadores,
tanto en el plano individual como colectivo» —cfr. Belet [867].

Este nuevo enfoque de la estructura y proceso empresariales ya recibe un nombre: en red. Aunque no
es más que una aplicación espléndida de la Teoría de Sistemas. Se persigue «una transformación doble: del
trabajo con elementos individuales al trabajo con sistemas y del trabajo en cadena lineal al trabajo como parte
de una red» —cfr. Informe Fast [868] (p. 12)—, en la que «cada uno aprenda de los demás, horizontalmente,
donde cada cual represente un recurso para las otras personas y reciba apoyo y ayuda procedente de múltiples
direcciones diferentes» —cfr. Naisbitt y Aburdene [869] (cfr. Fig. 8.1).

Se de…ende pues el rompimiento de la estructura jerárquica, pseudojerárquica, piramidal, trapezoidal, buro-
crática (Max Weber), tradicional, en favor de la participación total. [...] concebir a la empresa como un
sistema, como una estructura celular, como una red. Una red celular, con múltiples vías de comunicación, debe
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Figura 8.1: Aunque la primera impresión sea de una estructura en
red, no lo es. Como nosotros la entendemos, en la red,
todo nodo está conectado con todo nodo. No se satisface
pues, la «segunda parte» de la de…nición de Naisbitt
y Aburdene [869]: [...] donde cada cual represente un
recurso para las otras personas y reciba apoyo y ayuda
procedente de múltiples direcciones diferentes.» El dibujo
es de Maurits Cornelis Escher.
— Fuente: Bruno Ernst [870].

sustituir a la pirámide taylorista, centralizada.» —cfr. Vásquez Bronfman [871]. No debe olvidarse que los
recursos humanos de una empresa son un «stakeholder» 5 fundamental de la misma.

«Este paso de la jerarquía a las redes es relevante porque asumirlo comporta tener que pensar nuevas necesi-
dades y exigencias, que son constitutivas de las organizaciones y que ya no se pueden abordar con las
herramientas conceptuales convencionales: compartir objetivos, experiencias, trabajo, toma de decisiones,
tiempo, prioridades, responsabilidad y reconocimiento (Rockart y Short, 1991) [875]; cooperación organizati-
va (incluyendo la cooperación entre empresas competidoras), protagonismo de los actores (Solé y Bramanti,
1991) [876]; creación de una comunidad de personas que trabajan de manera cooperativa y descentralizada
con conciencia de interdependencia y de compartir …nalidades (García-Ramos, 1990) [877]; reducción de la
autoridad a partir de la información compartida (Quinn, 1992) [878]; perspectiva más horizontal e igualita-
ria que vertical, dado que adquieren más importancia la competencia y la personalidad (Toer, 1990) [879];
centralidad del individuo a partir de la centralidad de la comunicación (Naisbitt, 1983) [880].»
—Josep María Lozano [137] (p. 261)

Un ejemplo menos reciente, pero del mismo sabor, es la teoría de la gestión participativa (participative
management) de Rensis Likert [881, 882]: la percepción de una mayor libertad hará que los empleados cambien
su manera de pensar en relación a cómo esperan ser tratados; tales expectativas se manifestarán en grados más
altos de participación, iniciativa y autonomía.

«Todas las personas en la organización deben ser escuchadas y tener una autonomía su…ciente dentro de
su trabajo como para tomar decisiones que le atañen directamente, con las cuales pueden mejorar su propio
trabajo y sentirse satisfechos.»
—Andrés Senlle [110] (p. 36)

El System 5 de Likert [883], propone sustituir la organización jerárquica por un sistema recíproco de
in‡uencia y participación, de manera que el mapa de la organización se pareciese más a una red que a una
pirámide. Esta superposición de entre los miembros de varios grupos («link pins») facilitaría, ante la aparición
de con‡ictos, la cooperación necesaria para alcanzar una solución consensuada. Propugnaba la desaparición de
los tratamientos formales, por el mero hecho del cargo, en la organización y la utilización del término asociado
en vez de empleado. Decía, que ello favorecería el surgimiento del liderazgo desde sentimientos de individualidad
pero a través de un propósito compartido.

A propósito del miedo que sufren muchos directivos ante el hecho de compartir tomas de decisiones, ironiza
Tomas J. Peters [884]: «se trata de que ahora los trabajadores puedan decidir desplazar un armario un metro
porque siempre ha estorbado».

5El término stakeholder apareció por vez primera en 1963 en un informe interno del Stanford Research Institute —cfr. Wang
y Dewhirst [872] (p. 115)—. Originariamente, stakeholder designaba a las personas o grupos de ellas que apuestan algo por la
organización y su viabilidad, como una extensión del simple accionista (stockholder o shareholder ). Posteriormente, el signi…cado
del término se ha ido expandiendo, siendo muy difícil su precisión —cfr. Freeman y Reed [873]—. Aunque se han propuesto
muchas de…niciones —cfr. Lozano [137] (pp. 115-140)—, quizás la ya tomada como clásica sea la de Freeman [874] (p. 54): un
stakeholder en una organización es (por de…nición) cualquier grupo o individuo que puede afectar a la consecución de los objetivos
de la organización o que puede ser afectado por dicha consecución.
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García-Ramos [877] propone la siguiente comparativa entre las perspectivas tradicional (burocrática) y la
reciente (en red):

En cuanto a la Estructura:

– Burocracia: Tareas especializadas con dependencia mutua; toma de decisiones y control centralizados;
pautas y políticas únicas; liderazgo único; énfasis en las entidades que activan las relaciones.

– Red: Los miembros son autónomos y funciona a la vez de manera completa e independiente; poder y
responsabilidad compartidos; estimulan perspectivas diversas sobre objetivos y recursos; liderazgo con facetas
múltiples; enfatiza las relaciones.

En cuanto a la Proceso:

– Burocracia: Relaciones precisas y cuanti…cables; partes internas y fronteras externas claras; defensa de las
propias tareas especializadas; importancia superior de la organización social; vínculos mediante recompensas
y castigos.

– Red: Relaciones abstractas y cualitativas; pocas divisiones internas y fronteras precisables; los miembros
hacen diversos papeles de comunicación; importancia ecuánime tanto al individuo como al grupo; cohesión
mediante valores compartidos.

Observe el lector que bajo esta perspectiva, habría que evaluar la red (o sea, hacer una auditoría de la
estructura y proceso de la empresa).

8.3.2 Tecnología

«El tecnócrata es resultado de que un autócrata o burócrata se “modernice” o se sienta “cientí…co” (“hagá-
moslo con calculadoras electrónicas”). El tecnócrata también puede ser alguien que abriga la esperanza de
que rehuirá los problemas humanos escondiéndose detrás de procedimientos “cientí…cos” impersonales.»
—Charles A. Dailey y Frederick C. Dyer [138] (p. 166)

Otro factor a tener en cuenta es el tecnológico. «El indudable papel que las nuevas tecnologías desempeñan
en el desarrollo humano se subraya cuando éstas constituyen una herramienta que acrecienta la dignidad humana
y cuando suponen un incremento en cotas de libertad y bienestar», a…rma Juan Manuel Suárez del Toro
[885], presidente de la Federación Internacional de Sociedades de la Cruz Roja y de la Media Luna Roja.

«“La innovación tecnológica, ¿es buena o mala?” A lo que se responde habitualmente: “Depende del uso
que se haga de ésta”. Una pregunta mal formulada sólo puede ser contestada con una mala respuesta.»
—Luis Nuño [886] (p. 6)

Parece obvio que «en el centro de toda organización se encuentra la tarea desempeñada y la tecnología
utilizada para desempeñarla» —cfr. Hampton [887] (p. 119)—. La tecnología conforma los puestos de
trabajo, predispone los patrones de conducta de los trabajadores, determina las habilidades y técnicas adecuadas
requeridas para el desempeño de los diferentes puestos, generando diversos grados de satisfacción en el trabajo
—cfr. Benavides [888] (p. 44-45)—, siendo la producción artesanal la que proporciona mayor satisfacción, la
producción en masa, la que menos y la producción por proceso un nivel intermedio —según la tipología acuñada
por Joan Woodward [889] (léase también a Hampton [887], p. 119)—. Joan Woodward [890] fue pionera
en el estudio del impacto de la tecnología sobre la estructura organizativa de la empresa, convirtiendo a aquélla
en una variable destacable en el diseño de la organización.

«Un ejemplo de todo esto se puede encontrar en la historia de la mecanización industrial durante el siglo
XIX. Hacia 1885 se instalaron en la planta de fabricación de segadoras Cyrus McCormick de Chicago mo-
dernas máquinas neumáticas de forja, una innovación reciente y con su e…cacia aún por probar, con unos
costes estimados de 500.000 dólares. En la interpretación económica tradicional de tal suceso se esperaría
que esta decisión hubiese modernizado la fábrica y logrado el tipo de e…cacia que generalmente implica la
mecanización. Pero el historiador Robert Ozanne ha mostrado por qué este desarrollo debe contemplarse
en un contexto más amplio. Precisamente en ese momento, Cyrus McCormick II se hallaba envuelto en
una lucha contra el sindicato nacional de forjadores. En realidad, él veía la utilización de esas nuevas
máquinas como una forma de ”arrancar de raíz los elementos subversivos entre sus trabajadores”, es decir,
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los trabajadores especializados que habían organizado el sindicato local de forjadores en Chicago (Ozanne,
1967 [891]). La nuevas máquinas, manipuladas por trabajadores no especializados, realmente producían
resultados de peor calidad a costes más altos que los primitivos procesos. Tras tres años de utilización, las
máquinas fueron simplemente eliminadas, pero para entonces ya habían cumplido su misión: la destrucción
del sindicato. De esta manera, la historia de estos desarrollos técnicos en la fábrica McCormick no pueden
entenderse adecuadamente sin hacer referencia a los intentos de organización de los trabajadores, la política
de represión de los movimientos sindicales en Chicago durante aquel periodo y los sucesos relacionados
con el atentado con bomba en Haymarket Square. La historia de la tecnología y la historia de la política
norteamericana se entrelazan …rmemente en este caso.»
—Langdon Winner [892]

Mucho esfuerzo se ha dedicado desde entonces al estudio de la «intervención» de la tecnología en la or-
ganización. Por ejemplo, Charles Perrow [893] (p. 80) mantiene que «las organizaciones intencional o no
intencionalmente buscan maximizar la congruencia entre su tecnología y la estructura». Pero no sólo es nece-
saria esta congruencia entre la tecnología y la estructura organizativa; el propio sistema tecnológico exige una
coherencia interna entre todas sus tecnologías componentes. Aït El Hadj [894] (pp. 29-30) establece una
taxonomía: tecnologías fundamentales (transformación de la materia, muy próximas a la ciencia, por ejemplo,
la electrónica), tecnologías genéricas (subconjuntos homogéneos de las tecnologías fundamentales, por ejemplo,
el tratamiento electrónico de la información), tecnologías de aplicación (proyección especí…ca de las tecnologías
genéricas, por ejemplo, informática, robótica, o…mática, etc.). Y las tecnologías componentes no permanecen
estáticas, sino que están sujetas a un proceso de cambio y renovación, «de destrucción creadora de tecnologías
anteriores, pero también de recuperación-regeneración» —cfr. Aït El Hadj [894] (pp. 111-112)— (ver Figura
8.2).

Nuevas 
tecnologías

DifusiónSustitución

Regeneración

Regeneración de 
tecnologías 
tradicionales

Desarrollo de 
aplicaciones

Hundimiento de 
tecnologías 
tradicionales

Figura 8.2: Relaciones intertecnológicas.
— Fuente: Benavides Velasco [888] (p. 63), a partir de Aït El
Hadj [894] (p. 113)

Sin lugar a dudas, una muy buena fuente de conocimiento dentro de nuestra comunidad cientí…ca sobre
las diferentes interrelaciones entre tecnología y organización, con multitud de referencias es la obra de Carlos
Benavides Velasco [888]. También debería leerse a Navas López [895] y a Vegara Carrió [896].

«El experimento es la primera modi…cación de la naturaleza, y la máquina es el resultado, la cristalización
de una serie de experimentos afortunados. El entusiasmo con que el hombre se lanzó a esta conquista, a esta
posesión física de la naturaleza, ha hecho posible nuestra ciencia y nuestra técnica actual: hacemos por arte,
por arti…cio, cosas tal como ellas se producirían por naturaleza. O como ha expresado con más exactitud
Zubiri, “nuestra técnica produce arti…cialmente entes naturales”, “lo que para un griego constituiría la más
inadmisible paradoja”.»
—Carlos Fernández Casado [897] (p. 196)

8.4 La elección de candidatos

«El proceso de selección se reduce a las dos cuestiones siguientes: (A) ¿Sé qué es lo que estoy buscando?,
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y (B) ¿Soy capaz de reconocerlo en cuanto lo veo?»
—John Munro Fraser [898]

«¿La mejor decisión posible para quién? [...] Pero la pregunta no es banal ni, mucho menos, irrelevante.
Equivale a preguntarse si hay sólo una mejor decisión posible o varias decisiones mejores. Tantas “mejores
decisiones” cuantos sean los grupos de interese a los que éstas van referidas, y que se dan cita objetivamente
y con su…ciente poder, en el interior real de la empresa.»
—Antonio Marzal [899] (p. 27)

Dentro de todo el campo abarcado por estos temas de administración con las personas, nos centramos
en esta sección en el problema de la elección6, tanto de aspirantes por parte de las organizaciones como de
organizaciones por parte de los aspirantes, situaciones ambas frecuentes, debido a las constantes ‡uctuaciones
del mercado laboral —cfr. Gil [900].

Por elección de personal (selección, dicen otros) entendemos el proceso que obtiene como resultado la elección
del aspirante más apropiado para el trabajo más adecuado. Queremos decir: desde la perspectiva del aspirante,
el trabajo es el más adecuado para él, y desde la perspectiva de la organización, el aspirante es el más apropiado
para dicho trabajo. La elección es pues un proceso de decisión.

Una decisión que habrá de ser tomada por uno o varios expertos, y que obviamente se basa en la con…anza
depositada por la organización en ellos. Esta con…anza se basa en el contenido de conocimiento y pericia que
posee el experto. Pero esto, ¿cómo se mide? ¿Cómo de experto es un experto? Helmer [901] discute este
problema. Churchman [81] dice que «sólo conocemos lo que una persona conoce observando la elección y
conociendo el procedimiento de elección». Un problema añadido es que lo que una persona conoce puede ser
sólo lo que cree —cfr. White [79] (p. 89)—, o aún peor, lo que cree conocer.

Cuando una organización se enfrenta al acometimiento de una tarea, debe hacer, como mínimo, tres análisis:
un análisis técnico, un análisis de la organización y un análisis de personal. El primero, que en general
se re…ere a cosas, intentará proporcionar una respuesta a la pregunta: ¿es necesario llevar a cabo esa tarea?
Mediante el segundo, se intenta determinar el departamento, la área, en de…nitiva, el lugar de la estructura de
la organización más adecuado para realizar la acometida de la tarea, con todo lo que ello supone en materia de
coordinación y comunicación. Una vez determinado si ha de realizarse la tarea, cómo y quiénes pueden realizarlo
(simplemente por su posición en el organigrama de la organización), es hora de concretar este quién. Un análisis
de los talentos humanos permite dar una respuesta concreta en referencia a un trabajador, candidato o grupo
o equipo de personas, determinado: ¿Será fulano, o serán fulano, mengano y zutano, capaces de desempeñar
adecuadamente la tarea en estudio? Un análisis puramente técnico referente al trabajo o a las cuali…caciones
de las personas, donde no se valore ninguna característica humana, está condenado al fracaso.

Hay que poner un precio a las cualidades que se desean —cfr. Dailey y Dyer [138] (p. 47).

«Supongamos que estas características se pueden comprar en cualquier cantidad, a diez centavos de dólar
cada una. Tenemos 10 dólares para gastar. ¿Cómo las exigiremos? ¿Cuánto gastaremos en cada una de las
características que estimemos importantes?
Una vez hecho esto, repasemos la lista que hayamos elaborado. Si decidimos gastar 2,50 dólares en “co-
nocimientos técnicos” y 1,25 dólares en “habilidad administrativa”, pensémoslo con detenimiento. Lo que
estamos diciendo es que estimamos dos veces más importante el conocimiento técnico que la habilidad ad-
ministrativa. ¿De veras lo creemos así? Posiblemente así es, pero una de las ventajas fundamentales de
asociar valores es que se abre la oportunidad de estudiar sobre una base común, factores no relacionados
entre sí. Esto puede conducir a mejorar las decisiones que se toman.»
—Joseph G. Mason [902]

Charles A.Dailey y Frederick C.Dyer [138] (pp. 48-56) recomiendan analizar, en todo análisis de personal,
como mínimo, los cuatro factores siguientes: inteligencia (conocimiento de la organización, conocimientos
técnicos ajenos a su especialidad, capacidad de aprendizaje, capacidad de síntesis, visión de lo que necesita
un cliente, etc.), energía, acometividad y persistencia (consecución de las tareas, energía y empeño que
demuestra en ello, ambiciones, etc.), capacidad de persuasión y para las relaciones interpersonales
(si es calmado o nervioso, si es neutral o favorecedor, cómo les parece a los demás, etc.), y personalidad,
madurez emocional (seguridad en sí, actitud ante la presión, estabilidad emocional, vida familiar y entorno
de amistades, etc.).

6 Recordemos al lector —ante su posible extrañeza, después de haber leído en tantas ocasiones en esta Tesis, elección, y haber
leído en tantas otras, fuera de ella, selección, y pareciendo referirse a los mismos problemas—, que muchas veces —cfr. White
[79]— se distingue entre selección y elección para acentuar la diferencia entre seres humanos y máquinas: los primeros pueden
elegir y seleccionar, mientras que, actualmente, las máquinas sólo seleccionan —cfr. §1.3.
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Claro que todo depende del empleador. Por ejemplo, los alfa entre los alfa que siempre busca Bill Gates,
los superinteligentes (la expresión que él usa), se caracterizan por no ser marginalmente mejores que los
simplemente buenos, sino que son mejores en todo un orden de magnitud medido con cualquier criterio que
se desee utilizar: creatividad conceptual, velocidad (capacidad «relámpago», en «tiempo real», de asimilación
de conocimiento nuevo), capacidad de generar preguntas agudas de modo inmediato, capacidad de percibir las
conexiones existentes entre ámbitos dispares del conocimiento, ingenio de diseño o capacidad para solucionar
problemas, o las más especí…cas como: poseer tal familiaridad con las estructuras de programación que un
vistazo rápido sea su…ciente para comprender una larga impresión de código, pensar obsesivamente en el código,
incluso cuando conduce o come, poder de concentración intenso, poseer una memoria fotográ…ca del código.
Según Bill Gates, «hay que favorecer la inteligencia sobre cualquier otra cosa, incluso sobre la experiencia»
—cfr. Stross [903] (cap. 2).

Este proceder de búsqueda de satisfacer cualidades, es válido igualmente para la evaluación del de-
sempeño o rendimiento de un trabajador en su puesto de trabajo —cfr. Bazinet [904]; Dunnette [905]—.
Seguramente, la prognosis del desempeño futuro, requiera de la valoración del desempeño pasado y presente.
El comportamiento de los seres humanos suele ser repetitivo —ya se sabe, tropezar con la misma piedra, en el
mismo sitio—, para nuestra homeostasis es fundamental la monotonía, la estabilidad de ciertos factores. No
podríamos vivir si todo lo que nos in‡uyera estuviese en perpetuo cambio.

8.5 Personas y puestos:
unidades vagamente per…ladas en el sistema

«Su aspecto no podría imaginárselo nadie. A las mujeres, en general, de muy poco sirve intentar describir-
las, y encima yo, para las descripciones no tengo talento. Pero algo hay que hacer; es necesario que el resto
del mundo se entere de la existencia de este país.»
—Charlotte Perkins Gilman [906] (p. 29)

Analizaremos dos maneras de proceder: elección por comparación de per…les y elección por valoración. No
obstante, ambas suponen que las personas (la primera, además, los puestos) pueden ser identi…cadas con un
per…l de atributos, propiedades o descriptores, y que además, la comisión de evaluación tiene la capacidad de
poder y saber asignar una puntuación a cada uno de los descriptores, para cada una de las personas (y en el
primer caso, también para cada uno de los puestos). La primera corresponde a comparar cada persona con el
puesto, y la segunda, a comparar las personas entre sí.

La elección por comparación de per…les se basa en comparar los requisitos del puesto con las carac-
terísticas de las personas interesadas, con respecto a tales requisitos. Como hipótesis asumimos la existencia de
un per…l psicoprofesiográ…co ideal del puesto, generalmente de…nido mediante un conjunto de características,
que son interpretadas como capacidades o cualidades y en de…nitiva exigencias, que los posibles candidatos o
trabajadores deben satisfacer en mayor o menor grado, y que han sido proporcionadas por un proceso de análisis
y descripción del puesto. El procedimiento consiste en asignar unos grados de satisfacción ideales, de manera
que, por ejemplo, el problema de encontrar el mejor candidato para un trabajo puede resolverse mediante un
juicio por comparación entre el per…l asignado al candidato (el ejemplar) y el per…l del puesto de trabajo
ofertado (el ideal)7.

En el caso de la elección por valoración no hay un psicoprofesiograma ideal para el puesto de trabajo;
sólo hay factores que se evaluarán (positivamente) y se elegirá al candidato al que la comisión de expertos asigne
una mayor puntuación.

Para ambas formas de proceder usaremos el modelo general de solución de problemas de Simon8 —cfr.
Simon [910, 911]—, cuyas etapas son básicamente:

1. Fase inteligente: comprender y diagnosticar el entorno de resolución del problema. En nuestro caso,
7En realidad, ambos per…les son «ideales». El per…l ideal de un candidato puede determinarse como una agregación de

la información aportada por diferentes per…les: un per…l individual elaborado por el propio candidato (auto-evaluación), un per…l
resultante de agregar o promediar las evaluaciones hechas por los colegas de trabajo del candidato, un per…l aportado por sus
jefes, un per…l aportado por unos expertos (ajenos a la empresa), etc. El per…l del puesto de trabajo ofertado usualmente es
aportado por una serie de expertos (antiguos trabajadores, etc.); es lo que se conoce como proceso de análisis y descripción
del cargo.

8El modelo de Simon es un modelo genérico de resolución de problemas, que se aplica igualmente en otros muchos ámbitos.
Por citar un ejemplo, en Ingeniería de Sistemas —cfr. Arbones [907]; Pressman [908]—, siendo frecuente la representación del
proceso de decisión mediante árboles de decisión —cfr. Boehm [909].
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establecer objetivos (per…l psicoprofesiográ…co del puesto o puestos de trabajos ofertados en el caso de
elección por comparación de per…les e identi…cación de factores a evaluar en el caso de un proceso de
elección por valoración).

2. Diseño: entre estas actividades se encuentran la creación, diseño y modi…cación de soluciones alternativas.
En de…nitiva, identi…car las estrategias, que en el caso de la elección de personal, serían los candidatos.

3. Fase de elección: Elegir la estrategia óptima (el candidato óptimo para cada puesto ofertado).

Los grados de satisfacción que se asignan a las diferentes cualidades exigidas, pueden ser representados en
lógicas multivaluadas —cfr. Tabla 8.1—, o con conjuntos de valores (casi-intervalos) —cfr. Tabla 8.2—. Estos
grados permiten cali…car diferentes frases evaluadoras —cfr. v. gr. Tabla 8.3.

Grado Signi…cado
A «Se aplica la frase adecuadamente al desempeño de los empleados»
B «Se aplica la frase muy bien al desempeño de los empleados»
C «Se aplica la frase bien al desempeño de los empleados»
D «Se aplica la frase razonablemente al desempeño de los empleados»
E «Se aplica la frase inadecuadamente al desempeño de los empleados»

Tabla 8.1: Signi…cado de cinco grados de satisfacción que permitirán evaluar a…rmaciones.
—Fuente: Chiavenato [852].

Grado Signi…cado y Asignación de valores
A «Excelente» ´ f10g
B «Por encima del promedio» ´ f7; 8; 9g
C «En el promedio» ´ f4; 5; 6g
D «Por debajo del promedio» ´ f1; 2; 3g
E «Nulo» ´ f0g

Tabla 8.2: Signi…cado, con asignación de valores o conjuntos de valores numéricos, de cinco
grados de satisfacción que permitirán evaluar a…rmaciones.
—Fuente: Chiavenato [852] (p. 332).

Frases representativas de las cualidades xj E D C B A
x1 =«Tiene mucho interés en aprender» X
x2 =«Es celoso con el material bajo su cuidado» X
x3 =«Trabajo con mucha rapidez» X
x4 =«Desempeña bien las tareas minuciosas» X
x5 =«Tiene espíritu de iniciativa» X
x6 =«Resuelve solo problemas de trabajo» X
x7 =«Ejecuta trabajos de excelente calidad» X
x8 =«Cumple correctamente las determinaciones» X
x9 =«Tiene facilidad para expresarse» X
x10 =«Demuestra bastante control emocional» X
x11 =«Muy escrupuloso en todas las tareas» X
x12 =«Se impone con facilidad en el grupo» X

Tabla 8.3: Posible evaluación penta-valorada de ciertas cualidades desarrolladas por un traba-
jador, durante su estancia en la empresa
—Fuente: Chiavenato [852] (p. 320).

Penta- es también el caso del método de especi…cación y valoración quíntuple «de los cinco factores» de
John Munro Fraser [898]:

Factor 1: Impacto sobre los demás (tipo de respuesta que suscita en los demás la apariencia, la conversación
y los modales del individuo);

Factor 2: Cuali…cación y experiencia (conocimientos y formación que exige cada tipo de trabajo);

Factor 3: Capacidades innatas (rapidez y precisión con que trabaja la mente del individuo);
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Factor 4: Motivación (clase de trabajo que interesa a una persona y la cantidad de esfuerzo que ésta está
dispuesta a aplicar);

Factor 5: Equilibrio emocional (cantidad de tensión que implica el convivir y trabajar con otras personas).

Munro Fraser [898] trabaja suponiendo que la distribución de cualquiera de los factores es una normal
discretizada sobre cinco intervalos de clase —cfr. Fig. 8.3.

Figura 8.3: El sistema de los cinco factores
— Fuente: Munro Fraser [898].

En vez de una lógica penta-evaluada —cfr. §4.3—, como la anterior, podríamos usar lógica borrosa. En
los últimos años, bastantes problemas pertenecientes a la Administración con Personas, han sido modelados
en términos de problemas borrosos —cfr. Gil Aluja [831]; Kaufmann y Gil Aluja [832]—. La Fig. 8.4
muestra un ejemplo de diferencial semántico del tipo de los propuestos por Osgood, Suci y Tannenbaum
[912]: puede ser interpretado en una lógica hepta-evaluada o en una lógica borrosa (introduciendo el usuario
su estado mediante el control activo).

Todo ello también sería aplicable a cuestionarios de respuestas, en principio, cualitativas, como por ejemplo
el cuestionario de diagnóstico de la resistencia al cambio de Castresana y Blanco [914] (p. 84) —versión de
Benavides [888] (p. 134)— (cfr. Tabla 8.4). Este cuestionario trata de evaluar la resistencia al cambio de los
trabajadores. Está pensada para que el ejecutivo se ponga en lugar de ellos y la cumplimente. Originalmente,
por cada pregunta que parezca importante para el cambio propuesto se asignará un signo positivo cuando se
prevea que este factor aumentará la aceptación, un signo negativo cuando se estime que fomentará la resistencia
y una interrogación en los casos de duda —cfr. Benavides [888] (pp. 134-135)—; es decir, la forma de
evaluación estándar consiste en utilizar una lógica de tres valores. Esta idea es general para el caso de respuestas
cualitativas: basta de…nir un concepto de utilidad o de satisfacción —en nuestro ejemplo, la aceptación del
cambio— y valorar según una escala normalizada de valores.

Otros tratamientos se basan, por ejemplo, en la teoría de la utilidad —cfr. Thorndike [915] (Cap. 11)—,
el análisis factorial de componentes —cfr. Meili [916]; Agell Ferrer y Segarra [917] (pp. 168ss.)—, el
análisis factorial de correspondencias (valoración de los atributos en escala nominal) —cfr. Agell Ferrer
y Segarra [917] (pp. 192ss.)—, el escalado múltiple dimensional (atributos no especi…cados a priori, traba-
jándose con juicios de valor entre pares) —cfr. Agell Ferrer y Segarra [917] (pp. 213ss.)—, las redes de
neuronas arti…ciales —cfr. Wilkins y Sands [918, 919], la combinación de redes de neuronas arti…ciales y
algoritmos genéticos —cfr. Gargano, Marose y Von Kleeck [920, 921]—, o los sistemas expertos híbridos
borrosos (reglas/marcos), basados en redes de Petri coloreadas y «tokens» de estados controlados (controlled
state tokens, CST) —cfr. Shiu, Liu y Yeung [922].

La elección no termina con el contrato del candidato. Es necesario un plan de respaldo para asegurar
que la persona obtenga la preparación y condiciones adecuadas para lograr los resultados deseados (plan que
puede concretarse en cursos de formación, no sólo «técnicos», sino también de relaciones interpersonales, de
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 1   2   3   4   5   6   7  
tenso  relajado 
flojo  rígido 

inhibido  libre 
cerrado  abierto 

vacilante  espontáneo 
inquieto  calmado 

afable  inquieto 
susceptible  indiferente 

tranquilo  agresivo 
autoposeido  airado 

irritado  sereno 
inseguro  seguro 
expuesto  prudente 
incapaz  autónomo 

pesimista  optimista 
contento  enfadado 

 1   2   3   4   5   6   7  

Figura 8.4: Ejemplo de escala diferencial «tipo Osgood»—cfr. Osgood, Suci y
Tannenbaum [912]—, usada en este caso para valorar determinadas
reacciones emotivas típicas ante situaciones especí…cas.
— Fuente: Elaboración propia (la terminología proviene de Huber
[913], p. 102).

comunicación; en poner a su disposición, como asistente personal, algún técnico experto, etc.) —cfr. Dailey
y Dyer [138] (p. 66).

«Hoy en día, los buenos directivos son, también, educadores, formadores de su gente, llevan a cabo, real-
mente, una labor pedagógica enseñan, muestran cómo se han de hacer las cosas. A veces bajo el epígrafe de
coaching, otras de mentorship, las más de las ocasiones debería ser, ante todo y en primer lugar, a través
del ejemplo. Han de ser ejemplares, coged la doble intención.»
—Carlos M. Moreno-Pérez [923]

La Tabla 8.5 muestra un esquema del proceso clásico de elección (selección, según Luis Puchol).

8.6 La importancia de una buena elección

«Steve Finkel, destacado conferenciante en el tema de la búsqueda de talentos, relata la historia de una
empresa que debía llenar un importante cargo. La empresa lo anunció en el Wall Street Journal con un
aviso sin identi…cación, pero la respuesta dejó mucho que desear. Después, una eminente …rma de búsqueda
de personal convenció a esta pobre gente de que la tarea era tan difícil que se necesitaba un honorario de
25.000 dólares distribuidos a lo largo de cuatro meses. No se prometían resultados, sólo realizar el mayor
esfuerzo. La …rma de búsqueda de personal cumplió su tarea en el tiempo asignado, y la recomendación fue
aceptada sumisamente: la empresa debía promover al ayudante del cargo vacante, asignándole el puesto.
Pagar 25.000 dólares para recibir la noticia de que uno empleó hace dos años a la persona conveniente es
una lección un tanto embarazosa.»
—Martin John Yate [924] (p. 27)

Fuente : Hauenstein [925].
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Aspectos relacionados con uno mismo: ¿Cómo cambiará ...
... la satisfacción de mis necesidades básicas?
... la satisfacción de mis necesidades de orden superior?
... mi salario?
... mis posibilidades de promoción?
... mi opinión sobre mí mismo?
... mi in‡uencia informal (poder)?
... mi in‡uencia formal (autoridad)?
... mi futuro en esta organización?
... mi escala de valores anterior?
... mis sentimientos?
Aspectos relacionados con el trabajo: ¿Cómo cambiará ...
... la cantidad de trabajo que hago?
... mi competencia en el trabajo?
... mi interés por el trabajo?
... la importancia de mi trabajo?
... las presiones del trabajo (estrés)?
... mi entorno físico?
... mi horario de trabajo?
Otros aspectos: ¿Como cambiarán ...
... mis relaciones con los directivos colaterales?
... mis relaciones con mi superior?
... mis relaciones con mis subordinados?
... mis relaciones con mi familia?
... mis relaciones con mis amigos?

Tabla 8.4: Cuestionario de diagnóstico de la resistencia al cambio de Castresana y Blanco
[914] (p. 84)
—Fuente: Benavides [888] (p. 134)

Fases previas
— Descripción de las funciones. Elaboración del per…l psicoprofesiográ…co.
— Reclutamiento de candidatos.
— Preselección por el currículum o formulario de solicitud.

Fases centrales
— Pruebas (profesionales, psicotécnicas, etc.)
— Primera entrevista.
— Segunda entrevista.
— Comprobación de referencias.
— Toma de decisión.

Fases …nales
— Contratación.
— Adscripción al puesto de trabajo.
— Reconocimiento médico.
— Entrenamiento.
— Seguimiento del período de prueba.

Tabla 8.5: Esquema del proceso de selección.
—Fuente: Puchol [129] (p. 95).
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Aunque peque de perogrullada, es así, y hay que decirlo. Las investigaciones muestran, que, en media,
incluso los reclutadores más experimentados eligen con acierto a los candidatos en un 50 por ciento —cfr.
Fisher [926]; Smart [927]—. Se ha probado que ver la contratación de empleados como un gasto en vez de
como una inversión, constituye una signi…cante pérdida de recursos, a la vez que no ayuda en absoluto a cultivar
un ambiente de alto rendimiento —cfr. Taylor [928].

Diferentes estudios identi…can el movimiento o rotación externa —(turnover), personas que abandonan la
organización voluntariamente— de empleados como uno de los problemas más costosos en las organizaciones.
Una buena elección ayuda a prevenir y reducir este problema de movimiento. La mejora del «ajuste» inicial
entre un individuo y un puesto de trabajo, tiene un gran impacto sobre el movimiento —cfr. Hauenstein
[929]—. Un estudio reciente elaborado en la Universidad de Harvard, muestra que el 80 por ciento del movimien-
to de empleados se debe a errores en la elección —cfr. Hirschman [930]—. No sólo debe preocupar atraer
candidatos hacia la organización, sino también aumentar la posibilidad de que éstos permanezcan en la misma
una vez que hayan sido contratados —cfr. Dolan, Schuler y Valle Cabrera [931].

Los estudios también demuestran que los nuevos contratados cuyos valores se ajustan bien con la cultura de
la organización, tienden a integrarse más rápidamente, se sienten más satisfechos, e intentan permanecer en la
organización por más tiempo —cfr. O’Reilly, Chatman y Caldwell [932]—. A diferencia de esto, y como
parece intuitivamente lógico, un ajuste inicial más pobre entre candidato y puesto, conlleva la no satisfacción en
el trabajo, mayores niveles de stress relacionado con el trabajo, y por supuesto, continuos intentos de abandonar
la organización, en de…nitiva, muchos con‡ictos —cfr. Lovelace y Rosen [933]; Leboeuf [934].

Bavendam Research Inc. [935] identi…ca cinco factores. Según sus grados, los trabajadores desearán quedarse
o marcharse. Cuando son bajos, los trabajadores quieren marcharse. Cuando son elevados, quieren quedarse:
Entrega (commitment, cuando los trabajadores están orgullosos de la organización y comparten sus ideales y
valores, quieren quedarse), prospectiva a largo plazo, satisfacción en el trabajo, estrés (si es alto signi…ca que
está atrapado por su trabajo, sin embargo, bajos grados de estrés pueden ocasionar la marcha del trabajador),
e imparcialidad.

8.7 ¿Inundado de solicitudes?:
Piense en el «reclutamiento electrónico»

Ya es corriente hablar de reclutamiento electrónico (e-recruiting). María Paz Andrés Reina y Dolores
Tous Zamora [936] (pp. 2-4) relacionan algunas ventajas de éste:

² Mayor cobertura y amplitud de alcance.

² Ofrece una mayor cantidad de información sobre el puesto y la organización.

² Presencia incrementada (mayor duración de la publicidad).

² Acceso e información 24-7-365 (24 horas al día, 7 días a la semana, 365 días por año).

² Comunicación instantánea entre empresa y candidatos.

² Ahorro en tiempo.

² Ahorro en costes.

² Versatilidad (actualización de la información).

² Igualdad en el campo de juego (PYMES frente a grandes organizaciones).

² Valoración de la empleabilidad.
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² Mejores candidatos (mínimo de habilidades tecnológicas si son capaces de acceder al reclutamiento elec-
trónico).

² Gran segmentación inicial.

² Con…dencialidad.

² Disminución del «ruido» (número de per…les no aceptables que llegan) y del «aire» (número de per…les
aceptables que no llegan).

y también algunas desventajas —cfr. Andrés Reina y Tous Zamora [936] (p. 4); cfr. item v. gr.
Navarro [937]; Rico [938]:

² La falta de contacto humano entre la empresa y los candidatos.

² La sobrecarga de currículums en la red.

² La di…cultad de segmentación del público.

² El riesgo de realizar procesos de elección discriminatorios.

² El respeto a la privacidad de los datos de los candidatos disponibles en la red.

² El aún limitado, pero exponencialmente creciente, número de usuarios de la red.

² No todos los usuarios utilizan la red para buscar trabajo.

² El per…l de los usuarios que se valen de la red para buscar trabajo, principalmente jóvenes, sin experiencia
y con conocimientos de nuevas tecnologías, limitan el tipo de puestos de trabajo que se pueden ofrecer
por ella.

² Los departamentos de recursos humanos y los sistemas de información de la empresas aún no están dotados
de personal ni medios capaces de aprovechar las oportunidades que les ofrece Internet.

Pero quizás el problema más grave si se usa Internet es que se genere una base enorme de candidatos, entre
los cuales habrá que buscar el mejor (el killer o top applicant, como a veces aparece denominado en la literatura
en inglés).

Tradicionalmente, los programas de ayuda a los reclutadores se guiaban por palabras, frases o conceptos
claves. Pero esto ha mostrado ser ine…caz, pues se encontraban candidatos inadecuados (falsos positivos), mien-
tras que algunos cuali…cados eran eliminados (falsos negativos). Por cierto, diversos expertos, entre tantos de
ellos Patrick Hauenstein, presidente de Advantage Hiring, insisten en la conveniencia y grandes ventajas de
estructurar la información de los candidatos y los puestos, mediante per…les, para poder así compararlos —cfr.
Hauenstein [925]—. Ya existen en la red múltiples tecnologías que ofrecen baterías de tests técnicos con el
propósito de identi…car las habilidades de los sujetos en estudio (v. gr. ReviewNet.com o Brainbench.com).
La empresa Advantage Hiring de…ende y promueve el uso de las entrevistas de respuestas cerradas —cfr.
Hauenstein [925]—, que igualmente permiten de…nir los per…les psico-profesionales de los candidatos y del
puesto. En cualquier caso, los candidatos no tienen más que contestar a unas pocas cuestiones acerca de las
habilidades requeridas para desempeñar e…cientemente el trabajo. El software es capaz de ordenar automáti-
camente a los candidatos, según sus respuestas. El empleador puede acceder, si así lo desea, a los per…les
individuales de los candidatos. Diferentes mecanismos de comparación, como las propuestas que desarrollamos
en estas páginas, se sitúan en la trastienda.

8.8 Hay que sincerarse con los candidatos

«Cuando se dijo que Annie Besant, la sabia dama, había exclamado: “Acepto el universo”, Emerson co-
mentó: “¡Por Dios, más vale!” Igualmente, cuando un gerente dice: “Tengo que trabajar con personas”, la
respuesta mani…esta es “¿Con quién, si no?”»
—Charles A. Dailey y Frederick C. Dyer [138] (p. 160)
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Que yo sepa, la complaciencia y la ufanía son características humanas. Que un trabajador se sienta satisfecho
con su trabajo lo torna en el mejor garante de la senda hacia el éxito de la empresa.

Como a…rma Ruth Moskowitz [939], un buen ajuste signi…ca que la persona no sólo estará satisfecha con
el trabajo (medido por sus características más internas), sino también con el ambiente de trabajo (o sea, con
la organización) y con otras condiciones de oportunidad en el trabajo (v. gr. localización, salario, promoción,
etc.) Así que parece que las organizaciones debieran sincerarse con sus potenciales trabajadores. Una propuesta
es el que las organizaciones aporten a los candidatos información realista, pertinente y no distorsionada, sobre
el puesto de trabajo, una propuesta de trabajo realista (PTR) —realistic job preview (RJP)—. Una PTR
podría incluir —cfr. Moskowitz [940]:

² Describir un día típico en el trabajo.

² La visión de la organización y sus valores.

² Aspectos del trabajo en los que otros han tenido di…cultad.

² Aspectos del trabajo grati…cantes para otros.

² Oportunidades de desarrollo y promoción profesional.

² Compensación y bene…cios.

² Requisitos: viajes, demandas físicas, turnos, horas extras, disponibilidad fuera de turno, reclamaciones de
los clientes.

² Reorganizaciones pendientes.

² Pasos en el proceso de elección.

Con las PTR, la realidad del trabajo es …el a sus expectativas —al menos, en teoría—. De aquí, que la
satisfacción futura del trabajador sea mayor, la entrega, el compromiso del trabajador con la organización
sea más fuerte, y el movimiento sea menor —cfr. Wanous [941]; Breaugh [942]; Dean y Wanous [943]—.
De hecho, Premack y Wanous [944] estiman que el uso de las PTR puede conseguir reducir el movimiento
voluntario de personal entre el 10 y el 15 por ciento.

Quizás todo esto cobre una mayor importancia en el «submundo» de la oferta y demanda de puestos
tecnológicos, donde la especialización está a la orden del día, y por tanto los candidatos son escasos. En este
caso, además de tener las organizaciones que sincerarse con ellos, deberán tener cuidado de no aburrirlos con
largos procesos de elección —cfr. Hauenstein [945].

8.9 Programas de referencia de empleados

«Una hora de conversación vale más que cincuenta cartas.»
—Marie de Rabutin-Chantal (marquesa de Sévigné) <Cartas> (sus más de 1500 cartas son consideradas
una joya de la literatura francesa)

¿Y qué mejor forma de dar a conocer la organización que a través de sus empleados? Son cada vez más
las empresas que desarrollan y ejecutan un programa de referencia de empleados (refer-a-friend) —también
denominado Employee Referral Program (ERP)—. Según José Luis Ardanza [946], actualmente, el 70 por
ciento de los empleos se encuentran mediante conocidos.

La red de contactos (networking) de un individuo, se entiende como el resultado dinámico del continuo
crear, diseminar y ampliar el círculo de sus conexiones e in‡uencias —cfr. Bowes [947] (p. 38) via Crespo
Sánchez y Toledano Garrido [948] (p. 391)—, cuidando incesantemente las relaciones sociales.

A la hora de elegir, los encargados pre…eren a personas recomendadas a desconocidos, aunque estos últimos
tengan un buen curriculum —cfr. Crespo Sánchez y Toledano Garrido [948] (p. 393)—. La realidad es
que los candidatos procedentes de las redes de contactos poseen una perspectiva más realista de la organización,
pues sus «padrinos» les han proporcionado información interna de la empresa, información «íntima», que la
organización nunca consideraría incluir en una propuesta de trabajo realista (PTR), ya sea porque piense que
no es relevante, ya sea por desconocimiento por parte de la ejecutiva —cfr. Wanous [941].

Por ello las organizaciones deben esmerarse en «cuidar» a sus empleados, porque ellos son los principales
difusores de las «intimidades» de la organización. Si se pretende que los empleados sean referentes de la
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organización, debe velarse por las relaciones con ellos y con los sindicatos, so pena de verse mermada la cantidad
y calidad de los referentes —cfr. French [949] (p. 249) via Crespo Sánchez y Toledano Garrido [948]
(p. 390).

El esfuerzo que, sin duda, supone convencer a un amigo para que preste sus servicios a la organización,
hace que esta última recompense al padrino, o bien en especie, o bien económicamente. En esto hay mucha
variabilidad; por ejemplo, entre 601 y 6.010,1 euros, ofrece Nortel Network, en función del puesto a cubrir, y
entre 5.305,3 y 13.258,3 euros, IBM Global Service, según el número de referencias aportadas por el empleado
(desde la primera a la cuarta) —cfr. Crespo Sánchez y Toledano Garrido [948] (p. 389).

Cabe comentar en este punto que no debe confundirse la referencia de empleados con ningún tipo de
manipulación. Los manipuleos a los que hacíamos referencia en §1.9, al igual que el acoso psicológico en el
trabajo —si éste tiene como propósito que el acosado se marche para dar entrada a un nuevo empleado—, son
malintencionados y usualmente persiguen bene…cios personales (el …n no es el bene…cio de la organización, sino
el individual). Para evitar, en cierta medida, suspicacias, varias organizaciones prohíben que puedan presentar
candidatos a los miembros del departamento de personal, así como a las personas directamente implicadas en
el proceso de elección —cfr. Crespo Sánchez y Toledano Garrido [948] (p. 388).

8.10 ¿Me ayudas a elegir un puesto?

Pero, por otro lado, no podemos ni debemos olvidarnos de que existen mercados de trabajo en los que la oferta
de puestos es superior a la demanda (por ejemplo, debido a la escasez de profesionales en el sector). En
estos escenarios, el candidato es quien tiene la última palabra, es quien va a elegir a la empresa en la que desea
trabajar —cfr. §13.3 (pág. 368).

En estos ambientes, lo ideal sería disponer de aplicaciones software, de manera que el candidato pueda
evaluar las diferentes oportunidades de trabajo que se le presentan, pero evaluarlas «a distancia» (con
espacio) y con tranquilidad (con tiempo). Las empresas y los empleadores deberían «presentarse en sociedad»,
casi hasta sus secretos mejor guardados. No hay nada mejor que conocer con quienes vas a trabajar, sus
curricula, sus trayectorias profesionales, pero también sus gustos, sus hobbies, sus «otros» intereses.

Las propuestas de trabajo realista (PTR) comentadas anteriormente, deberían ser públicas.

De manera más concreta, las empresas deberían explicitar los conocimientos que requieren, ofreciendo
pruebas, vía software, que permitan al candidato, mediante su realización, saber su grado de conocimiento
de las materias solicitadas por la empresa, así como determinar sus necesidades de desarrollo para posteriores
intentos de acceder a ese puesto de trabajo.

Deberían ser públicos, de manera anónima, todos los curricula de los candidatos y todas las pruebas que
hayan sido completadas. Todas. Esto quiere decir que podríamos seguir la evolución de las personas, su ritmo
de superación. De esta manera, un candidato sabría «a qué atenerse». No hay nada mejor para superarte que
conocer a tus competidores, y cómo evolucionan. ¿O quizás te avergüenzas de tu propia evolución? Si es así,
si no te sientes contento contigo mismo, es que no te conoces, y por tanto, debes cambiar. Conocer a los
demás, te ayudará.

Por supuesto que todo ello debería publicarse en un formato de almacenamiento de datos que permitiese un
fácil tratamiento posterior de éstos mediante cualquier hoja de cálculo o programa con herramientas predictivas.

Sin información sólo se llega al desconocimiento. Todo lo aquí dicho revitalizaría el mercado de trabajo,
animaría a las empresas a superarse, al conocer mejor a las demás empresas y a los candidatos, contribuyendo
a transformar los canales de información, constituyentes de Internet, en canales de conocimiento, los ‡ujos de
datos, en ‡ujos de conocimientos.

8.11 ¿Qué son las competencias?

«No se gestionan personas. La tarea es liderar personas. Y la meta es sacar provecho de las facultades y
conocimientos de cada individuo.»
—Peter Drucker [950] (pp. 21-22)

David C. McClelland [951] argumenta que las pruebas psicotécnicas tradicionales se ven sumamente
afectadas por un sesgo cultural capaz de discriminar en función de raza, sexo o posición socioeconómica. Como
alternativa, él de…ende un tipo de entrevista con enfoque conductual («Behavioral Event Interviews») donde
los factores a tener en cuenta son una combinación de comportamientos, habilidades, conocimientos y atributos
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personales, que denomina competencias —cfr. Canadian Council of Human Resource Associations (CCHRA)
[952]—, y que son de…nibles, observables y mensurables —cfr. Puchol [129] (p. 318)—, y susceptibles de ser
consideradas en toda profesión, incluidas la de gestor o director de recursos humanos —cfr. Brewster,
Farndale y Ommeren [953].

Un autor muy referenciado en esto de las competencias, es Richard Boyatzis, quien las de…ne como carac-
terísticas subyacentes de una persona que repercuten en que el rendimiento en un trabajo sea superior o más
efectivo —cfr. Boyatzis [954]—. Este autor también proporciona en este libro una metodología para de…nirlas
operacionalmente.

Las competencias individuales dentro de la organización en su conjunto son más importantes que las com-
petencias para un trabajo determinado —cfr. Brewster, Farndale y Ommeren [953] (p. 25)—. Ello hace,
según Porter [955], que los individuos sean determinantes para el éxito de una organización.

De todos modos, la palabra «competencia» está sujeta a múltiples interpretaciones. Una diferencia funda-
mental en su interpretación depende de si se ve una competencia como un constructo personal (un rasgo) o
como un aspecto observable del desempeño (actividades y comportamiento requeridos); otra tiene que ver con
que la competencia se interprete como un requisito para un desempeño satisfactorio o como un requisito para
alcanzar la excelencia —cfr. Hauenstein [956]—. Pensamos que ninguna de estas interpretaciones es del todo
válida en un proceso de elección. Más bien habría de trabajarse con una combinación de ellas.

Para Patrick Hauenstein [956], en el día a día, una competencia se de…ne como una categoría o grupo de
actividades o comportamientos relacionados, tipos de conocimiento, habilidades técnicas, o motivaciones. Ellas
representan los requisitos técnicos, de comportamiento y de motivación para un desempeño satisfactorio de un
trabajo.

Brewster, Farndale y Ommeren [953] (p. 24) usan tres términos intercambiables: competencias,
capacidades y habilidades (conocimiento, cualidades y otras características). Según Kochanski [957] (p.
4) las competencias son los factores de éxito que posibilitan los procesos de evaluación, retroalimentación,
desarrollo y remuneración de los individuos. Según Brockbank [958], las competencias son conjuntos de
habilidades técnicas y culturales. Holmes [959] observa que las cuali…caciones basadas en la competencia
ofrecen información sobre lo que una persona es capaz de hacer y no sobre lo que ha hecho en el pasado.
«Calibrar la competencia no signi…ca calibrar el grado de desempeño conforme a un estándar, es decir, lo
que una persona hace realmente, sino medir lo que una persona es capaz de hacer. Se trata de una medida
anticipada del desempeño que se deduce del desempeño pasado, a menudo basándose en la observación. La
de…nición de competencia se basa también, fundamentalmente, en la de…nición de desempeño superior, en lugar
de en los niveles medios de desempeño» —cfr. Brewster, Farndale y Ommeren [953] (p. 25).

Una competencia muestra, pues, lo que un sujeto puede llegar a hacer si se le facilitan las condiciones ade-
cuadas para la realización de una determinada tarea. El aspecto observable de la competencia es la ejecución.
La ejecución muestra lo que un individuo es capaz de hacer normalmente. Ambos conceptos, competencia
y ejecución, están íntimamente ligados con el de zona de desarrollo potencial de Vygotski9. La teoría de
Vygotski sobre el aprendizaje se basa en la noción de zona de desarrollo potencial o zona de desarrollo
próximo (ZDP), que de…ne como —cfr. item Vygotski [963] (p. 86): «la distancia entre el grado de desarrollo
actual determinado por cómo soluciona problemas independientemente y el grado de desarrollo potencial de-
terminado por cómo soluciona problemas ayudado por un adulto o por compañeros más capaces.» —cfr. item
Marín Gracia [964]; Román Pérez y Díez López [965]; Rivière [966]. La ZDP indica las posibilidades a
conseguir por el sujeto con la ayuda de los demás, mientras que la zona o nivel de desarrollo real (ZDR) supone
lo ya alcanzado por el individuo10.

9 Algunos conceptos análogos al de zona de desarrollo potencial son: el próximo paso de Siegler y Richards [960], el
andamiaje de Wood [961] y el potencial de aprendizaje de Feuerstein, Rand y Hoffman [962].

10 Pueden diferenciarse tres etapas en el estudio de la inteligencia en Psicopedagogía —cfr. Román Pérez y Díez López
[965]: en la primera, y a partir del libro El Genio Hereditario de Francis Galton [967], se pensó que la inteligencia se heredaba
por lo que resultaba imposible su modi…cación o desarrollo; la segunda está dominada por el conductismo (behavorism ) —
cfr. Watson [968]—, por el concepto «estímulo-respuesta» (S-R), negando cualquier capacidad de reacción del organismo —los
neoconductistas de…enden el modelo «estímulo-organismo-respuesta» (S-O-R); el interaccionismo trata del modelo «estímulo-
mediador-organismo-respuesta» (S-H-O-R)—. En esta etapa se crean muchísimos programas de educación «compensatoria», sobre
todo en EE. UU. Actualmente, con la teoría genética en revisión, y con las ideas de Vygotski en alza, la inteligencia es vista como
un producto social, modi…cable en función de diversas variables (edad, ambiente), de la situación —cfr. Wertsch [969]— y del
contexto —cfr. Sternberg [970, 971, 972]—, y cambiable, sobre todo, mediante un entrenamiento dirigido —cfr. Pinillos [973];
Weber [974]—. Las personas que rodean a un niño intervienen en su proceso de maduración y en el desarrollo de su aprendizaje
e inteligencia —cfr. Vygotski [975]—. La diferencia entre la ZDP y la ZDR es patente.

El interés de la teoría de Vygotski y en general, de cualquier modelo que explore la inteligencia de forma dinámica se centra en
aquellas potencialidades que están ocultas pero que pueden salir a la luz con ayuda. Dos de estos modelos de exploración dinámica
son el modelo de integración de la información de Das, Kirby y Jarman [976, 977] —cfr. Marín Gracia [964] (pp. 14ss. et
passim )—, desarrollado a partir de las ideas de [978], y el modelo de evaluación del potencial de aprendizaje de Feuerstein,
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No está de más recordar algo de lo que la International Organization for Standardization (ISO) nos recomien-
da. Por ejemplo, en la norma ISO 9001:2000 (Quality management systems - Requirements), en el apartado
6.2.2., indica un número de acciones a emprender, de manera que el personal participe y se comprometa con la
calidad, la satisfacción del cliente y el logro de resultados —cfr. v. gr. Senlle [110] (pp. 21-22):

1. Determinar las competencias necesarias para cada cargo y función.

2. Proporcionar formación para satisfacer las carencias encontradas en los per…les de competencias.

3. Evaluar las acciones tomadas.

4. Asegurarse de que el personal está lo su…cientemente formado como para cumplir con todas sus funciones
y el logro de los objetivos.

5. Mantener las …chas de funciones, per…les de competencias, evaluación del desempeño y registros de for-
mación, para asegurarnos de que marchamos con la mejora continua por el camino de la calidad.

Por otro lado, la norma ISO 9004:2000 (Quality management systems - Guidelines for performance im-
provements) (apartado 6.2.2.2.) añade que las necesidades de formación deberán tener en cuenta los cambios
en los procesos con el objetivo de proporcionar al personal los conocimientos y habilidades que, junto con la
experiencia, mejoran su competencia.

Las Figuras 8.5 (pág. 246) e 8.6 (pág. 247) muestran las descripciones de las 22 competencias del modelo para
RR. HH. propuesto por la IPMA-HR (International Public Management Association for Human Resources).
Como ejemplo, tres de…niciones son:

Socio (Business Partner): 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 9, 10, 12, 15, 19;

Gestor de los cambios (Change Agent)11: 2, 3, 4, 5, 6, 8, 10, 11, 12, 13, 14, 15, 16, 17, 20;

Dirección (HR Leader)12: 5, 6, 8, 12, 14, 17, 21, 22.

Chris Brewster, Elaine Farndale y Jos van Ommeren [953] (Anexo 5, p. 124), identi…can las siguientes
competencias en recursos humanos en la bibliografía consultada en el estudio que realizan:

ESTILO: Credibilidad personal, Complejidad y rapidez cognitiva, Asertividad, E…cacia en relaciones inter-
personales, Gestión de uno mismo, Orientación a las relaciones, Aprendizaje continuo, Tolerancia al estrés, al
cambio y a la ambigüedad, Adaptación al cambio, Enfoque creativo y capacidad analítica para la resolución de
problemas, Incentivo empresarial, Adaptabilidad, Orientación a los resultados, Compromiso con un equipo.

LIDERAZGO: Facilitación o creación de relaciones (gestores, empleados o sindicatos), Gestión de proyectos,
Gestión del talento, Facilitador de las relaciones en grupo, Gestión de la información, Respuesta a los agentes
afectados, Fomento de la innovación, Plani…cación de acciones, Gestión de activos y control de costes, Gestión
de la ampliación, Orientación hacia la calidad, Creación de valor en los consumidores, Desarrollo de la diversidad
cultural y la sensibilidad entre culturas, Análisis del entorno, Autorización a gestores para la Gestión de Recursos
Humanos.

IMPLICACIÓN ORGANIZATIVA: Conocimiento empresarial y orientación y conocimiento de mercado,
Gestión del cambio y de la cultura, Agente del cambio, Liderazgo, Conciencia de organización, Capacidad de
evaluar el impacto empresarial, Perspectiva empresarial estratégica (elaboración de estrategias empresariales),
Plani…cación e implantación empresarial (vincular los recursos humanos a los procesos empresariales y de

Rand y Hoffman [962] —cfr. Marín Gracia [964] (pp. 20ss. et passim )—. Para este último, conocer la modi…cabilidad del
individuo se convierte en un criterio crucial de la capacidad del individuo. La evaluación del grado de modi…cabilidad de un
individuo, es otra forma de acercarse al estudio de las posibilidades de aprendizaje, de la educabilidad en palabras de Rey [979]
—citado por Marín Gracia [964] (p. 9). Por ejemplo, Feuerstein, Rand y Hoffman [962] de…enden el estudio de las respuestas
«semicorrectas» para determinar el potencial de aprendizaje oculto del individuo. Las respuestas semicorrectas son aquellas
en las que el sujeto aplica el razonamiento adecuado pero sin atender a todos los elementos, a todas las premisas, por lo que su
respuesta es correcta pero no es la más correcta. Por ejemplo, para completar la analogía «océano: barco: desierto: X», hay
que elegir como X, entre: arena, caravana (vehículos que marchan juntos, uno detrás de otro) o camello. Las tres son respuestas
semicorrectas. Quien elige «arena» entiende la relación «B en A»; quien elige «caravana», además, descubre la relación «medio
de transporte»; …nalmente, quien elige «camello» se daría cuenta de la singularidad de barco y de la multiplicidad de caravana.
Feuerstein, Rand y Hoffman [962] (p. 304) —citado por Marín Gracia [964] (p. 55)— proponen «camello» como la respuesta
más correcta. El inconveniente que vemos nosotros es que en «arena», también están presentes la relación de multiplicidad (muchos
granos) y la de transporte (ayudados por el viento, en los granos pueden viajar ciertos seres vivos), y en general, que uno puede
imaginar otro tipo de relaciones; de esto toma uno conciencia cuando le rodean niños o cuando en su familia y entre sus amigos
tiene uno la fortuna de contar con personas de «pensamiento divergente» —cfr. nota a pie no12 (pág. 11).

11La administración con y para las personas promueve cambios en la organización para incrementar su competitividad. Se hace
necesario un gestor.

12Además de asumir el propio papel de lider, se encarga de descubrir y formar líderes.
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plani…cación organizativa), Diseño y gestión de procesos empresariales, Comunicación e in‡uencia, Desarrollo
de una organización de aprendizaje.

TÉCNICAS: Conocimiento y práctica de la gestión de recursos humanos tradicional (remuneración o com-
pensación, relaciones laborales, formación y desarrollo, diseño y e…cacia organizativa, contratación y retención,
gestión del desempeño, comunicación, aprendizaje organizativo, salud y seguridad, sistemas de información, que-
jas y disciplina), Aplicación y explotación de tecnologías de la información, Tareas administrativas, Habilidades
para la evaluación, Cumplimiento con la cantidad creciente de legislación compleja, Formación, consultoría y
desarrollo de los demás, Contratación estratégica, Flexibilidad funcional, Establecimiento claro de objetivos,
Responsabilidad en recursos humanos.

8.12 ¿Y qué son los roles de trabajo?

[...] cuando se produce un ascenso en Semco imprimimos tarjetas en blanco y decimos a quien acaba de
ascender: “Piense en un cargo que represente, para el exterior, su área de operación y su responsabilidad,
y hágalo imprimir.” Si a la persona le gusta “Gerente de Compras”, bien. Si quiere algo más elegante,
puede imprimir tarjetas que digan “Primer Faraón Encargado del Suministro a sus Majestades Reales”. Lo
que quiera. Pero dentro de la empresa, hay sólo cuatro opciones. (De cualquier modo, casi todos optan por
imprimir sólo sus nombres).»
—Ricardo Semler [980] (pp. 211-212)

La diferencia con las competencias —según Patrick Hauenstein [981]—, es operacional: los roles de trabajo
representan agrupaciones (clusters) de desafíos situacionales que ocurren de manera natural en el mundo del
trabajo, mientras que las competencias son agrupaciones de comportamientos de los trabajadores.

Una especi…cación de un rol de trabajo incluye: una de…nición breve, una descripción de diferentes
grados de rendimiento, de cumplimiento del rol, y una descripción de los diferentes desafíos situacionales que
comprende el rol. Por ejemplo, la especi…cación del rol de trabajo «Líder de proyectos» —cfr. Hauenstein
[981]:

² De…nición breve: Plani…cación, ejecución y evaluación de proyectos.

² Niveles de cumplimiento:

– Maestro: El rol requiere dirigir proyectos muy complejos (plani…car y coordinar múltiples actividades
concurrentes), lo que supone gestionar una cantidad considerable de recursos y presupuesto, por lo
que sus consecuencias son grandes para la organización.

– Experto: El rol requiere dirigir proyectos muy complejos (plani…car y coordinar múltiples actividades
concurrentes), lo que supone gestionar una cantidad moderada de recursos y presupuesto, por lo que
sus consecuencias son importantes para la organización.

– O…cial: El rol requiere dirigir proyectos moderadamente complejos, y supone gestionar una cantidad
moderada de recursos y presupuesto, y son importantes para un departamento o unidad particular
dentro de la organización.

– Novato: El rol requiere dirigir proyectos moderadamente complejos, con un modesto presupuesto o
una modesta cantidad de recursos, que son importantes para un departamento o unidad particular
dentro de la organización.

– Aprendiz: El rol requiere dirigir proyectos simples, con un modesto presupuesto o una modesta
cantidad de recursos, que son importantes para una área especí…ca dentro de un departamento o
unidad.
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² Desafíos situacionales:

– Crear planes de proyectos: Preparar un plan formal donde se aprecien los logros, avances y posibles
hitos a conseguir con el proyecto, la distribución de tiempos para su consecución y los recursos
requeridos.

– Determinar y gestionar los recursos humanos necesarios: Determinar los requisitos que debe satisfacer
el personal del proyecto y asegurar que los individuos posean la cuali…cación necesaria y su…ciente
para desarrollar el proyecto, además de asegurar su disponibilidad.

– Facilitar el progreso: Ayudar a los equipos o individuos partícipes en el proyecto a superar los
obtáculos, derribando barreras, encontrando la información o los recursos requeridos, y obteniendo
a tiempo, aprobaciones, subvenciones y demás decisiones vinculantes.

– Vigilar el estado del proyecto: Crear y utilizar medidas y sistemas apropiados para determinar el
progreso del proyecto en diferentes instantes del desarrollo del mismo.

– Evaluar proyectos: Recolectar e interpretar la información que sea relevante para determinar difer-
entes asuntos a partir de los resultados …nales o consecuencias de un proyecto.

La Tabla 8.6 muestra los requisitos de competencias y los de roles para dos puestos de trabajo. Apreciamos
cómo los trabajos necesitan menos roles que competencias para ser descritos. Además, observamos un menor
solapamiento en la caracterización de los puestos si usamos un modelo de roles de trabajo —sólo hay uno en
común, frente a seis competencias comunes (lo común, en tipografía itálica).

Supervisor de primer nivel Profesional «de cuello dorado»
Competencias Roles Competencias Roles

Análisis Trabajador motivado Análisis Trabajador con conocimiento
Juicio Entrenador, preparador Juicio Miembro de equipo

Liderazgo individual Director Iniciativa Consultor
Adiestrador Líder de proyectos Conocimiento técnico Comunicador

Plani…cación y organización Trabajo en equipo Líder de proyectos
Iniciativa Estándares de trabajo

Estándares de trabajo Plani…cación y organización
Persuasivo Comunicación

Desarrollo de talento organizativo Persuasivo
Liderazgo en las reuniones Adaptabilidad

Comunicación Habilidad para aprender
Delegación

Tabla 8.6: Comparación de los requisitos de competencia frente a los de roles de trabajo para dos
puestos.
—Fuente: Hauenstein [981].

Los roles de trabajo pueden ser medidos, por ejemplo, mediante entrevistas, en las que se indague, por
ejemplo —cfr. Hauenstein [981]—, la experiencia en los roles que interesen (vida laboral especí…ca), los
comportamientos mostrados en esas situaciones (comportamientos pasados), los comportamientos en situaciones
hipotéticas basadas en los roles para los que el candidato sea apto (comportamientos futuros), los errores
cometidos durante el desempeño de los roles bajo estudio en actividades pasadas y conclusiones que dedujo de
tales vivencias (¿aprende de sus errores?).

En cuanto a ventajas y desventajas de un modelo basado en roles de trabajo frente a uno basado en
competencias, podemos a…rmar que:

² Los roles de trabajo son concretos (en oposición a la abstracción que parecen poseer las competencias).
Debido a esto, son más sencillos de entender que las competencias, que requieren explicaciones adicionales
para rebajar su grado de abstracción. El lenguaje empleado en la denominación de los roles de trabajo
es natural en las organizaciones (en contra, el de las competencias sigue necesitando de formación para
entenderlo).

² El modelo de roles de trabajo presenta enlaces directos con el trabajo, con los puestos, así como con
tareas especí…cas dentro del ámbito de la formación, preparación o entrenamiento. En el modelo de
competencias, estos enlaces son indirectos.

Observación 142 Supongo que no hay ningún inconveniente para que consideremos nuevos roles de trabajo los
ítems «supervisor de primer nivel» y «profesional de cuello dorado». Obsérvese que han sido de…nidos de dos
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maneras: a partir de competencias, y a partir de roles «primitivos» de trabajo. Por tanto, la cuali…cación
profesional, que muchas veces se interpreta como una especi…cación «o…cial» de las competencias que se precisan
para desempeñar un rol de trabajo, también podría interpretarse como una especi…cación «o…cial» de los roles
de trabajo —de menor nivel, más primitivos— que se precisan para desempeñar un rol de trabajo. Parece pues,
en principio, que un grafo consigue representar la estructura relacional del conjunto de roles de trabajo de un
espacio laboral determinado.

8.13 Representación vaga de las competencias o roles de trabajo

«El principio de Peter, según el cual existen individuos geniales en un determinado nivel de e…cacia que se
convierten en un auténtico desastre cuando se les asciende al grado inmediatamente superior, es en este caso
válido por completo, puesto que el mundo se encuentra plagado de mediocres abogados, médicos o arquitectos
que hubieran podido ser excepcionales creativos publicitarios, fotógrafos o diseñadores de muebles.»
—Alberto Vázquez-Figueroa [982] (p. 46)

Tanto para las competencias como para los roles de trabajo, la diferencia con respecto al proceder de com-
parar los per…les con el ideal, estriba en la máxima de su mejora. Este principio signi…ca que no se establece
un per…l ideal para un puesto; sólo hay factores que se evaluarán (positivamente) y se elegirá la persona a la que
la comisión de expertos asigne una mayor puntuación. Al no referirse al mismo concepto los criterios usados,
bajo la hipótesis de su medibilidad y seguramente usar diferentes reglas de medida, arbitrariamente situamos
la perfección (la perfecta maestría en una competencia) en 1, considerando normalizada su representación
numérica en el intervalo [0; 1], como extensión borrosa de la bivalencia f0; 1g = fincompetente, competenteg, y
recurriendo a expresiones naturales como no demasiado incompetente.

Es decir, como comentábamos en §2.3, representamos las personas y los puestos, nuestras unidades vaga-
mente per…ladas, mediante conjuntos borrosos. Las expresiones lingüísticas cali…cativas son elementos de un
conjunto pre…jado de términos lingüísticos, donde el mínimo sería incompetente y el máximo competente:

[0; 1]Ã L = fincompetente, ..., competenteg

f0; 1gÀ fincompetente; competenteg

El per…l de competencias de una persona o de un puesto, o un rol de trabajo de este último, admite pues
una representación sencilla como subconjunto ©1-borroso (esto es, el intervalo asociado a cada referente u 2 U
es de la forma [au; 1]), y una menos sencilla, pero quizás más real, como subconjunto borroso de tipo 2 —o
sea, asignando a cada referente u 2 U , un subconjunto borroso Au semi-abierto hacia la derecha (es decir,
limx!1Au(x) = 1)—. Los grados borrosos de este conjunto borroso de tipo 2, es decir las etiquetas lingüísticas
asociadas a cada referente serían elementos de un conjunto de términos L previamente elegido.

8.14 Ejemplo ilustrativo:
Valoración de tareas: un problema multi-criterio, multi-subcriterio
y multi-experto

«La única manera de conseguir más es producir más»
—Anónimo, pero americano, via Manuel Pérez Sabat [983] (p. 1124)

Planteemos un supuesto de valoración de tareas. Una meta-tarea de vital importancia para cualquier
organización.
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upóngase que la empresa RIPIÑOS decide valorar ciertas tareas.
Como factores13y subfactores de referencia elige los explicitados
en la Tabla 8.7 —cfr. Aguirre de Mena, Andrés Reina, Ro-

dríguez Rodríguez y Tous Zamora [984] (p. 273)—. En principio, los
factores se consideran de igual relevancia. La meta es de…nir un orden en las
tareas, según su importancia relativa. Esto se hará en base a la valoración de las
tareas que haga un grupo de expertos. Aunque según muchos autores, el método
más popular para valorar tareas es el de valoración por puntos —cfr. v. gr.
Aguirre de Mena et alii [984] (pp. 270-274), se piensa usar valores lingüís-
ticos. Para ello se dispone de un conjunto de siete etiquetas lingüísticas que
pueden ser interpretadas como grados para cada subfactor: L([0; 1]) = fninguna,
escasa, mejorable, normal, notable, sobresaliente, óptimag.

Factores pertinentes para la valoración de tareas
Habilidad (F1) Esfuerzo (F3)

Formación Físico
Experiencia Mental
Iniciativa e ingenio

Responsabilidad (F2) Condiciones (F4)
Equipo y proceso Trabajo
Material o producto Riesgos inevitables
Seguridad de otros

Tabla 8.7: Factores y subfactores de valoración positiva para la tarea de valorar
tareas.
—Fuente: Aguirre de Mena, Andrés Reina, Rodríguez Ro-
dríguez y Tous Zamora [984] (p. 273).

Observemos que cada factor es un subconjunto borroso de tipo 2 del conjunto de sus subfactores. Así, por
ejemplo, para una tarea t, la valoración proporcionada por un experto ² puede haber sido el que se muestra en
la Tabla 8.8, o abreviadamente:

Habilidad(t) j² = mejorableÁFormación
+ notableÁExperiencia
+ normalÁIniciativa

De este modo podemos comparar las tareas por factores (comparación de conjuntos borrosos de tipo 2).

Para cada experto ², la valoración de una tarea t se de…ne como un subconjunto borroso Valoración(t) j²
de tipo 2, porque el valor asignado a cada referente es lingüístico: eL; e0L; e

00
L y e000L . Ahora bien, estos refe-

rentes (v. gr. Habilidad) son a su vez conjuntos borrosos de tipo 2; por ello, el conjunto borroso de tipo 2
Valoración(t) j² que representa la valoración de una tarea t por cada experto ², es, a la vez, un subconjunto
borroso de nivel 2.

Valoración(t) j² = eLÁHabilidad
+ e0LÁResponsabilidad
+ e00LÁEsfuerzo
+ e000LÁCondiciones

13«El sistema de Kimmel, por ejemplo, toma en consideración dieciséis factores: 1) Educación, asignando el valor 10 al puesto
que requiera el conocimiento de matemáticas superiores, y el valor 2 al que sólo requiera saber leer y escribir. 2) Experiencia,
asignando el valor 30 cuando la que se requiere en ese puesto ha de ser superior al año, y el valor 6 cuando ha de ser mínima. 3)
Aprendizaje necesario. 4) Esfuerzo mental que requiere el puesto. 5) Esfuerzo físico, dividiéndolo en diversos grados y puntuán-
dolos convenientemente. 6) Condiciones generales de trabajo, entre las que distingue temperaturas anormales, humedad excesiva,
deslumbramiento, suciedad, ruido, nocturnidad, etc., valorándolos según su condición. 7) Riesgo, graduándolo entre muy elevado
y bajo. 8) Responsabilidad sobre los equipos industriales con que cuenta el puesto, graduándola con arreglo al valor intrínseco de
aquéllos. 9) Responsabilidad sobre el material, graduándola según el importe o valor de la pieza o pedido que se perdería si se
realizara un trabajo defectuoso. 10) Responsabilidad de mando, valorándola con arreglo al número de hombres que dependen del
puesto de trabajo. 11) Complejidad de la función a realizar. 12) Efecto o repercusión que esta función tiene sobre las inmediatas.
13) Necesidad de atención a las instrucciones, teniendo en cuenta si basta con que sean verbales, o si deben interpretarse planos,
…chas de trabajo, etc. 14) Necesidad de conocer las operaciones de los puestos de trabajo contiguos. 15) Habilidad manual. 16)
Necesidad de actuar en coordinación con otros puestos.» —cfr. Pérez Sabat [983] (p.1124).
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Habilidad(t) j²
Formación Experiencia Iniciativa e Ingenio

ninguna 0 0 0
escasa 0 0 0

mejorable 1 0 0
normal 0 0 1
notable 0 1 0

sobresaliente 0 0 0
óptima 0 0 0

Tabla 8.8: El conjunto borroso Habilidad, de tipo 2.
—Fuente: Elaboración propia.

Al considerar múltiples expertos, y como cada experto asigna a cada subfactor, una única etiqueta —
equivalente a un subconjunto nítido unitario de L([0; 1])—, entonces, para la totalidad de los expertos se genera
un subconjunto probabilístico de L([0; 1]). Podemos trabajar, en este caso, con la función de pertenencia valor
medio normalizada, viendo así como la totalidad de expertos asigna a cada subfactor, un subconjunto borroso
de L([0; 1]) —cfr. Tabla 8.9—. La realidad es, pues, que los subfactores son subconjuntos borrosos de L([0; 1]),
por lo que cada factor, además de ser un subconjunto borroso de tipo 2 de los subbfactores, es también un
subconjunto de nivel 2 de ellos.

Habilidad(t) j²
Formación Experiencia Iniciativa e Ingenio

ninguna :1 0 0
escasa :5 :1 :1

mejorable 1 :3 :4
normal :7 :8 1
notable :2 1 :9

sobresaliente 0 :3 :3
óptima 0 0 0

Tabla 8.9: Usando subconjuntos borrosos de L([0; 1]).
—Fuente: Elaboración propia.

Obviamente, puede que al evaluar el desempeño de un individuo, un experto, en vez de utilizar una etiqueta
lingüística —equivalente a un subconjunto nítido unitario de L([0; 1])—, pre…era usar un subconjunto borroso
de L([0; 1]) —cfr. Tabla 8.9.

Es clásica la introducción de pesos indicadores de la importancia relativa de los factores. Por ejemplo, una
encuesta en Estados Unidos de la National Industrial Conference Board proporcionó los siguientes: Habilidad
(0:5), responsabilidad (0:25), esfuerzo (0:15) y condiciones (0:1) —cfr. Aguirre de Mena, Andrés
Reina, Rodríguez Rodríguez y Tous Zamora [984] (p. 272).

8.15 Ejemplo ilustrativo:
Elección de Xs: un problema multi-criterio, multi-subcriterio,
multi-experto y multi-X

[...] un trabajo especí…co de distinción que el nuevo intelectual va a sentir como una necesidad, al estar
obligado a luchar por la apropiación de los “signos distintivos” de su profesión. Es decir, a disputar el
poder de clasi…car, de distribuir y de dividir —en una palabra, de ver y hacer ver el mundo—, mediante la
valoración de su competencia técnica y la estimación de la práctica que ejerce y de su objeto de estudio.»
—Pierre Bourdieu [985] (pp. 271-287), via Antonio Serrano González [986] (p. 64)

Según George J.Klir y BoYuan [46], la aproximación más frecuente para resolver un problema multicriterio
borroso es mediante su conversión en un problema de decisión borroso con un solo criterio. Tras explorar dos
vías: reducción de muchos criterio a uno y reducción de muchos expertos a uno, concluiremos con nuestra
propuesta de algoritmo de elección del X mejor valorado.
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8.15.1 De muchos criterios a uno:
alternativas borrosas y ponderaciones numéricas

Supongamos que cada alternativa A se describe como un subconjunto borroso del conjunto C de criterios.
Supongamos que son conocidas las prioridades entre criterios, esto es, sus importancias relativas14 , y que
vienen dadas por valores numéricos wC 2 R. Ronald R. Yager [987] propone calcular la puntuación unitaria
correspondiente a la alternativa A como:

PU(A) = min
C2C

f(A(C))wCg (8.1)

donde wC es la importancia relativa o prioridad correspondiente al criterio C.

En 1994, Yager [989] generaliza la propuesta anterior (que data de 1978). Si Aggr es una operación de
agregación —cfr. §69—, y A(C) indica el grado en el que A satisface el criterio C, entonces la agregación
ponderada es:

Aggr
C2C

(g(wC ; A(C))) (8.2)

donde g(w; x) es monótona creciente en x, monótona en w, g(0; x) = idAggr y g(1; x) = x, siendo idAggr un
elemento identidad para la operación agregación, esto es, si lo agregamos junto a nuestros agregados, el resultado
no cambia.

El caso anterior es evidentemente g(w; x) = xw.

8.15.2 De muchos criterios a uno:
caso de alternativas borrosas de tipo 2 y ponderación borrosa

Supongamos que cada alternativa A se describe como un subconjunto borroso de tipo 2 del conjunto C de
criterios. Supongamos que son conocidas las prioridades entre criterios, esto es, sus importancias relativas, y
que vienen dadas por valores lingüísticos wC pertenecientes a un cierto conjunto de términos.

En este caso, Yager [990] de…ne la puntuación unitaria (unit score) para cada alternativa y cada experto
como:

PU(A) j² = min
C2C

fN (wC) _A(C)g (8.3)

donde wC indica la importancia del criterio C.

PU(A) j² puede interpretarse como una medida del grado en que la alternativa A satisface la a…rmación:
«Se satisfacen todos los criterios que se consideran importantes»15. Usualmente —en la propuesta original de
Yager es así—, wC es una etiqueta lingüística de un conjunto de términos establecido, por lo que la acción de
la negación N (wC) origina su opuesta en la escala. Por ejemplo, si:

L([0; 1]) =

8>>>>>>>><>>>>>>>>:

Ninguna (N),
Muy Baja (MB),
Baja (B),
Media (M),
Alta (A),
Muy Alta (MA),
Excelente (E)

9>>>>>>>>=>>>>>>>>;
(8.4)

14Ronald R. Yager [987] sugiere aproximar estas importancias relativas (o prioridades) de los factores, agregando las opiniones
de los expertos, mediante el método de jerarquía analítica (Analytic Hierarchy Process –AHP) de Thomas L. Saaty [988].

15La idea que subyace en esta interpretación de PU(A) j² es la misma que en la de…nición del indicador de inclusión de Isabelle
Bloch —cfr. Ec. 4.81—, del conjunto borroso wC en el conjunto borroso A, a saber, el concepto, clásico y borroso, de implicación
como inclusión. Recuérdese, además, la tautología bien conocida de la lógica bivalente: p! q ´ :p _ q. La propuesta de Yager
expresa el grado en que la alternativa A satisface dicha a…rmación, en cuanto satisface, para cada criterio, que «si, para todo
criterio C, wC es importante entonces A se satisface», o dicho de otro modo, «los criterios no son importantes o se satisface».
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entonces:

N (N) = E

N (MB) = MA

N (B) = A

N (M) = M

N (A) = B

N (MA) = MB

N (E) = N

siendo bastante frecuente indicar por una etiqueta numérica su posición; por ejemplo, L1 = N, L2 = MB,
L3 = B, L4 =M, L5 = A, L6 = MA y L7 = E.

Ejemplo 143 Consideremos el per…l del candidato anónimo A1 —cfr. Tabla 8.10—, elaborado por el experto
². La importancia de cada criterio wCk es la misma para todos los expertos.

Candidato: Anónimo A1; Experto: ²
Criterios Importancia (wCk) Valoración (A1(Ck))

Experiencia (C1) MA M
Factores intelectuales (C2) A MA
Aptitudes especí…cas (C3) MA E

Factores de personalidad (C4) M B
Comportamiento social (C5) B B

Tabla 8.10: Ejemplo de per…l asignado por un experto concreto a un candidato de-
terminado.
—Fuente: Elaboración propia.

La puntuación unitaria del candidato A1, según el experto ², es:

PU(A1) j² = minfN (MA) _M, N (A) _MA, N (MA) _ E, N (M) _ B, N (B) _ Bg
= minfMB _M, B _MA, MB _ E, M _ B, A _ Bg
= minfM, MA, E, M, Ag
= M

La valoración de una alternativa A se representa como el conjunto de puntuaciones unitarias de los expertos:

PU(A) = fPU(A) j² : ² 2 Eg (8.5)

por lo que el problema ha quedado reducido a uno de un sólo criterio bajo múltiples expertos.

8.15.3 Agregación de las opiniones de diferentes expertos de similar relevancia

Para cada alternativa, la agregación de las opiniones de todos los expertos podría efectuarse mediante un
operador OWA —cfr. supra Def. 70—. Previamente debe elegirse una operación de agregación Q —cfr. supra
Def. 69—, donde, para todo k = 0; 1; :::; jEj, Q(k;A) sea indicadora de la satisfacción global conseguida al estar
k expertos satisfechos con la alternativa A.16

Por ejemplo, si q es el cardinal de L([0; 1]) y r el del conjunto de expertos E, entonces, dada la alternativa
A, la función que emula la media es:

Qmed(k;A) = Lb(k) (8.6)

16 Tal función Q debería veri…car:

² ser creciente, esto es, a mayor número de expertos satisfechos, mayor satisfacción global;

² alcanzar el máximo en jEj, o sea cuando estén satisfechos todos los expertos;

² si se requiere que al menos n expertos estén satisfechos, entonces: Q(i;A) = fnada, si i < n; óptima, si i ¸ ng.
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donde b(k) =
§
1 + k

r (q ¡ 1)
¨
, para k = 0; 1; :::; r. Obsérvese que independientemente de q y r, Qmed(0;A) = L1

y Qmed(r;A) = Lq.

Una vez elegida la operación de agregación Q, podrá utilizarse OWA. Los elementos de PU(A) se disponen
en orden decreciente, y si notamos Bk el k-ésimo elemento en el orden, entonces, la valoración global de un
aspirante al puesto se de…ne por:

Valoración(A) jE = maxfQ(k;A) ^Bk : k = 0; 1; :::; rg . (8.7)

Como se ve, el resultado es una etiqueta lingüística, Valoración(A) jE 2 L([0; 1]), por lo que el orden
viene dado de una forma natural por su signi…cado.

Ejemplo 144 Supongamos que 5 expertos han proporcionado las siguientes puntuaciones unitarias, según lo
expuesto en el apartado anterior §8.15.2, para el candidato anónimo A1:

PU(A1 j E) = fM, MA, A, M, Ag
entonces:

B1(A1 j E) = MA

B2(A1 j E) = A

B3(A1 j E) = A

B4(A1 j E) = M

B5(A1 j E) = M

Suponiendo que la función de agregación elegida sea Qmed, entonces, como r = 5 y q = 7, obtenemos:

Qmed(1 jA1;E) = L3 = B

Qmed(2 jA1;E) = L4 = M

Qmed(3 jA1;E) = L5 = A

Qmed(4 jA1;E) = L6 = MA

Qmed(5 jA1;E) = L7 = E

De manera que el candidato anónimo A1 obtiene una valoración Alta (A), por la comisión de expertos E, usando
la función de agregación Qmed:

Valoración(A1 j E; Qmed) = maxfB ^MA;M ^ A;A ^ A;MA ^M;E ^Mg
= maxfB;M;A;M;Mg
= A

8.15.4 Una propuesta de algoritmo de estimación del X mejor valorado

Sobre teoría de la decisión borrosa multicriterio pueden consultarse las monografías de Ching-Lai Hwang y Paul
Yoon [991], Chen y Hwang [992], Slowinski y Teghem [993], y János C. Fodor y Marc Roubens [994].
Según Klir y Yuan [46], la aproximación más frecuente para resolver un problema multicriterio borroso es
mediante su conversión en un problema de decisión borroso con un solo criterio. En la propuesta que hacemos,
éste es el último paso, pues es previa la agregación de la información de los diferentes expertos. La razón es
que debemos hacer que la entropía de un sistema caiga cuanto más tarde mejor. Entropía como información;
en otras palabras, los cálculos siempre han de hacerse con la mayor información disponible. Pensamos que
podemos considerar que la información que aportan diferentes expertos, sobre un mismo tema, es más similar
que la información que aportan los diferentes criterios. Por ello, primero «perdemos» la pluralidad de la
información procedente de los expertos, y posteriormente la relativa a los criterios.

Una noción previa que debemos conocer para entender las etapas …nales del método que proponemos, es el
concepto de valor puntual de un conjunto borroso.

De…nición 145 Sea U un universo …nito de discurso no vacío, numérico, que sirva como espacio de valoración
(appraisal space) y sea A 2 F(U). Ronald R. Yager [995](II) de…ne el valor puntual de A como:

PV(A) =
1

Amax

LX
l=1

(®l ¡ ®l¡1)M(®A) (8.8)
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donde Amax denota el mayor valor de pertenencia de A, o sea, Amax = maxfA(u) : u 2 Ug, L es el cardinal de
¤(A) —cfr. Def. 4.22—, ®0 = 0 y M(®A) es el valor medio de los elementos de ®A, calculado como su media
aritmética.

El algoritmo de estimación del X mejor valorado que proponemos consta de los pasos siguientes:

Paso 1: Agregar los subfactores hallando la función de pertenencia valor medio, esto es, el conjunto borroso
medio —cfr. §4.4— respecto de todos los ² 2 E. Este sería pues el estimador que elegimos para Ha-
bilidad(t) jE , donde E es el conjunto de expertos. Las nuevas etiquetas lingüísticas se de…nen como el
conjunto borroso medio, esto es, sea cual sea eL 2 L([0; 1]), y dados los expertos ²1; ²2 2 E:

eL(f²1; ²2g)(u) =
µ
eL(²1) + eL(²2)

2

¶
(u)

=
eL(²1)(u) + eL(²2)(u)

2
(8.9)

Por ejemplo, dados los expertos ²1; ²2 2 E , si Habilidad(t) j²1 =escasaÁFormación+ y Habili-
dad(t) j²2 =normalÁFormación+, entonces, Habilidad(t) jf²1; ²2g es el conjunto borroso de tipo 2:

Habilidad(t) jf²1; ²2g =
µ
escasa+ normal

2

¶
ÁFormación+ : : :

Paso2: Dada una tarea t, su valoración por un experto Valoración(t) j² es un conjunto borroso, por lo
que podemos agregar todas las valoraciones, procedentes de los diferentes expertos, también mediante la
función de pertenencia valor medio, esto es, el conjunto borroso medio —cfr. §4.4— respecto de todos
los ² 2 E. Este sería pues el estimador que elegimos para Valoración(t) jE , donde E es el conjunto de
expertos. Por ejemplo, dados los expertos ²1; ²2 2 E, si:

Valoración(t) j²1 = eL(²1)ÁHabilidad(t) j²1
+ e0L(²1)ÁResponsabilidad(t) j²1
+ e00L(²1)ÁEsfuerzo(t) j²1
+ e000L (²1)ÁCondiciones(t) j²1

y:

Valoración(t) j²2 = eL(²2)ÁHabilidad(t) j²2
+ e0L(²2)ÁResponsabilidad(t) j²2
+ e00L(²2)ÁEsfuerzo(t) j²2
+ e000L (²2)ÁCondiciones(t) j²2

entonces:

Valoración(t) jf²1; ²2g = eL(f²1; ²2g)ÁHabilidad(t) jf²1; ²2g
+ e0L(f²1; ²2g)ÁResponsabilidad(t) jf²1; ²2g
+ e00L(f²1; ²2g)ÁEsfuerzo(t) jf²1; ²2g
+ e000L (f²1; ²2g)ÁCondiciones(t) jf²1; ²2g

Así, Valoración también cae dentro de la categoría de conjuntos borrosos de nivel 2, pues sus referentes,
v. gr. Habilidad, son subconjuntos borrosos (de tipo 2).

Los siguientes pasos del algoritmo se encargarán de eliminar la borrosidad procedente de la multiplicidad
de criterios.

Paso 3: Para cada factor, calcular los valores puntuales de sus valores borrosos de pertenencia;

Paso 4: Calcular el valor puntual de cada factor;

Paso 5: Calcular los valores puntuales: PV(eL);PV(e0L);PV(e
00
L);PV(e

000
L ) 2 L([0; 1]), convirtiendo así Valo-

ración(t) jE en un conjunto borroso de nivel 2 —que notaremos ValoraciónPV(t) jE— de…nido sobre
referentes que son conjuntos borrosos (de tipo 2);
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Paso 6: Calcular el valor puntual de ValoraciónPV(t) jE . Obtendremos un valor numérico (asociado a la
tarea t y al conjunto de expertos E).

Paso 7: Estimar la tarea con una mayor valoración como:

t̂ = argmax
t
PV(Valoración(t) jE ) (8.10)

Observación 146 (Expertos de desigual relevancia) En nuestra propuesta, la posible distinta relevancia,
experiencia, consideración o con…anza en los expertos, puede expresarse mediante una distribución no uniforme
de índices ponderales sobre el conjunto E de expertos. Respecto del esquema que hemos propuesto, la diferencia
estriba en que, en vez de usar el conjunto borroso medio, se implementaría usando el conjunto borroso medio
ponderado:

eL(f²1; :::; ²ng)(u) = ¸1eL(²1)(u) + :::+ ¸neL(²n)(u) (8.11)

con ¸1 + :::+ ¸n = 1.

8.16 Estudio ilustrativo:
Comunicación del resultado de la evaluación

El proceso de elección de candidatos debe ser transparente. Debemos potenciar la comunicación
abierta, interna y externa, de modo que sea prácticamente imposible justi…car lo injusti…cable o
diseñar procedimientos para justi…car lo que ansiamos justi…car. Esta comunicación debe ser en red,
esto es, en múltiples direcciones, sean las clásicas verticales descendentes (jerárquicas), verticales
ascendentes (desde los subordinados), horizontales (entre compañeros) y diagonales (interdeparta-
mentales). En esta sección, hablamos de actos de comunicación interpersonal y de los espacios de
intersubjetividad que ellos originan, centrándonos en los correspondientes a la comunicación del
resultado de la evaluación.

8.16.1 Algo sobre comunicación

«“Comunicar” es equivalente a “transmitir”, pero en toda transmisión cabe distinguir un contenido infor-
mativo y una intención persuasiva acompañante de dicha información. Por consiguiente, en la …nalidad de
toda comunicación está implícito el deseo de in‡uir. La comunicación se presenta, pues, distinta de la mera
información, dado que incluye la idea de cambio (Bullaude, 1968: 94).»
—Jaime Sarramona [996] (pp. 139-140). Se re…ere a J. Bullaude [997]

No es posible negar que un proceso de elección de un candidato es un proceso de interacción personal,
inmerso en un ámbito de comunicación. La administración no sólo es para las personas, sino administración
con personas.

Aunque usaremos la palabra comunicación en un sentido muy amplio, de forma que incluya todos los procesos
por los cuales una mente puede afectar a otra, nos centraremos en la comunicación del lenguaje, tanto oral
como escrito.

En comunicación se pueden distinguir problemas a tres niveles: técnico, semántico y de in‡uencia o efec-
tividad.
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Los problemas técnicos se re…eren a la exactitud de la transmisión de la información del emisor al receptor.
Son inherentes a todas las formas de comunicación.

Los problemas semánticos se re…eren a la interpretación del signi…cado por el receptor, en cuanto que
este signi…cado se compara con el pretendido por el emisor. Esto es una situación muy profunda y complicada,
incluso cuando se trata solamente de los problemas, aparentemente simples, de la comunicación a través del
lenguaje. Por ejemplo, si B sospecha que no entiende lo que A dice, entonces, no es posible, haciendo que A no
haga otra cosa mas que hablar con B, clari…car esta situación en un tiempo …nito. Si A dice: «¿Me entiende
ahora?», y B dice: «Sí.», no quiere decir que se haya logrado el entendimiento. El sujeto B, simplemente,
puede haber «creído entenderlo». Esta di…cultad de entendimiento, en el lenguaje, puede reducirse a un tamaño
tolerable, pero nunca puede eliminarse completamente mediante «explicaciones» —cfr. Weaver[998].

Los problemas de in‡uencia o efectividad se re…eren al éxito con el cual se transmite el signi…cado al
receptor y que conduce al comportamiento deseado por su parte. Es evidente que, aunque pueda parecer en
principio indeseablemente estricto el propósito de que toda comunicación consista en in‡uir sobre la conducta
del receptor, es precisamente nuestro caso. La meta de la comunicación organización–candidato es ésa. La
organización tratará de in‡uir en el candidato y viceversa, el candidato tratará de in‡uir en la organización.

¤ ¤ ¤

Se pueden distinguir cinco elementos básicos en todo acto de comunicación: emisor, receptor, lenguaje,
mensaje y canal. El papel básico de emisor tras un proceso de elección, lo asume la organización, y decimos
básico, porque puede que la respuesta del candidato, tras conocer el resultado, sorprenda a la organización,
pasando ésta al papel de receptor, o creándose la posibilidad de un diálogo.

De este modo, según W. Weaver [998], todo sistema de comunicación se puede esquematizar, básicamente,
como muestra la siguiente …gura:

 

FUENTEFUENTEFUENTEFUENTE   
DE DE DE DE 

INFORMACIÓNINFORMACIÓNINFORMACIÓNINFORMACIÓN 
TRANSMISORTRANSMISORTRANSMISORTRANSMISOR 

CANALCANALCANALCANAL 

RECEPTORRECEPTORRECEPTORRECEPTOR DESTINODESTINODESTINODESTINO 

Mensaje 

Señal 

Señal recibida 

Fuente de ruido 

Mensaje 

EMISOREMISOREMISOREMISOR 

Sistema de comunicación. Presenta los cinco elementos básicos en todo
acto de comunicación: emisor, receptor, lenguaje, mensaje y canal.
—Fuente: Weaver [998]

Expliquemos sucintamente dicho esquema. La fuente de información, el cerebro de la persona que comunica,
elige un mensaje deseado entre un conjunto de mensajes posibles. El transmisor —sistema vocal—, transforma
este mensaje en una señal que se envía, a través del canal de comunicación —aire—, al receptor —sistema
auditivo—. Este es una especie de transmisor invertido que transforma la señal recibida de nuevo, convirtiéndola
en un mensaje y entregando este mensaje a su destino —cerebro del oyente.

La fuente de ruido, a la que hace referencia el esquema, corresponde, en el caso de la comunicación del
lenguaje, a un «ruido semántico», esto es, las posibles distorsiones de signi…cado introducidas por la fuente de
información, que no son pretendidas, pero que sin embargo, afectan al destinatario.
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Hay que añadir, que al igual que existe ese «ruido semántico», también ha de tenerse en cuenta al «receptor
semántico». Esto es, el cerebro del oyente somete al mensaje, ya descifrado por su sistema auditivo, a un segundo
desciframiento, requiriéndose en este caso que haya de compararse las características semánticas del mensaje
con la capacidad semántica de la totalidad de receptores que constituye la audiencia a la que uno desea in‡uir
—caso de una comunicación abierta a todos los candidatos o a toda la organización—. En otras palabras,
el nivel con que el comunicante transmite su mensaje debe adaptarse al nivel de sus oyentes. De aquí, que
como decíamos al hablar de la fuente de información, la elección del mensaje es fundamental para conseguir el
entendimiento mutuo.

Por otro lado, todo mensaje es un conjunto de símbolos, que tendrán un signi…cado propio por sí mismos, o
por grupos dependientes o independientes. No hay que olvidar, pues, que el receptor posee «memoria», de tal
forma, que el desciframiento de cada símbolo está condicionado por el desciframiento de los símbolos anteriores
en el mensaje, aun más, por el desciframiento de los mismos símbolos en comunicaciones precedentes.

Otro factor a tener en cuenta en la comunicación, lo sugiere el hecho de que el error y la confusión surgen
y la …delidad decrece cuando se intenta transmitir una gran cantidad de información en un mismo mensaje.
Puede que estemos sobrevalorando la capacidad de la audiencia.

¤ ¤ ¤

Una vez constatados los resultados de la comunicación, pueden resultar cuatro situaciones diferentes —cfr.
Mallas [999], via Sarramona [996] (p. 142)—, según la decodi…cación del mensaje sea correcta o incorrecta;
las muestra la siguiente …gura:

 

Canal 

1.  Compor- 
tamiento 
esperado. 
  
2.  Compor- 
tamiento 
inesperado. 
  
  
  
3.  Compor- 
tamiento 
esperado. 
  
  
4.  Compor- 
tamiento 
inesperado. 

Canal 
MensajeMensajeMensajeMensaje 

RRRREEEE    
CEPCEPCEPCEP    
TORTORTORTOR 

1.  Decodifi- 
cación correcta. 
  
  
2.  Decodifi- 
cación co- 
rrecta pero 
resistencia 
del receptor. 
  
3.  Decodifi- 
cación inco- 
rrecta pero 
resultado eficaz. 
  
4.  Decodifi- 
cación incorrecta. 

TRANSTRANSTRANSTRANS    
MIMIMIMI    

SSSSOROROROR 

El receptor puede presentar un comportamiento esperado o inesperado,
tanto si la decodi…cación del mensaje ha sido correcta como si ha sido
incorrecta.
—Fuente: Mallas [999]

Para advertir la e…cacia de la comunicación, es preciso añadir algún tipo de control, que compare los logros
con los signi…cados pretendidos. Puede que tal control no se limite a la constatación de los resultados sino que
condicione acciones posteriores del emisor, retroalimentando el sistema.

En esta línea se sitúa el supuesto de respuesta que proponemos en la Sección §8.16.3, cuando el candidato
elegido —el receptor— duda y solicita tiempo para pensarlo. La organización deberá contestar —acción poste-
rior del emisor— a esta duda. En la Sección §8.16.4, estudiamos el caso en que emisor y receptor se conozcan
previamente y dispongan de información a priori. En ambos supuestos, extendemos las ideas de Ronald R.
Yager al caso de respuestas ©-borrosas, mediante aritmética de intervalos —cfr. §3.5—, considerando la ex-
tensión natural a intervalos de funciones reales factorizables —cfr. §3.6—. Por no extendernos en demasía, lo
ilustramos con dos ejemplos —cfr. Ejemplos 147 y 148.

8.16.2 Actos de comunicación

El esquema que aparece en la siguiente …gura, muestra los puntos fundamentales que destacan autores como
David K.Berlo, James B. Lemert y Robert J.Mertz [1000] y Ronald L.Applbaum et alii (vide infra) [1001],
en las conductas del emisor y del receptor, así como los factores que primordialmente in‡uyen en la …delidad
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del mensaje —aplíquelo el lector, por ejemplo, a relaciones entre organización y trabajadores o candidatos a
puestos, profesores y alumnos, o viceversa (permuta de papeles emisor–receptor), según crea oportuno.

 

-  Habilidad comunicativa 
-  Nivel de conocimientos 
-  Actitud positiva 
-  Marco socio-cultural 
-  Credibilidad 

EMIEMIEMIEMISORSORSORSOR 

-  Seguridad 
-  Competencia 
-  Dinamismo 

-  Autoestimación 
-  Ansiedad 
-  Autoritarianismo 

RECEPTORRECEPTORRECEPTORRECEPTOR 

-  Saber escuchar 
-  Saber leer 
-  Saber pensar 

-  Código 
-  Contenido 
-  Tratamiento 

MENSAJEMENSAJEMENSAJEMENSAJE 

Puntos fundamentales en las conductas del emisor y del receptor en
todo acto de comunicación, así como los factores que in‡uyen funda-
mentalmente en la …delidad del mensaje.
—Fuente: Elaborado a partir de Berlo [1002], Berlo, Lemert y
Mertz [1000] y Applbaum y otros [1001]

Según David K. Berlo [1002], el emisor debe disponer de:

a) Una habilidad comunicativa que le permita despertar el interés y …jar la atención de los receptores hacia el
mensaje, el cuál debe ser adaptado al grado cultural o de conocimientos de los mismos.

En términos psicológicos, esto se entiende como habilidad para «sintonizar» con los demás. Parece ser que
esto es advertido como una cualidad de primer orden por los receptores. No obstante la valoración de…nitiva de
la habilidad comunicativa estará en función de la consecución o no de los propósitos iniciales de la comunicación,
captación y entendimiento del mensaje.

b) Un nivel de conocimientos adecuado a lo que pretende comunicar: no se puede transmitir lo que no se sabe.

No obstante, no se puede olvidar que la importancia de los contenidos o de la forma de transmisión depende
sobremanera de las características del receptor.

c) Una actitud positiva ante la comunicación; ésto puede traducirse en que el emisor debe sentir una satisfacción
personal, pues de lo contrario puede proyectar en el acto de comunicación su propia insatisfacción.

La aceptación de sí mismo como emisor es el primer paso para lograr un equilibrio personal que permita
desarrollar esta función con e…cacia. Por tanto, otro punto a considerar es la imagen del emisor, tanto la que
tiene de sí mismo, como la que pudiera tener un receptor de él.

No hay que olvidar que cuando por vez primera se encuentran un emisor y un receptor, éste lo que hace
es, sobre todo, observar, consiguiendo así una serie de hipótesis sobre el «tipo» de emisor; más tarde, com-
probará sus hipótesis. El receptor empleará los resultados de esta comprobación para orientar sus actitudes,
comportamientos futuros y posibles respuestas a mensajes o propuestas del emisor.

El emisor debe ser realista, debe estar preparado para admitir que no siempre conoce las respuestas. Esto
evitará di…cultades, y ayudará a crear un ambiente aplaciente, de una especie de orden negociado, en pos de
una relación de trabajo.

Habrá receptores inmaduros, incapaces de distinguir, de evaluar a una persona. Así, el emisor será para
ellos duro o blando. De los receptores maduros, procurará el emisor que le vean como una persona que en
realidad intenta ayudarles. Pero deberá tener en cuenta que el comportamiento de la masa suele ser, a veces,
pueril —aunque no lo sean los de los individuos.

No se puede ser un «pelele» en manos del receptor. Pero tampoco puede pretender el emisor que los
receptores sean marionetas en las suyas. Es necesario establecer una relación basada en el respeto mutuo,
pudiéndose conseguir, de este modo, que emisores y receptores llegasen a construir signi…cados compartidos,
organicen las reglas, y aprendan a vivir en un mundo unido, comprometiéndose en acciones de unidad.

Ese orden negociado que rige en la comunicación, no debiera verse alterado, sino por situaciones extremada-
mente puntuales. Tanto el emisor como el receptor deben admitir que están bajo una situación gobernada por
unas reglas racionales y comprensibles, y que por tanto deben ser acatadas. Existen la educación, las buenas
maneras y el sentido común.
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d) Referencia al marco socio-cultural. No podemos olvidar que el ser humano es un ser social. Los actos de
comunicación condicionan al hombre con la realidad socio-cultural en la que vive, y viceversa. De lo
contrario, todo puede virar improvisada e infortunadamente para uno.

e) Credibilidad con la cual el emisor transmite su mensaje: [...] el efecto de la comunicación está in‡uido
por indicios acerca de las intenciones del emisor, experiencia y sinceridad. El mismo mensaje es juzgado
más favorablemente cuando es comunicado por una persona de alta credibilidad que cuando lo hace una
de baja credibilidad. No es realmente posible separar estos factores esenciales de credibilidad. Ellos
aparecen interactuando y el producto de esas interacciones determina el nivel de credibilidad y su efecto
en la situación comunicativa.» —cfr. Applbaum, Anatol, Hays, Jenson, Porter y Mandel [1001].

Ya hemos comentado antes cómo procuran conocerse ambas partes, emisor y receptor. Parece esencial la
adquisición de un cierto carisma por parte del emisor. Berlo, Lemert y Mertz [1000] aislaron tres factores
básicos del emisor para lograr credibilidad: seguridad, competencia y dinamismo, entendidos siempre como son
advertidos por el receptor. De esta forma podríamos tener como cualidades fundamentales del emisor, madurez,
competencia y convicción en los propios ideales.

Por otro lado, caben destacar los hábitos de saber escuchar, leer y pensar, que debe poseer el receptor.
Ronald L. Applbaum et alii [1001], destacan tres puntos in‡uyentes en la conducta de los receptores:

² Autoestima, es decir, el receptor debe tener con…anza en sí mismo a la hora de apoyarse en su base de
conocimientos tanto para descifrar cualquier mensaje que provenga del emisor, como para obtener nuevos
resultados en su quehacer diario.

² Ansiedad, pero no en demasía, por conocer más. En general, esta actitud suele ser negativa y es resultado
de un pasado en el que ha existido un profesor, sistema de educación, padres, o jefes, exigentes en demasía.

² Autoritarianismo; también es una actitud negativa. Aquí se entiende en el sentido de que el receptor pueda
aceptar cuanto proceda de personas «investidas de autoridad», de que sus ideas dependan de las ideas
ajenas, pudiendo llegar a anular la creación de ideas propias, por el mero hecho, como ya comentábamos,
de creer en todo lo que diga el autorizado.

Una vez analizados el emisor y el receptor, no se puede olvidar el mensaje. Para David K. Berlo [1002],
tres son los factores primordiales que condicionan la …delidad del mismo:

² El código. Es la naturaleza del mensaje, la que en principio, condiciona el código a emplear, aunque
puedan utilizarse varios a la vez: lingüístico, grá…co, gestual, etcétera. También pueden considerarse
varias posibilidades de utilización del idioma, entendiendo ésto por los niveles distintos de utilización del
mismo.

² Contenido. O sea, «qué transmitir». Por un lado, los contenidos del mensaje dependen directamente
de los …nes de los actos de comunicación. Por otro, en igualdad de propósitos, los contenidos han de
estructurarse de manera adecuada, de modo que sean asequibles a la capacidad e intereses de los receptores.
A veces, interesará plantear problemáticamente los contenidos, de modo que surja la crítica re‡exiva y la
creatividad.

² Forma de tratamiento, es decir, ¿cómo transmitir el mensaje? Es evidente que el tratamiento está en
función de los objetivos del emisor y las características del receptor. Pensemos, por ejemplo, en la
distinta forma de tratamiento que otorga el emisor a los contenidos cuando desea imponerlos sin re‡exión
(adoctrinamiento) o cuando espera la libre aceptación por parte del receptor.

8.16.3 Un ejemplo de análisis borroso del intercambio de mensajes ©-borrosos

«Por ejemplo, un candidato en una entrevista de trabajo estará interesado en dejar una buena impresión
en sus empleadores potenciales. A la par que aporta información a su entrevistador, tratará de detectar el
efecto de cada bit de información de manera que presente su mejor imagen.»
—Ronald R. Yager [1003] (p. 310)

Y lo mismo que dice Ronald R. Yager en esta cita, es aplicable al revés: también se cuidará el representante
de la organización de causar una buena impresión a su posible empleado.
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En general, como ya hemos tenido oportunidad de comentar, el proceso de comunicación interpersonal
consta de un amplio conjunto de señales que un individuo transmite a otro: palabras, tono de voz, posturas
corporales, gestos, manera de vestir, etc.).

Los primeros modelos borrosos para describir la comunicación interpersonal, que conocemos, son de
Yager [1004, 1003]. La diferencia con los modelos probabilísticos —cfr. Luce [1005], Cherry [1006],
Restle y Greeno [1007]—, según muchos, es notoria. Dicen que los modelos probabilísticos se basan en la
repetición. Y este es el argumento principal que esgrimen los defensores a ultranza de la vía borrosa, al aducir
la extrañeza de este factor para con la comunicación interpersonal.

Obviando la amplitud de miras de Yager, nosotros nos centramos a continuación justamente en el inter-
cambio verbal que se produce en el momento de comunicar el resultado del proceso de evaluación.

Consideremos la posibilidad de que el aspirante elegido pueda responder «sí», «no», o «déjeme un poco
de tiempo para pensarlo». Es decir, que su respuesta sea un subconjunto unitario de P(aA), donde aA =
fx1; x2; x3g es un conjunto referencial de actitudes básicas, siendo:

x1 ´«sí»,

x2 ´«no»,

x3 ´«déjeme un poco de tiempo para pensarlo».

No obstante, su respuesta puede que no sea tan nítida; quizás responda algo como:

A ´«en este momento casi que no, ..., casi seguro que no,

aunque quizás si me deja un poco de tiempo para pensarlo, ...»

La incertidumbre presente en tal respuesta es claramente borrosa. Esta respuesta es un ejemplo del efecto
anáfora, muy difundido en la comunicación interpersonal: las predicaciones poseen una enorme ‡uencia, in-
‡uyéndose recíprocamente (reforzándose o debilitándose) —cfr. Castilla del Pino [1008] (p. 74). Observe
el lector que nuestro ejemplo de respuesta comparte los efectos anáfora17 y catáfora18.

A modo de ejemplo —cfr. infra Ejemplo 147—, podríamos representar la respuesta A, quizás como un
conjunto ©-borroso:

A = [:1; :2]=x1 + [:8; :9]=x2 + [:4; :5]=x3

Del mismo modo que el aspirante ha de…nido su respuesta en base a un referencial aA de actitudes básicas
(«aceptar», «rechazar», «pedir tiempo para pensarlo»), la empresa, o en su caso el representante responsable
del procedimiento de elección o clasi…cación, puede prever cómo contestar a la respuesta del aspirante, mod-
elizándola como un subconjunto borroso de…nido en un referencial aB de posibles actitudes básicas, por ejemplo,
aB = fy1; y2; y3; y4; y5; y6g, con

y1 ´«alegría»,

y2 ´«pena»,

y3 ´«sorpresa»,

y4 ´«enojo»,

y5 ´«paciencia»,

y6 ´«impaciencia»,

y7 ´«afecto».

La fuerza del mensaje se de…ne —cfr. Yager [1003]— como la altura de A(x). Si A(x) posee un único
máximo (coreA = 1A es un conjunto unitario) se dice —cfr. Goguen [358]— que el mensaje es ambiguo.
Cuanto mayor sea el soporte de A, mayor es la generalidad del mensaje —cfr. Goguen [358]—. Una mayor
precisión del mensaje obviamente corresponde a una mayor fuerza, menor ambiguedad y menor generalidad.
La claridad del mensaje A se corresponde con la distancia entre h(A) y el siguiente valor máximo —cfr. Yager
[1003].

Podemos de…nir una relación ©-borrosa R µ F©(aA£aB), donde R(y; x) indica el grado de adecuación de la
actitud básica y como componente de una respuesta empresarial B 2 F©(aB), con respecto a la actitud básica
x como componente de una respuesta previa A 2 F©(aA) dada por el aspirante, tras habérsele comunicado

17Anáfora (una de sus acepciones). f. Figura retórica que consiste en la repetición de una o más palabras al principio de frases,
párrafos o versos sucesivos, con …nes enfáticos o para procurar la simetría del todo.

18Catáfora. f. Anticipación de lo que va a venir en el discurso, a menudo realizada por medio de un demostrativo.
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su elección. De este modo, la contrarrespuesta empresarial B 2 F©(aB), puede ser modelada y «modulada»
mediante un operador composicional ± de R y A 19:

B = R ±A (8.18)

Con el siguiente ejemplo, ilustramos de qué manera extendemos estas ideas de Yager al caso de respuestas
©-borrosas, mediante aritmética de intervalos —cfr. §3.5—, considerando la extensión natural a intervalos de
funciones reales factorizables —cfr. §3.6.

Ejemplo 147 Imaginemos que la respuesta del aspirante ha sido:

«en este momento casi que no, ...,
casi seguro que no,
aunque quizás si me deja un poco de tiempo para pensarlo, ...»

y que decidimos modelizarla por el conjunto ©-borroso:

M = [:1; :2]=x1 + [:8; :9]=x2 + [:4; :5]=x3 (8.19)

Supongamos que la relación entre actitudes viene dada por la Tabla 8.11, entonces, la respuesta «max-min»
—cfr. Ec. ??— de la empresa se muestra en la Tabla 8.13, donde consideramos, como es habitual:

min(ha0; a1i; hb0; b1i) = hmin(a0; b0);min(a1; b1)i (8.20)

max(ha0; a1i; hb0; b1i) = hmax(a0; b0);max(a1; b1)i (8.21)

La respuesta de la organización debería mostrar:

² una gran «sorpresa» (B(y3) = h:8; :9i),
² bastante «pena» (B(y2) = h:6; :7i),
² un relativo «enojo» (B(y4) = :5),

a la vez que algunos signos indicadores de:

² una cierta «paciencia» (B(y5) = h:4; :5i),
19Sean U , V y W, tres universos de discurso y R 2 F(U £ V) y S 2 F(V £W) dos relaciones borrosas. La composición de R y

S es una nueva relación borrosa, R ± S 2 F(U £W), que podremos de…nir de múltiples formas. La «composición sup-¿» de R y

S, que denotaremos R
¿± S, está de…nida por —cfr. Zadeh [413]:

(R
¿± S)(u; w) = sup

v2V
¿(R(u; v); S(v;w)) (8.12)

donde ¿ denota cualquier t-norma. Dada una relación borrosa R 2 F(U £ V), y un subconjunto borroso x 2 F(V), la «regla
composicional de inferencia sup-¿», a…rma que el subconjunto borroso y 2 F(U), inducido por x es —cfr. Zadeh [413]:

y = R
¿± x (8.13)

Si ¿ es la t-norma mínimo, entonces (8.12) es la «regla composicional de inferencia de Zadeh» —cfr. Zadeh [404]—. Esto tiene
su precedente cuando Goguen [358] sugiere como solución general la convolución de R con x, y como solución particular:

y(u) = sup
v2V

(R(u; v) ? x(v)) (8.14)

donde ? es una operación binaria distributiva con respecto al supremo.
Con el resto de normas triangulares básicas no parametrizadas, o sea, con los operadores de composición sup-producto —cfr.

Kaufmann [698]—, sup-producto_acotado y sup-producto_drástico —cfr. Mizumoto [1009]—, se han obtenido buenos resultados
en razonamiento aproximado —cfr. Mizumoto [1009, 1010].

En nuestro caso, la «composición sup-¿», está de…nida, para toda y 2 aB:

B(y) = (R
¿±A)(y) = sup

x2aA
¿(R(y; x); A(x)) (8.15)

Citar …nalmente, el operador de composición inf-!¿ —cfr. Klir y Yuan [46]:

(R
!¿± S)(u; w) = inf

v2V
!¿ (R(u; v); S(v; w)) (8.16)

donde ¿ es una t-norma continua y para todo a; b 2 [0; 1]:
!¿ = supfx 2 [0; 1] : ¿(a; x) · bg (8.17)
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R(y; x)
x1

«sí»
x2

«no»
x3

«tiempo para pensar»
y1 ´«alegría» [:9; 1] 0 [:2; :3]
y2 ´«pena» 0 [:6; :7] [0; :1]

y3 ´«sorpresa» [0; :1] [:9; 1] :25
y4 ´«enojo» 0 :5 0

y5 ´«paciencia» [:1; :2] 0 [:9; 1]
y6 ´«impaciencia» 0 [:2; :3] [:1; :2]

y7 ´«afecto» [:9; 1] 0 [:9; 1]

Tabla 8.11: Ejemplo de relación ©-borrosa R µ Y £X, donde R(y; x) indica
el grado de adecuación de la actitud básica y como componente
de la respuesta empresarial, con respecto a la actitud básica x
como componente de la respuesta previa dada por el aspirante,
al habérsele comunicado su selección. (Es una relación condi-
cionada a la preferencia de la empresa por el candidato.)

Respuesta max-min de la organización: B(y)
y1 y2 y3 y4 y5 y6 y7

h:2; :3i h:6; :7i h:8; :9i :5 h:4; :5i h:2; :3i h:4; :5i
Tabla 8.12: Contestación max-min de la organización ante la res-

puesta del candidato. Los valores indican el grado
en que la organización debe mostrar la actitud corre-
spondiente. Por ejemplo, debería mostrar una gran
sorpresa (y3), pues el valor asignado a ésta es bastante
grande: h:8; :9i.

² un cierto «afecto» (B(y7) = h:4; :5i),
² bastante poca «alegría» (B(y1) = h:2; :3i), y
² bastante poca «impaciencia» (B(y6) = h:2; :3i).

8.16.4 Conocimiento previo

—Mire que caérsele una lentilla, ...
—Creo que ha caído más allá.
—Fuente: Texto propio, dibujo público.

Si los interlocutores ya se conocen, puede que tengan ideas preconcebidas sobre sus actitudes respectivas en la
comunicación. Este conocimiento puede traducirse en forma de probabilidades o posibilidades asociadas a cada
actitud del emisor. Si p(x) representa la probabilidad asociada a la actitud x 2 aA, entonces la probabilidad
del suceso borroso —cfr. Zadeh [1011]; y Sección §15.2.1 de la presente tesis— de recibir el mensaje A es:

p(A) =
X
x2aA

A(x)p(x) (8.22)

Según sea mayor o menor p(A), más o menos consistente será el mensaje recibido A con el que se esperaba
recibir. Si el mensaje recibido es preciso, entonces, independientemente de su consistencia con el esperado, el
receptor deberá responder. No obstante, si es demasiado inconsistente quizás debiera solicitar la repetición o
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con…rmación del mensaje. De igual modo, si el mensaje recibido A no es preciso, podría solicitar su repetición
en caso de inconsistencia.

Alternativamente, se podría modelizar este conocimiento a priori con una distribución de posibilidad —cfr.
Zadeh [401] y Sección §18.6 de la presente tesis—. Cada x 2 aA tiene asociado un número r(x) 2 [0; 1],
indicador de la creencia del receptor acerca de la posibilidad de que la actitud x aparezca en el mensaje. La
posibilidad del mensaje A es —cfr. Zadeh [401]:

r(A) = max
x2aA

minfA(x); r(x)g (8.23)

Tras la recepción de A, el mensaje r0 esperado posibilísticamente al inicio, puede modi…carse a:

r1(x) = minfr®0 (x); A(x)g (8.24)

donde ® indica la relevancia del mensaje anterior en la propia modi…cación.

La posibilidad del mensaje A indica directamente la consistencia del mensaje con la expectativa posible:

con(A; r) = r(A) (8.25)

Si esta consistencia es baja, puede que el receptor decida modi…car por sí mismo el mensaje, de forma que a
menor consistencia, menor parecido entre el mensaje modi…cado y el original; por ejemplo según:

A0(x) = (A(x))con(A;r) (8.26)

El nuevo mensaje posiblemente esperado es:

r1(x) = minfr1¡con(A;r)0 (x); A0(x)g (8.27)

Con el siguiente ejemplo, ilustramos de qué manera extendemos estas ideas de Yager al caso de respuestas
©-borrosas, mediante aritmética de intervalos —cfr. §3.5—, considerando la extensión natural a intervalos
de funciones reales factorizables —cfr. §3.6—. Se trata del mismo caso que en el Ejemplo 147, sólo que
incorporando información a priori.

Ejemplo 148 Imaginemos que el evaluador espera que la respuesta del candidato esté representada por la
distribución de posibilidad

r0 = h:8; :9i=x1 + h0; :1i=x2 + h:2; :3i=x3
que podría corresponder a una respuesta del tipo:

«con toda seguridad, ...,
vamos sin lugar a dudas,
además encantadísimo,
porque era lo que quería, ...,
de todos modos déjeme un par de días para ultimar unos detalles, ...»

Supongamos que recibe el mensaje anterior. Supongamos que consideramos su modelización como conjunto
©-borroso, la misma que en el Ejemplo 147, es decir:

M = [:1; :2]=x1 + [:8; :9]=x2 + [:4; :5]=x3

La consistencia, según (8.25) es

con(A; r0) = maxfminfh:1; :2i; h:8; :9ig;minfh:8; :9i; h0; :1ig;minfh:4; :5i; h:2; :3igg
= maxfh:1; :2i; h0; :1i; h:2; :3ig = h:2; :3i

Es decir, la respuesta del candidato no se adecua a las expectativas de la organización. Debido a ello, esta
última decide modi…car el mensaje escuchado, según (8.26):

A0 = (A)con(A;r)

= h:1; :2ih:2;:3i=x1 + h:8; :9ih:2;:3i=x2 + h:4; :5ih:2;:3i=x3
= h0:50119; 0:72478i=x1 + h0:935 25; 0:979 15i=x2 + h0:759 66; 0:870 55i=x3
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Por ser lnx y ex monótonas creciente, tenemos que:

ha0; a1ihb0;b1i = ehb0;b1i lnha0;a1i
= ehb0;b1ihlna0;lna1i

= heminfb0 lna0;b0 lna1;b1 lna0;b1 lna1g; emaxfb0 lna0;b0 lna1;b1 lna0;b1 lna1gi

La modi…cación de la esperanza posibilística a partir de este mensaje A0 es, según (8.27):

r1(x) = minfrh:7;:8i0 (x);A0(x)g

así que:

r1 = min(h0:83651; 0:9289i; h0:50119; 0:72478i)=x1
+min(h0; 0:19953i; h0:935 25; 0:979 15i)=x2
+min(h0:27595; 0:43051i; h0:759 66; 0:870 55i)=x3
= h0:50119; 0:72478i=x1 + h0; 0:19953i=x2 + h0:27595; 0:43051i=x3

Se observa una disminución de la esperanza posibilística de que la respuesta sea sí, a la vez que aumentan
las esperanzas del no y de la petición de tiempo para pensar.

Si hacemos la composición con la relación de la tabla anterior, la respuesta de la empresa debería ser:

Respuesta max-min revisada de la organización: B(y)
y1 y2 y3 y4 y5 y6 y7

h0:50119; 0:72478i h:6; :7i h:9; :97915i h:75966; :87055i h:75966; :87055i h:2; :3i h:75966; :87055i
Tabla 8.13: Contestación max-min revisada de la organización ante la respuesta del candidato. La revisión se

ha efectuado considerado el conocimiento a priori entre ambos. Los valores indican el grado en que
la organización debe mostrar la actitud correspondiente. Por ejemplo, debería mostrar una enorme
sorpresa (y3), pues el valor asignado a ésta es muy alto: h:9; :98i.

La respuesta de la organización debería mostrar:

² una enorme «sorpresa» (B(y3) = h:90; :98i),
² un gran «enojo» (B(y4) = h:76; :87i),
² una gran «paciencia» (B(y5) = h:76; :87i),
² un gran «afecto» (B(y7) = h:76; :87i),
² bastante «pena» (B(y2) = h:6; :7i),
² una moderada «alegría» (B(y1) = h:50; :72i),

a la vez que algún signo indicador de:

² bastante poca «impaciencia» (B(y6) = h:2; :3i).

Como podemos apreciar, el marcador de «sorpresa» ha aumentado (B(y3) ha pasado de h:8; :9i a h:90; :98i);
la organización debe mostrar «alegría» por lo positivo que tiene la respuesta (el candidato asegura que se lo
pensará) y «pena» por la parte negativa (casi asevera que no), a la par que debe aumentarse el «enojo» (en
busca de una posición de fuerza). El aumento de «paciencia» y «afecto» es consecuencia inmediata de la
distribución a priori, pues la organización ansía a ese candidato (nótese que r0(sí) = h:8; :9i).

8.17 ¡Dichosos per…les!

«¡Miren al fondo de las cosas!»
—P. Makovetski [1012]
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Aunque en §8.2 hayamos defendido la igualdad, lo cierto es que, como comentábamos en el Preludio: somos
diferentes.

La diversidad del ser humano hace que la administración con personas sea más un arte que una ciencia
o una técnica —cfr. Copeland [1013]—. Pero la di…cultad no puede hacernos olvidar la importancia de lo
individual: «en determinadas circunstancias, un número reducido de personas pueden hacer que un sistema
cambie drásticamente» —cfr. Chen, Lin y Kuo [9].

La elección de los per…les y la elección de los campos, registros o criterios, que deben …gurar en cada uno
de estos per…les, así como, cómo valorar cada criterio, son cuestiones muy difíciles.

Sobre todo si se trata de personas (agentes humanos). Las actividades cognitivas complejas —actualmente—
sólo pueden ser observadas indirectamente, por ejemplo, a través del lenguaje o de la conducta. Pero lo más
seguro es que éstos no sean medios neutros. Por lo que la incertidumbre estará presente en toda valoración de
variables o atributos personales.

El análisis psicológico es fundamental. Para ello, un buen punto de partida es la teoría psicométrica
o de los rasgos —cfr. Eysenck y Eysenck [735]; Amelang y Bartussek [1014]; Buss y Poley [1015];
Colom Marañón [1016, 8]; y la pág. 147 de la presente Tesis—. Por ejemplo, se sabe que el rendimiento de
las personas introvertidas en tareas de vigilancia es superior al de las extrovertidas, y es indudable que esta
información debería ser empleada, por ejemplo, en la contratación de controladores aéreos —cfr. Colom
Marañón [1017] (pp. 38-39).

Es bien conocido en Reconocimiento de Patrones, que, a veces, es más robusto usar patrones de referencia
«corruptos» que patrones de referencia «depurados» (clean). Un ejemplo típico se da en Reconocimiento del
Habla —cfr. Rabiner y Juang [623] (pp. 309-310)—. De modo parecido, podemos pensar en condiciones de
trabajo ideales (a las que más de un cientí…co se referiría como de laboratorio), y en condiciones de trabajo
reales. Ello conllevaría la modi…cación del máximo de ciertos atributos. Por ejemplo, en condiciones reales, lo
mismo interesa más una persona con un atributo de ética de 8 sobre 10, que de 10 sobre 10. El adjetivo corrupto
usado en Reconocimiento de Patrones, es del todo adecuado: tal persona posee valores éticos corruptos (aunque
sea en un grado pequeño).

Un segundo ejemplo. Imaginemos que Ana y Pedro han seguido un curso de formación y debe evaluarse el
resultado. Nada más comenzar el curso, se les hizo pasar un examen para saber sus conocimientos sobre los
temas a tratar. Ana obtiene un 1 (sobre 7) y Pedro un 3 (sobre 7). Cuando …naliza el curso, Ana obtiene un 4
(sobre 7) y Pedro un 5 (sobre 7). La cuestión no trivial es: si un evaluador desea incluir en los per…les de Ana
y Pedro esta información, ¿qué sería de mayor utilidad?

¿Debe incluir un único campo CF correspondiente al curso de formación y registrar en el campo la nota?

 
... ... ... 3 ... ... ... 

... ... ... CF ... ... 
... ... ... 5 ... ... ... 

... ... ... CF ... ... 

Ana Pedro

O quizás, ¿debería incluir dos campos, que informen sobre el rendimiento (R) y progreso (P), y que, por
ejemplo, se valoren como mediano (M) y alto (A)?

 
... ... M A ... ... ... 

... ... R P ... ... 
... ... A M ... ... ... 

... ... R P ... ... 

Ana Pedro

8.18 Líneas de desarrollo personal

«La mente no es un vaso que hay que llenar, sino un fuego que hay que encender.»
—Plutarco di Cheronea (46-120 d.C.)

Esta cita de Plutarco nos recuerda lo difícil que resulta evaluar los aprendizajes, algo que ya hemos tratado
anteriormente. Y aunque también hemos hecho referencia a varias teorías del aprendizaje —cfr. §6.22—, no
podemos olvidar la teoría del aprendizaje acumulativo —cfr. Gagné, Briggs y Wager [1018].

Esta teoría nos inspira hacia la distinción entre varias etapas en todo proceso de formación (continua). Lo
mostramos en el siguiente esquema grá…co, con la que tratamos de re‡ejar lo que creemos que debe ser el
proceso de desarrollo profesional de cualquier persona que así lo desee.
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Pensamos que el esquema es lo su…cientemente auto-explicativo, por lo que no dedicaremos espacio alguno
a comentarla. Es más, preferimos que el lector extraiga sus propias conclusiones a partir de su re‡exión.
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Líneas de crecimiento personal. Incluimos la teoría, técnica, ética y
afectividad como inseparables de su crecimiento como persona y de su
desarrollo profesional. (cfr. Fernández Pérez [22], p. 890)
— Fuente: Elaboración propia.
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8.19 Ejemplo ilustrativo:
Una breve incursión en la polivalencia

— «Fíjese todos los candidatos que tenemos, y sólo para dos puestos.»
— «Bueno hombre, pues a ver si somos capaces de encontrar a uno
que sepa hacer las dos cosas, que hay que ahorrar.»
— Fuente: Elaboración propia.

Sea por recortes presupuestarios, sea por lo que fuere, a veces pueden interesar candidatos
polivalentes, es decir, futuros trabajadores capaces de ejecutar las tareas correspondientes a diferentes
puestos de trabajo. En la literatura se re…ere este asunto, como «problema de la no especialización»
o «problema del candidato comodín». Esta sección trata sobre este problema y sobre otro de similar
naturaleza, para el caso de grupos de trabajo: evaluar la compatibilidad entre determinados grupos y
ciertos conjuntos de tareas, en referencia a la polivalencia que poseen tales grupos para desarrollar
cada una de esas colecciones de trabajos o tareas.

8.19.1 Una sociedad de ociosos

Los vaticinios sobre el …n del trabajo resuenan en nuestros oídos —cfr. Rifkin [1019]—. No es hasta
comienzos del siglo XIX, con pensadores como Charles Fourier o Claude Henri de Rouvroy de Saint-Simon,
cuando se ensalza el trabajo. Fourier de…ende su necesidad psicológica: «el trabajo bien entendido responde a
una necesidad y nos realiza como personas». Saint-Simon sentencia que «la nación más feliz es la que cuenta
con menos desocupados». Pierre-Joseph Proudhon, Georg Wilhelm Friedrich Hegel y Karl Marx a…rman
que el trabajo es la esencia del hombre, su principal medio de expresión y realización. Jean Onimus de…ende,
como ya hicieran Ivan Illich [1020] (p. 63), Herbert Marcuse [1021] (prólogo) o Henri Bergson [1022]
(p.252), las actividades libres, la liberación del peso del trabajo, de las tareas más esclavizantes y repetitivas,
la liberación de la rutina «metro, curro y sueño» —cfr. Onimus [1023] (p. 154)—. Pero Jean Onimus va más
allá; en contra de pensamientos tan catastro…stas como los de Pierre Thuillier [1024], de…ende la mutación
de la sociedad industrial en una sociedad plena de satisfacciones y liberada prácticamente del peso del trabajo,
soportado ampliamente por automatismos. Esto ya había sido sostenido en 1950 por Teilhard de Chardin
[1025] (p. 222) —citado por Onimus [1023] (p. 61):

Nada es más injusto ni más vano que el protestar y luchar contra el paro creciente al que nos conduce
inexorablemente la máquina. Sin los múltiples automatismos que se encargan de hacer trabajar «sólo» los
diversos órganos de nuestro cuerpo, ninguno de nosotros, evidentemente, tendría tiempo para crear, para
amar, para pensar, dado que los cuidados de nuestro «metabolismo» nos absorberían por entero. De la
misma forma (y consciente de los problemas relacionados con la utilización de una mano de obra demasiado
bruscamente relajada), ¿cómo es posible que no se vea que la industrialización siempre creciente de la Tierra
no es más que la forma humana y colectiva de un proceso universal de revitalización que, en éste, como en
los otros casos, sólo tiende, si sabemos utilizarlo convenientemente, a interiorizar y a liberar?

Una sociedad de ociosos (desocupados o exentos de obligaciones). ¿O será un mundo sin máquinas, al
estilo del Erewhon de Samuel Butler [1026] el que dominará? El prestigioso antropólogo Hank Wesselman
[1027] (p. 256) nos avisa de su peligro:

«Llegué a una ineludible conclusión: una vez perdida nuestra avanzada tecnología, ya nunca volverá a ser
descubierta. Sin hierro, las máquinas y la tecnología basada en ellas ya no serán posibles. Sin máquinas y
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sin la tecnología basada en ellas, el hierro ya no podrá obtenerse otra vez. Quienes sobrevivan al colapso de
la civilización occidental tal vez tengan que vivir un eterno futuro neopaleolítico. La “era del maquinismo”
sólo puede darse una vez, no más ...»

8.19.2 No te emplees, ¡trabaja!

Son varios los tipos de paro que se estudian en Economía: estacional, depresivo, friccional, estructural o cíclico
—cfr. Fernández Díaz [1028] (p. 26); Appleton [1029] (p. 167ss)—. Dentro de los modelos de equilibrios
no «walrasianos», se habla de paro «keynesiano», paro clásico e in‡ación contenida —cfr. Fernández Díaz
[1028] (p. 27).

El paro no es la ausencia de trabajo. Uno siempre puede plantearse ser útil, ayudando a los demás,
trabajando —desinteresadamente— para ellos. El paro es la ausencia de empleo.

Olvidémonos de la palabra «paro»; usemos desempleo. Los empleos son trabajos, pero no todos los
trabajos son empleos, no todo trabajador es un empleado, y por tanto, no todo desempleado está sin trabajo.

La lucha no consiste en tratar únicamente de salvar empleos, sino en suscitar actividades nuevas y útiles
para la comunidad —cfr. Onimus [1023] (p. 80); a propósito, puede verse el libro, en clave de mucho humor,
de Manuel Felipe Royo Ubieto [1030].

Nosotros, entenderemos por oferta, el conjunto de trabajos en espera de ser ocupados («trabajos en venta»),
y por demanda, el conjunto de aspirantes a ocuparlos («compradores de trabajos»). La realidad es que el
índice de desempleo se muestra como un buen indicador del exceso de demanda.

Resulta obvio que muchos desempleados buscarán en la economía sumergida20 su renta21 base, o una
renta complementaria al subsidio de desempleo que perciban, intentando igualar, como meta, a la renta media
que se percibe en el mercado o…cial —cfr. Fernández Díaz [1028] (p. 49); Giran y Granier [1032] (pp.
199ss.)—. Hay que observar que, de igual manera y como se desprende de nuestros comentarios anteriores,
muchos trabajadores, o…cialmente ocupados, se sumergirán en esta economía oculta.

En la discusión que nos ocupa, quizás más que del pluriempleo, habría que hablar de emolumentos. La
realidad es que son muchas las familias que con un solo salario no tienen para llegar a …n de mes. Pero,
insistimos, estas disquisiciones están destinadas a otro momento y lugar.

8.19.3 El trabajador multiplicable

Sea por recortes presupuestarios, sea por lo que fuere, a veces pueden interesar candidatos polivalentes, es
decir, futuros trabajadores capaces de ejecutar las tareas correspondientes a diferentes puestos de trabajo.
En la literatura se re…ere este asunto, como «problema de la no especialización» o «problema del
candidato comodín», …el ejemplo, del sistema just in time: una apuesta por la desespecialización de los
trabajadores y su conversión en empleados multifuncionales, ideado por los ingenieros de Toyota, en 1948 —cfr.
Romero Morante [782] (p. 109).

No nos resistimos a citar en este punto a Ramón Buxarrais, que fuera obispo de Málaga desde 1973 a
1991. En su tercera «carta a Valerio» (Málaga, marzo de 1980) [1033] (pp. 20-21), dice:

[...] No estaría mal que también dijéramos algo sobre la injusticia del pluriempleo; los jubilados con trabajos
extras; los sueldos escandalosos; los parados “aparentes” acogidos al desempleo; las bajas sin justi…cación;
las “sanguijuelas-sociales” que, sin dar golpe, son los primeros en cobrar mensualidades y exigir revisión de
convenios ... [...] Yo creo que en años de “vacas ‡acas”, cuando el paro devora tantos hogares o sitúa en
la vía muerta de los sin trabajo a millares de jóvenes, tener dos empleos o más, debería estar totalmente
prohibido. Aparte de lo que pueda decir la legislación, el pluriempleo puede llegar a ser un verdadero robo
a la sociedad. Alguien los llama “rateros blancos” o “atracadores sin metralleta”. Porque en realidad son
muchos los miles de pesetas que pueden acumular al cabo de un año.

20 En vez de usar el término «sumergida» —underground, en inglés, souterraine, en francés—, algunos utilizan: «subterránea»,
«oculta», «clandestina», «informal», «paralela»: las famosas «cajas negras» sin las cuales, la mayoría de los empresarios declara
que no podría mantener su empresa a ‡ote. En todo caso, la economía sumergida incluye la producción no declarada de bienes
y servicios legales, o de bienes y servicios ilegales, y los ingresos no declarados, monetarios o en especie —cfr. Fernández Díaz
[1028] (p. 48).

21 «La renta de una persona es lo que puede consumir durante la semana esperando quedar al …nal de la semana en tan buena
situación como estaba al principio.» O sea, la renta es sostenible, pues no es más que aquella parte de la producción que puede
consumirse después de haber compensado la depreciación del capital. La de…nición de renta, con la que comienza esta nota a pie
de página, se debe al premio Nobel de Economía (en 1972), John Hicks [1031] (p. 176).
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Pero la complejidad de este problema es tal, que una opinión, expresada a la ligera, a lo único que puede
conducir es al desatino. Se hacen necesarias algunas cavilaciones, para, precisamente no dejarse atraer por este
tipo de cavilosidades.

upóngase que la empresa PAMICOCHI oferta un conjunto de tra-
bajos cuyas tareas no son coincidentes en el tiempo. Desean
un trabajador «comodín»; alguien que pueda realizar no sólo

cualquiera sino todos los trabajos.

Como habitualmente en esta tesis, supongamos que trabajamos con per…les descriptores. Sea J el conjunto
de puestos de trabajo ofertados, A el conjunto de aspirantes y C el conjunto de cualidades que de…nen los per…les
profesionales de los trabajos y de los aspirantes. Dos son las soluciones «clásicas» que recoge la literatura. La
primera halla el candidato más afín al trabajo «virtual», unión de todos los trabajos.

Primera solución

Considerando el trabajo “virtual” unión de todos ellos:

Ĵ =
[
J2J

J

=
X

C2C TJ2J [J(C); J(C)]ÁC (8.28)

siendo T una t-conorma. El candidato más adecuado es:

Â = arg min
A2A

±(A; Ĵ) (8.29)

La estrategia de la segunda solución supone extender la expresión de los per…les de los candidatos y de los
trabajos al multiconjunto super-referencial donde cada cualidad C se repite jJ j veces:

Ĉ = fC1; :::; CjCj; jJ j::::::: ; C1; :::; CjCjg (8.30)

Segunda solución

Sean los per…les de los candidatos y trabajos rede…nidos en base al super-
referencial Ĉ (Ec. 8.30):

AĈ =
X

J2J

X
C2C[A(C); A(C)]ÁC (8.31)

JĈ =
X

J2J

X
C2C[J(C); J(C)]ÁC (8.32)

Denotemos porAĈ y JĈ los conjuntos rede…nidos de los per…les de los aspirantes
y de los trabajos. El candidato más adecuado es el menos distante, o sea:

ÂĈ = arg min
AĈ2AĈ

±(AĈ; JĈ) (8.33)

Obsérvese que la idea subyacente a esta segunda solución también es aplicable cuando se trata de un problema
de elección por valoración de candidatos, que, por consiguiente, puede resolverse por una técnica como TOPSIS
(la operativa de TOPSIS cuando los per…les son subconjuntos ©-borrosos o, en general, subconjuntos borrosos
de tipo 2, es la misma que la que relatamos en §10.13, para TOPSIS-0/1).
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8.19.4 Meta: el grupo «comodín»

[...] si realmente es cierto que la gente rinde más cuando trabaja con aquellos que pre…ere.»
—William H. Knowles [1034] (p. 98)

Sea A un universo de trabajadores. Sean G ½ P(A) una colección de grupos de trabajadores, A ½ A un
grupo de trabajadores y J una colección de tareas. Las soluciones vistas en §8.19.3 pueden extenderse al caso
de tener que elegir el grupo de trabajadores más afín a un conjunto de trabajos o tareas.

Por ejemplo, la extensión de la primera solución «clásica», podríamos realizarla, al menos, de cuatro
formas: asimétrica orientada hacia los trabajos: para cada grupo, cada trabajador miembro se compara con el
trabajo unión, para posteriormente, agregar los resultados mediante una media, obteniendo así la adecuación
media MTG de cada grupo con respecto a todos los trabajos (el trabajo unión); asimétrica orientada hacia
los trabajadores: cada trabajo se compara con el trabajador unión de cada grupo, el representante virtual del
grupo, para, a continuación, agregar los resultados mediante una media, obteniendo así la adecuación media
MGT de todos los trabajos con respecto a cada grupo; simétrica respecto a resultados: para cada grupo, se
calcula la media entre MTG y MGT ; a adecuación media los dos resultados anteriores; y simétrica respecto a
ambas uniones: o sea, reduciendo el problema a uno de elección de un trabajador (entre los trabajadores unión
de cada grupo) para un puesto de trabajo (el trabajo unión). Lo que se persigue en todos los casos es maximizar
la adecuación.

En una organización actual ha de responderse a las necesidades de disponer de estructuras ‡exibles, no
jerarquizadas —cfr. §8.3.1—, y para ello se hace imprescindible la existencia de grupos y equipos, de grupos
que aparecen y desaparecen en respuesta a situaciones coyunturales, como nuevos proyectos a los que hacer
frente. La idea de adhocracia de Henry Mintzberg [1035] puede ayudar, pues según esta idea, ha de
tenderse a «agrupar a los especialistas en unidades funcionales en lo correspondiente a asuntos internos, pero
desplegándolos en pequeños equipos de proyectos formados a base del mercado para la realización de su trabajo;
un uso de dispositivos de enlace para fomentar la adaptación mutua dentro y entre estos equipos.»

A menudo en la literatura se ha insistido en la diferencia entre grupos y equipos. Un equipo puede de…nirse
como una colección de individuos, sometidos a una interacción dinámica e interdependiente, y persiguiendo una
…nalidad común —cfr. Orasanu y Salas [1036]; Salas, Dickinson, Converse y Tannenbaum [1037]—.
En los equipos hay miembros especializados, y las tareas requieren intercambio dinámico de información (tareas
que requieran de más de un agente), coordinación y ajuste a lo demandado por la de…nición de las tareas. Los
grupos, contrariamente a los equipos, tienen —cfr. Burstein, Mulvehill y Deutsch [1038]— miembros (no
especializados) homogéneos e intercambiables; los miembros, habitualmente, trabajan de manera independiente
(no se requiere ningún tipo de coordinación), y en realidad, las tareas que ellos hacen, podrían ser hechas,
aunque quizás no tan e…cientemente, por un solo agente.

Como vemos, el concepto de grupo es menos restrictivo que el de equipo. Por ello, nosotros planteamos el
problema en grupos. La presente sección está motivada por el supuesto siguiente:

upóngase que A1 y A2 son dos equipos de agentes. Sea J una
colección de tareas que deben ser desarrolladas por un equipo de
agentes. La empresa desea saber qué equipo puede ser considerado

como el mejor para llevar a cabo las tareas recogidas en J . En resumen, se
desea ser capaz de evaluar la versatilidad (polivalencia) de un equipo A con
respecto a las tareas de J .

Obtenemos una solución a este problema, trabajando con per…les descriptores. Pensamos en un conjunto C
de cualidades. Como una opción más natural a la representación de los per…les de cualidades como subconjuntos
borrosos ordinarios (de tipo 1) o ©-borrosos de C, e intentando obviar los inconvenientes que comentábamos
en §4.5, proponemos describir cualquier cualidad como subconjunto borroso de tipo 2 de A o de J , según
corresponda a un aspirante o a un puesto. Proponemos varios indicadores de la compatibilidad, pudiendo por
tanto comparar diferentes equipos o grupos de agentes con respecto al mismo conjunto de tareas.

En concreto, usamos subconjuntos borrosos de tipo 2, en busca de una representación más natural. En
nuestra opinión, no hay ninguna necesidad de utilizar subconjuntos borrosos más complejos.
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8.19.5 Grupos polivalentes de agentes

Como ya hemos comentado, la polivalencia de un grupo de agentes se re…ere a la habilidad de sus miembros
para ejecutar tareas diversas. Nuestro interés radica en, dado un conjunto de tareas, decidir cual preferimos
que sea el grupo de agentes que las desempeñe. Proporcionamos una solución que basamos en comparar dos
destrezas globales, la exigida con la mostrada.

Sea J un conjunto de tareas a desempeñar. Como universo de discurso, consideremos J . Entonces, podemos
representar cualquier cualidad C como un subconjunto borroso de tipo 2 de J , esto es, C(J ) : J ! [0; 1][0;1]:

C(J ) =
X

J2J C(J)ÁJ (8.34)

de manera que podemos interpretar el subconjunto C(J ) como la «destreza global requerida» por el
conjunto de tareas J , que es necesario poseer en lo que se re…ere a la cualidad C, para poder desempeñar todas
las tareas de J .

Sea A un grupoo de agentes. De manera análoga, podemos considerar A como el universo de discurso. De
este modo, podemos representar cualquier cualidad C como un subconjunto borrosos de tipo 2 de A, o sea,
C(A) : A ! [0; 1][0;1]:

C(A) =
X

A2AC(A)ÁA (8.35)

de forma que podemos interpretar el subconjunto C(A) como la «destreza global poseída» por el grupo A,
en lo que se re…ere a la cualidad C.

Los C(J) y C(A) son grados borrosos, o sea, subconjuntos borrosos de [0; 1]. Usualmente, serán etiquetas
lingüísticas, como en el ejemplo que sigue.

Ejemplo 149 Supongamos que el conjunto de términos es:

L([0; 1]) = fninguna, escasa, mejorable, normal, notable, sobresaliente, óptimag
Como ejemplo, supongamos que se ha decidido que la cualidad C puede ser descrita por cualquiera de los dos
subconjuntos borrosos de tipo 2 siguientes, dependiendo de que los cali…cativos —las etiquetas lingüísticas— en
la descripción se re…eran a tareas o a agentes. Es decir, podemos de…nir C a partir de los grados de destreza
requeridos por cada tarea:

C(J ) = notable=J1 + sobresaliente=J2 +mejorable=J3 + :::+ normal=JjJ j (8.36)

representando, por tanto, el subconjunto C(J ) la «destreza global requerida» por el conjunto de tareas J , para
la cualidad C. O bien, podemos de…nir C a partir de los grados de destreza demostrados por cada agente:

C(A) = notable=A1 +mejorable=A2 + escaso=A3 + :::+ normal=AjAj
representando, por tanto, el subconjunto C(A) la «destreza global poseída» por el grupo A, en lo que se re…ere
a la cualidad C.

8.19.6 Trabajando en paz y armonía:
un indicador de compatibilidad

En esta sección proponemos dos indicadores que nos permiten expresar la compatibilidad de las destrezas de
un grupo de agentes en referencia a las cualidades requeridas por un conjunto de tareas. Esta compatibilidad,
como ya hemos mencionado antes, se re…ere a la polivalencia o versatilidad de un grupo de agentes con respecto
al conjunto de tareas que deberá desempeñar.

Observemos que, caso de que C sea, por ejemplo:

C(J ) =
X

J2J óptimaÁJ (8.37)

y:

C(A) =
X

A2A nadaÁA (8.38)

entonces, cualquier indicador de la compatibilidad de A respecto de J , debe tener un valor muy próximo a
cero.
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Valoraciones positivas hacia un rango

Sean A y J los conjuntos de todos los agentes y todas las tareas posibles, respectivamente. Sean A 2 P(A) y
J 2 P(J). Sea C el conjunto de todas las cualidades. Sea C 2 C una cualidad cualquiera. Sean C(J ) y C(A)
un per…l basado en tareas y un per…l basado en agentes, respectivamente. Supongamos que consideramos los
per…les basados en tareas C(J ) como per…les prototipos y los per…les basados en agentes C(A) como per…les
ejemplares. Proponemos un primer indicador de la compatibilidad de C(A) con C(J ), mediante el Algoritmo
150.

Algorithm 150 Indicador de compatibilidad entre aspirantes y empleos para una com-
petencia C

1. Calcular los valores lingüísticos medios C(A); C(J ) 2 L([0; 1]) como los conjuntos
borrosos medios, para todo x 2 [0; 1]:

C(A)(x) = 1

jAj
X

A2AC(A)(A)(x) (8.39)

C(J )(x) = 1

jJ j
X

J2J C(J )(J)(x) (8.40)

2. Si d : F([0; 1])£ F([0; 1]) ! [0;+1) es una asignación básica de disimilitud —cfr.
Def. 45—, entonces, un posible indicador de compatibilidad de A respecto de
J , en el caso de valoraciones positivas hacia un rango (el rango es solicitado por
J ) es ¹& : J£A! [0; 1]:

¹&(J ;A) = 1¡ d(C(A);C(J ))
d(eminL ; emaxL )

(8.41)

donde eminL y emaxL son, respectivamente, los valores lingüísticos mínimo y máximo
en L([0; 1]) —en el Ejemplo 149: eminL =nada, y emaxL =óptima.

La posición primera, como argumento, de J en ¹&(J ;A) indica que las comparaciones las hacemos de A
hacia J (en el sentido de la notación (J : A) de la Lógica de Relativos de Charles Sanders Peirce —cfr. nota
al pie 1, en la pág. 346—) o sea, lo dicho antes, que J es lo prototípico y A lo no prototípico.

Competencias o roles de trabajo: valoraciones positivas hacia la unidad

Supongamos que seguimos en la situación anterior, salvo que ahora, trabajamos con competencias —cfr. §8.11—
o roles de trabajo —cfr. §8.12—: la perfección, la maestría, la máxima destreza, está representada computa-
cionalmente por la unidad —cfr. §8.13—. En este caso, debemos ordenar C(A) y C(J ). Existe una vasta
literatura sobre cómo ordenar números borrosos —cfr. Klir y Yuan [46].
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Algorithm 151 Indicador de compatibilidad entre aspirantes y empleos para una com-
petencia C (bis)

1. Podemos ordenar C(A) y C(J ), según su disimilitud respecto del valor lingüístico
máximo emaxL en L([0; 1]) (o de forma similar, respecto del valor lingüístico mínimo).
Sea d : F([0; 1]) £ F([0; 1]) ! [0;+1) una asignación básica de disimilitud —cfr.
Def. 45—. Si dA = d(emaxL ; C(A)) 2 [0;+1) y dJ = d(emaxL ; C(J )) 2 [0;+1),
entonces, de…nimos el orden:

C(A) 4 C(J )Ã! dA ¸ dJ (8.42)

2. Un indicador de la compatibilidad del equipo A respecto del conjunto de tareas
J , en el caso de valoraciones positivas hacia la unidad, es ¹&¤ : J£A! [0; 1]:

¹&¤(J : A) =
½
¹&(J ;A) si C(A) 4 C(J )
1 si C(J ) 4 C(A) (8.43)

En el Algoritmo 151, el valor 1 en el caso C(J ) 4 C(A) expresa el signi…cado de una valoración positiva
hacia la unidad, o sea, hacia la perfección. Observemos el siguiente ejemplo.

Ejemplo 152 Sean:

C(A1) =
X

A2A1

sobresalienteÁA

C(A2) =
X

A2A2

óptimaÁA

C(J ) =
X

J2J sobresalienteÁJ

entonces:

¹&(J ;A2) < ¹&(J ;A1) = 1

mientras que:

¹&¤(J ;A1) = ¹&¤(J ;A2) = 1

Otro indicador posible puede ser el siguiente ¹&²(J ;A), calculado por el Algoritmo 153. Observemos que su
resultado también pertenece a [0; 1].
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Algorithm 153 Indicador de compatibilidad entre aspirantes y empleos para una com-
petencia C (ter)

1. Eliminación de la borrosidad de los grados borrosos C(A), para todo A 2 A. Obten-

emos así el subconjunto borroso \C(A) más cercano al subconjunto borroso de tipo
2, C(A) (más cercano según el proceso elegido de eliminación de la borrosidad —cfr.
Klir y Yuan [46] (pp. 336-338).

2. Calculamos las medias aritméticas22:

\C(A) =
1

jAj
X

A2A
\C(A)(A) (8.44)

\C(J ) =
1

jJ j
X

J2J
\C(J )(J) (8.45)

3. Calculamos el indicador de compatibilidad de A respecto de J . Lo de…nimos
como el cociente de las medias:

¹&²(J ;A) =
(
\C(A)Á\C(J ) if \C(A) ·\C(J )

1 otherwise
(8.46)

8.20 Síntesis re‡exiva

«Con el simil del iceberg se puede comprender mejor esto. La parte que emerge es la menor y la menos
importante. Esto lo saben bien los patrones y marineros que navegan entre ellos. Debajo de lo que se ve
hay mucho más y es lo más importante. [...] Lo que cualquiera puede ver y que a la larga es lo menos
signi…cativo, aunque sea necesario. Lo importante de la organización está debajo de ella y no se deja
ver, porque no emerge. Es el mundo de las actitudes ante los hechos; de los intereses ocultos aunque, a
veces, legítimos; de los valores que inspiran conductas; de las justi…caciones personales; de los hábitos de
comportamientos, etc..., es decir, lo que denominamos cultura interna de los miembros de la organización.
Y es precisamente esto, que no se ve, lo que condiciona el éxito o el fracaso de las acciones.»
—Francisco Blanco Prieto [1039] (p. 29)

Para que, en todos los órdenes, se produzcan, y la sociedad recoja, los máximos «bene…cios» en «capital
humano», se debe partir de la situación de igualdad de todo ser humano —cfr. §8.1 y §8.2— (los que
están, son, pero no están todos los que son):

² NO al monopolio,

² NO a la explotación,

² NO a los sistemas de castas,

² NO a la diferencia de trato por diferente coloración de la piel o distintos caracteres,

² NO al menosprecio a las personas con necesidades diferentes,

² NO al menosprecio a la mujer.

Sorprende, amargamente, que en sociedades que presumen y se ensoberbecen de ser punteras en la aplicación
de la tecnología se maltrate al ser humano. Parece mentira que en comunidades que pretenden impulsar la

22 Como alternativa a las medias aritméticas (8.44), podemos usar los valores puntuales (point values) propuestos por Yager
[995] (parte II) —cfr. Ec. 8.8 en esta Tesis—. También podríamos usar los valores puntuales para eliminar la borrosidad de C(A)
en el paso 1.
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natalidad se produzcan situaciones de discriminación en el acceso al trabajo de la mujer que acaba de
dar a luz, castigándosela, precisamente, por haber alumbrado —cfr. Nota al pie n. 4 (pág. xxiii).

Y sorprenden también tales diferencias de trato, porque en las organizaciones corren nuevos vientos, vientos
de cambio —cfr. §8.3—. Se de…ende pues el rompimiento de la estructura jerárquica, pseudojerárquica,
piramidal, trapezoidal, burocrática, tradicional, en favor de la participación total, del trabajo como parte de
una red —cfr. §8.3.1.

No es necesario seguir ahondando en demasía en la complejidad de cualquier organización. Quedan muchos
factores por comentar; a uno de ellos, la tecnología, dedicamos §8.3.2.

Uno de los factores más in‡uyentes en la buena marcha de las organizaciones es la elección de candidatos
—cfr. §8.4—. Una actividad muy política, dado que todo el proceso de elección, la propia elección y el resultado
de la misma pueden mudarse en armas arrojadizas dentro de las luchas internas por el poder.

Una buena elección es sumamente importante —cfr. §8.6—. Y aunque peque de perogrullada, es así, y hay
que decirlo. Las investigaciones muestran, que, en media, incluso los reclutadores más experimentados eligen
con acierto a los candidatos sólo en un 50 por ciento. Los programas informáticos y el reclutamiento electrónico
pueden contribuir a conseguir mejores resultados —cfr. §8.7.

La complaciencia y la ufanía son características humanas. Que un trabajador se sienta satisfecho con su
trabajo lo torna en el mejor garante de la senda hacia el éxito de la empresa. Las organizaciones deben aportar
a los candidatos información realista, pertinente y no distorsionada, sobre el puesto de trabajo: las conocidas
PTR (propuestas de trabajo realista) —cfr. §8.8—. Otra posibilidad son los programas de referencia
de empleados —cfr. §8.9.

No hay duda que las buenas descripciones de los puestos de trabajo y de los candidatos ayudan a decidir
su elección. Esquemas descriptivos en base a competencias (comportamientos, habilidades, conocimientos y
atributos personales) —cfr. §8.11— y roles de trabajo —cfr. §8.12—. La posibilidad que defendemos en
§8.13 es su representación como algún tipo de conjuntos borrosos, para trabajar con ellos bajo la máxima de
mejora, sea de las competencias, sea de los desafíos situacionales que comprende el rol.

En §8.14 tratamos la valoración de tareas como un problema con múltiples criterios, múltiples subcriterios
y múltiples expertos. Especi…camos las tareas a partir de factores (criterios) y subfactores (subcriterios),
suponiendo que cada tarea es un subconjunto borroso de tipo 2 de los factores, cada factor es un subconjunto
borroso de tipo 2 de los subbfactores, valorando estos con palabras, de forma que los factores son, también,
subconjuntos de nivel 2 de de los subfactores.

El problema de la elección del X mejor valorado (sea lo que sea X, siempre que sea representable
mediante un conjunto borroso, ordinario o no) es el tema de §8.15. Según George J. Klir y Bo Yuan [46],
la aproximación más frecuente para resolver un problema multicriterio borroso es mediante su conversión en
un problema de decisión borroso con un solo criterio. Tras explorar dos vías: reducción de muchos criterio a
uno —tanto con alternativas borrosas y ponderaciones numéricas (§8.15.1), como con alternativas borrosas de
tipo 2 y ponderaciones borrosas (§8.15.2)— y reducción de muchos expertos a uno (§8.15.3), concluiremos con
nuestra propuesta de algoritmo de elección del X mejor valorado (§8.15.4).

¤ ¤ ¤
El proceso de elección debe ser transparente. Debemos potenciar la comunicación abierta de tal proceso,

relatando todos los pormenores de la misma, poniendo a disposición de todos hasta los más mínimos detalles,
de modo que nada quede entre bastidores. De este modo conseguiremos «cribar» esas campañas de críticas
que a veces surgen tras un proceso de elección. Conseguiremos que sea prácticamente imposible justi…car lo
injusti…cable o diseñar procedimientos para justi…car lo que ansiamos justi…car.

«Tengo pleno derecho a proponer cualquier ejemplo que satisfaga las condiciones de su argumento y tengo
fuertes sospechas de que lo que usted considera como ejemplos extraños y absurdos son de hecho ejemplos
embarazosos y perjudiciales para su teorema.»
—Jean G. Darboux

La expansión hacia el exterior de tal apertura, una comunicación abierta, interna y externa, podría ser
esencial para evitar el «pensamiento de grupo», tendencia que reprime activamente las opiniones minoritarias,
buscando su adecuación a la opinión de un grupo dominante, con el posible problema acompañante de la
perpetuación de ideas erróneas —cfr. Hogg [1040] (p. 96). No cabe duda de que las empresas consultoras
cumplen una misión de centinela en estos casos.

Pero decimos «podría», porque sigue siendo una utopía —u-topos: no tiene lugar en el espacio—, aunque
deseamos y esperamos enfervorecidamente que no sea una ucronía —u-cronos: no tiene lugar en el tiempo—.
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La deplorable realidad de hecho es que, en muchas empresas, y mucho peor, en la administración, a la hora de
contratar personal eventual, se dota a la comisión de elección de candidatos, de poder soberano para elaborar
y plani…car el proceso de elección, incluidos los criterios. ¡Así, cualquiera!23.

La comunicación interna en la empresa es esencial. Muchos autores han tratado —y lo seguirán
haciendo— con detalle sus porqués —cfr. v. gr. García [1041]; Del Pozo Lite [1042]; La Porte [1043];
Ongallo [1044, 1045, 1046]—. Esta comunicación debe ser lo más abierta posible —cfr. Hogg [1040] (p.
22).

Pero lo que llevan en sí nuestras palabras es mayor, nos referimos a la voz —cfr. Hirschman [1047]— que
permite conquistar el cambio desde dentro.

La comunicación interna (y posiblemente la externa) debe ser en red —cfr. §8.3.1—, esto es, en múltiples
direcciones, sean las clásicas verticales descendentes (jerárquicas), verticales ascendentes (desde los subordina-
dos), horizontales (entre compañeros) y diagonales (interdepartamentales) —cfr. Fig. 8.1.

Rómpanse, pues, todas las barreras, en favor de la participación total.

[...] concebir a la empresa como un sistema, como una estructura celular, como una red. Una red celular,
con múltiples vías de comunicación, debe sustituir a la pirámide taylorista, centralizada.»
—Sergio Vásquez Bronfman [871]

El problema de la comunicación interpersonal, en su concepción más general, es amplio. Castilla del
Pino de…ende que la teoría de la comunicación interpersonal debe plantearse, ante todo, por razones pragmáti-
cas, como teoría de la mala comunicación —cfr. Castilla del Pino [1008] (p. 97)—. Una segunda premisa,
según él, viene dada por la necesidad de respuesta al siguiente interrogante: de lo que se pretende comunicar,
¿qué y cuánto se comunica y de qué modo? Lo que sí es cierto es que muchas relaciones interpersonales se
plantean sobre la base de que a la vista de que el logro de la comunicación sólo puede ser A, no comunicamos
A0, A00, ..., aunque se desease —cfr. Castilla del Pino [1008] (p. 74).
En su concepción más analítica, el acto de comunicación interpersonal adolece de dos problemas: por

un lado, el receptor debe decidir qué señal o conjunto de señales envió el emisor (bajo las hipótesis, por ejemplo,
de posible ruido en el canal de comunicación o ambigüedad o duda por parte del emisor), y por otro, deberá
decidir con qué señal, o conjunto de señales, ha de responder.

La comunicación interpersonal es una sinergia iterativa de actos de comunicación interpersonales, donde
los papeles de emisor y receptor se intercambian, acto tras acto. Al mensaje del emisor, puede sucederle una
respuesta del receptor, la cual no es más que un mensaje de este nuevo emisor (el antiguo receptor), a la que
puede sucederle una respuesta del nuevo receptor (el antiguo emisor), y así sucesivamente.

Cuando hay diálogo, se crea un espacio de intersubjetividad, un espacio íntimo que no «sólo incluye lo
real, sino también lo posible (lo condicionalmente real), y lo negativo (lo imposible)» —cfr. Luhmann [1048]
(p. 80), via Tapia Uribe [1049] (p. 164)—. Asociado a este espacio, puede considerarse otro, mutuamente
interdependiente con el primero, donde se aloja la confusión y los sinsentidos. El continuo análisis de estos
espacios por parte del emisor y del receptor, hace que surjan mensajes (respuestas) imprevistas y sorprendentes.

 Cómo responder a estos mensajes inesperados, tanto si el emisor
y el receptor se conocen previamente como si no, ha sido una de

las metas de este capítulo. La otra ha sido considerar que las respuestas puedan
modelarse como subconjuntos borrosos de un conjunto referencial de actitudes
básicas.

23En defensa de la MADRE.- Pero, aunque los miembros de la comisión de elección sean meros árbitros en un proceso de
elección establecido desde el exterior, ¿debe medirse a todo el mundo por el mismo rasero? Por ejemplo, como candidatos a un
puesto de trabajo, ¿debería premiarse a una madre frente a una persona soltera, sin nadie a su cuidado? ¿Y a un padre? ¿Por
igual? ¿Se primará más a una madre soltera o padre soltero, con tres hijos que a una madre casada o padre casado, que convive con
su marido o mujer, y sólo tienen un hijo? ¿En qué medida? ¿Hasta qué edad? ¿Dependerá de que el marido o la mujer trabaje?
¿Dependerá de cuál sea su trabajo? ¿Daría igual si la persona soltera sin carga tuviese 23 años y la madre o el padre soltero, con
bastante carga, sobre los 40? ¿Cómo se valora el resto de problemas posibles que tendrían, por el simple hecho de ser seres humanos
y vivir en sociedad? Desde luego, estar soltero y sin nadie a tu cuidado, es una situación ideal para profundizar en tu formación. Si
no se premia, es simplemente, por la di…cultad que ello entraña, por nuestra inutilidad para averigüar lo que deberíamos conocer,
en de…nitiva, por no ser señores del determinismo. Pero, insisto, debemos pensar en ello, sencillamente, porque si estamos aquí,
es porque nuestra madre nos ha parido. Obviamente la realidad empresarial es otra. La realidad empresarial se llama bene…cio.
Pero, ¿y el acceso a los puestos en la administración, mediante un concurso-oposición? ¿No sería razonable incluir alguna prima
en la fase de concurso? En la fase de concurso, como mérito (sin duda, ser madre, lo es). Ya se hacía antaño, y apuesto porque se
volverá a hacer. Creo …rmemente en su necesidad para reconciliar la vida laboral con la familiar. Por algún sitio hay que empezar,
y yo propongo comenzar ayudando a las madres: Otros Méritos: ser madre (que no padre, que el padre no ha estado embarazado,
no ha sufrido amenazas de aborto, no ha estado seis meses de la cama al sillón y del sillón a la cama, y por supuesto, no ha dado
a luz).
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En opinión de Niklas Luhmann, el problema de la falta de sentido ocurre exclusivamente en el ámbito de
los signos, pues implica una confusión en los sistemas simbólicos. De este modo, aquello que no ha sido posible
procesar queda como algo oscuro, sin posibilidades de enlace ni comunicabilidad —cfr. Tapia Uribe [1049]
(p. 164).

Tras repasar algunas nociones y re‡exiones sobre comunicación, desde el punto de vista de la teoría de la
información —cfr. §8.16.1—, y sobre los actos de comunicación —cfr. §8.16.2—, nos hemos centrado en la
comunicación del resultado de la evaluación al candidato elegido para desempeñar un puesto. Parece
claro que no por haber tomado ya una decisión, debamos «correr» a anunciarla: hay que escoger el momento
y lugar adecuados, y hasta que llegue dicho momento, habremos de abstenernos de cualquier comentario —cfr.
Dailey y Dyer [138] (p. 97).

Comenzamos mostrando una visión borrosa del intercambio verbal que se produce en el momento de
comunicar dicho resultado —cfr. §8.16.3—. Mostramos un ejemplo —cfr. Ejemplo 147—, en el que suponemos
que el candidato elegido —el receptor— duda y solicita tiempo para pensarlo. La organización deberá contestar
ante esta duda. Nuestra meta es deducir una contrarrespuesta de la organización, esto es, una vez comunicado el
resultado al candidato, y éste ha respondido, cómo ha de contestar la organización, dependiendo de la respuesta
dada por el aspirante elegido.

En la Sección §8.16.4, estudiamos el caso en que emisor y receptor se conozcan previamente y dispongan de
información previa. Estudiamos el mismo ejemplo anterior, bajo este nuevo punto de vista —cfr. Ejemplo
148.

 Para resolver ambos supuestos, hemos extendido las ideas de
Ronald R. Yager al caso de respuestas ©-borrosas, mediante ar-

itmética de intervalos —cfr. §3.5—, considerando la extensión natural a inter-
valos de funciones reales factorizables —cfr. §3.6.

Pero como veo que por ser tú tan cotilla
va de boca en boca y es la comidilla,
en vez de esconderla como haría el avestruz,
tomo mis medidas, hágase la luz.
Javier Krahe, Un burdo rumor
[http://es.geocities.com/espinker/ipk11.html]

¤ ¤ ¤

Sea por recortes presupuestarios, sea por lo que fuere, a veces pueden interesar candidatos polivalentes, es
decir, futuros trabajadores capaces de ejecutar las tareas correspondientes a diferentes puestos de trabajo. En la
literatura se re…ere este asunto, como «problema de la no especialización» o «problema del candidato
comodín», …el ejemplo, del sistema just in time: una apuesta por la desespecialización de los trabajadores y
su conversión en empleados multifuncionales, ideado por los ingenieros de Toyota, en 1948.

En la primera parte de esta sección estudiamos cómo elegir un candidato «comodín», de entre unos
cuantos propuestos, cómo escoger a aquél poseedor de esa dádiva divina por la que quien la recibe, lo mismo
vale «para un roto que para un descosido», a aquél capaz de desempeñar más de un trabajo de una colección
de trabajos considerados.

En la sección §8.19.3 presentamos dos soluciones «clásicas» para problemas de elección mediante compara-
ción de per…les. Asumimos que trabajamos bajo una representación borrosa de los per…les de cualidades, esto
es, suponemos la existencia de un conjunto J de puestos de trabajo ofertados, un conjunto A de aspirantes a
dichas ofertas, y un conjunto C de cualidades (competencias, cuali…caciones, habilidades) que permite describir
los per…les profesionales de los trabajos y de los aspirantes, como subconjuntos borrosos, ordinarios o no, de
C. La idea subyacente a la segunda solución «clásica» también es aplicable cuando se trata de un problema de
elección por valoración de candidatos, que, por consiguiente, puede resolverse por una técnica como TOPSIS
(la operativa de TOPSIS cuando los per…les son subconjuntos ©-borrosos o, en general, subconjuntos borrosos
de tipo 2, es la misma que la que relatamos en §10.13, para TOPSIS-0/1).

La sección §8.19.4 plantea un problema similar para el caso de grupos de trabajo. En ella abordamos
un problema concreto, pero en un marco más general. A saber, suponemos que trabajamos con grupos de
agentes, humanos o no (computacionales), en cualquier caso, en el sentido más amplio del término (DRAE):
«Agente.- Persona o cosa que produce un efecto», y proponemos una medida de evaluación de la compatibilidad
entre tales grupos y ciertos conjuntos de tareas, en referencia a la polivalencia que poseen tales grupos para
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desarrollar una colección de trabajos o tareas. Para obtener una solución a este problema, y como alternativa a
la representación de los per…les de cualidades como subconjuntos borrosos ordinarios (de tipo 1) o ©-borrosos
de C, se propone su descripción como subconjuntos borrosos de tipo 2 de A y de J .

Hemos propuesto tres indicadores diferentes de tal compatibilidad, para tres situaciones diferentes. Como
los resultados de los indicadores son numéricos, es posible comparar las compatibilidades de distintos grupos de
agentes con respecto a la misma colección de tareas (como en el Ejemplo 152). Al mismo tiempo, esos valores
numéricos nos sirven para hacernos una idea de la funcionalidad versátil global de cada grupo de agentes A,
respecto de las tareas consideradas en J .

Desarrollos futuros incluirán:

² tratamiento de equipos, en vez de grupos, es decir, considerando relaciones de interdependencia entre
agentes;

² extensión a un ambiente donde coexistan grupos, equipos, y combinaciones horizontales y verticales de
ambos. Esto es, considerando interdependencias, no ya sólo horizontales (entre agentes, grupos y equipos,
con un mismo nivel de responsabilidad), sino también verticales, o sea, entre agentes, grupos o equipos
con diferentes niveles de responsabilidad y mando en la jerarquía de la organización.
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1. Conocer la misión: Comprender los propósitos de la organización incluyendo sus 

estatutos, sus clientes, sus productos o sus servicios, y sus medidas de la efectividad 
de la misión.Debe ser capaz de articular la relación entre los recursos humanos, 
actividades y éxito en la misión. No hay que apartar nunca la vista de aquellos 
factores que pudiesen tener un impacto futuro en la misión. 

2. Comprender el proceso empresarial y cómo cambiar para mejorar 
e…ciencia y efectividad: Las aproximaciones asignan las responsabilidades del 
programa de RR.HH. con una amplia perspectiva de cómo la empresa realiza sus 
actividades. Capaz de reconocer e implementar cambios para mejorar la e…ciencia y la 
efectividad. 

3. Comprender a los clientes y la cultura organizacional: Investiga las 
características únicas de las organizaciones de clientes con el objeto de asegurar que la 
asistencia y las consultas son apropiadas para las situaciones que se presentan. Se 
mantiene preocupado por las diferentes culturas y provee servicios que están hechos a 
medida para los requisitos de la cultura. 

4. Comprender el entorno del servicio público: Mantenerse actualizado en 
actividades políticas y de legislación, que puedan afectar a la organización o a la 
comunidad RH. Perseguir entender tanto la intencionalidad, el espíritu, como la letra 
de las leyes, órdenes, y regulaciones, resultantes del proceso político, de manera que la 
implementación sea consistente con las consecuencias deseadas de los cambios 
políticos. 

5. Comprender el comportamiento de equipo: Aplicar el conocimiento del 
comportamiento de equipo para ayudar a conseguir metas y logros organizativos. 
Mantenerse al corriente de nuevas investigaciones y resultados sobre la motivación 
humana y el trabajo den grupo, cuya aplicación pueda ser de interés para la 
organización. 

6. Comunicarse bien: Expresar ideas e intercambiar información de manera clara y 
persuasiva. Hablar en términos de resultados empresariales y metas más que en 
términos técnicos de RR.HH. Comunicarse efectivamente con todos los niveles de la 
organización. 

7. Poseer la habilidad de ser innovador y crear un ambiente de riesgo: Pensar 
«fuera de la caja». Crear y presentar nuevas aproximaciones que estén fuera del 
contexto de las políticas actuales, siempre que estén justi…cadas por las necesidades 
de la misión. Entender y aplicar técnicas diseñadas para impulsar la creatividad y las 
innovaciones. Crear un ambiente donde se valore el correr riesgos. 

8. Sopesar valores en con‡icto: Gestionar la concurrencia de prioridades y asig-
naciones de tareas, mediante la evaluación continua de las necesidades de la misión de 
la organización frente al trabajo pendiente. Mantenerse en contacto con el gerente 
senior para asegurar una total comprensión de las prioridades de la misión. Explicar 
las prioridades a los clientes clave para asegurar que entienden las razones para las 
decisiones tomadas en cuanto a las prioridades consideradas. 

9. Aplicar principios de desarrollo organizativo: Mantenerse al día en temas de 
sociología, y estrategias de comportamiento humano, que pueden ser usadas para 
mejorar el rendimiento de la organización. Establecer estrategias que promuevan la 
formación dentro de la organización. Aconsejar la creación de oportunidades para la 
promoción de los empleados. 

10. Conocer la lógica de los sistemas empresariales: Aplicar la lógica de los 
sistemas empresariales a los procesos de RR.HH., asegurando la consideración de 
todos los factores ambientales internos y externos que participan en los consejos y 
soluciones que se les proporcionan a los clientes. 

11. Aplicar tecnología de la información a la gestión de recursos humanos: 
Mantenerse al tanto de las tecnologías actuales y emergentes que puedan mejorar la 
e…ciencia o la efectividad de la G.RR.HH. dentro de la organización. Desarrollar 
propuestas de implementación de nuevas tecnologías basadas en RR.HH. dentro de la 
organización, siempre que estén justi…cadas. 

Modelo de competencias de la IPMAModelo de competencias de la IPMAModelo de competencias de la IPMAModelo de competencias de la IPMA    

Figura 8.5: Modelo de competencias de la International Personnel Management As-
sociation (IPMA)
—Fuente: Traducción propia de: http://www.ipma-hr.org/
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12. Poseer buenas habilidades analíticas incluyendo la de pensar 

estratégicamente y creativamente: Analizar una multiplicidad de datos e 
información procedente de diferentes fuentes y llegar a conclusiones lógicas. 
Identi…car lo que no proporciona los datos disponibles y sugerir otras formas de 
obtener la información necesitada. 

13. Diseñar e implementar procesos de cambio: Habilidad para reconocer los 
bene…cios potenciales del cambio, y crear una infraestructura que soporte el 
cambio. Ser ‡exible y abierto a nuevas ideas e impulsar otras que valoren el 
cambio. 

14. Emplear habilidades de consulta y negociación incluyendo la 
resolución de conflictos: Tomar la iniciativa para resolver o para ayudar a 
resolver problemas. Conocer varias técnicas de resolución de problemas y usarlas 
o recomendar su uso a las partes implicadas. 

15. Poseer la habilidad de construir relaciones de confianza: Ser íntegro y 
demostrar un comportamiento profesional para ganarse la confianza del cliente. 
Respetar los compromisos alcanzados sobre una base oportuna, precisa y 
completa. Saber guardar las confidencias y no abusar del privilegio de poder 
acceder a información confidencial. 

16. Poseer habilidades de comerciales y de representación: Persuadir a los 
consumidores internos y externos de las necesidades y los beneficios de ciertas 
acciones o programas. Saber exponer los pros y los contras acerca de un asunto y 
persuadir a las partes interesadas sobre el mejor camino a seguir. Asegurarse de 
que los clientes conocen la importancia del papel del RR. HH. 

17. Utilizar habilidades de construcción de consensos y coaliciones: 
Potenciar la colaboración entre individuos y grupos utilizando habilidades para 
alcanzar consensos. Resumir objetivamente puntos de vista enfrentados. 
Incorporar todos los puntos de vista y ayudar a alcanzar una posición de 
consenso o de acuerdo. Reconciliar los desacuerdos con los empleados razonando 
y presentándoles los hechos. Utilizar las diferencias de opinión para crear 
soluciones alternativas a los problemas. Comprender cuándo y cómo elevar 
asuntos a empleados de mayor cargo, o sea, cuando las acciones tomadas sean 
inconsistentes con los requisitos legales o la política de estos últimos. Tener 
coraje para defender una postura si el asunto se considera importante para 
conseguir fines de la organización o para mejorar su reputación. 

18. Conocer las leyes y políticas de los RR. HH.: Mantenerse actualizado y 
comprender los requisitos estatutarios y reguladores que afecten a los programas 
de RR. HH. Ver estos requisitos como verdaderas herramientas  de ayuda. 

19. Enlazar los RR. HH. con el propósito de la organización y con los 
productos de servicio: Entender las necesidades de la misión y 
contextualizarlas en términos de necesidades de las personas. Entender el papel 
de los RR. HH. dentro de la organización y adaptar los comportamientos de 
manera que sean consistentes con tal papel. 

20. Demostrar servicio de orientación al cliente: Mantenerse al corriente de 
los cambios en los fines de la empresa y estar sensibilizado por las necesidades y 
preocupaciones de los clientes. Responder a las necesidades del cliente, a sus 
preguntas y preocupaciones de forma adecuada. 

21. Comprender, valorar y promover la diversidad: Entender cómo puede 
contribuir potencialmente una mano de obra diversa en el éxito de la empresa. 
Estar alerta del impacto potencial de los procesos de RR. HH. y asegurarse de 
que las necesidades de diversidad han sido tenidas en cuenta. 

22. Practicar y promover comportamientos íntegros y éticos: Comportarse 
de manera que se inspire confianza. Tratar a los clientes equitativa y 
cortésmente, y responder efectivamente a sus necesidades independientemente de 
la situación de la empresa o del cargo en ella. Promover y mantener un grado 
elevado de integridad. 

Modelo de competencias de la IPMAModelo de competencias de la IPMAModelo de competencias de la IPMAModelo de competencias de la IPMA (Cont.) (Cont.) (Cont.) (Cont.)    

Figura 8.6: Modelo de competencias de la International Personnel Management As-
sociation (IPMA) (Continuación)
—Fuente: Traducción propia de: http://www.ipma-hr.org/





«¿Quién es el hijo de mis padres que no es hermano mío?»
—Roger Dawson [43] (p. 288, de la edición española)

¿Por qué no respondemos de inmediato que yo? ¿Por qué buscamos relaciones extrañas de
parentesco? Roger Dawson dice que se debe al pensamiento estereotipado: «Los estereotipos se
forman porque la mente busca siempre el camino más corto para una decisión, la vía de mínima
resistencia. Es más fácil dar por supuesto que una persona o una situación se ajusta a las pautas
de nuestra experiencia anterior, que tener que juzgar, partiendo de cero, a cada persona o situación
según su realidad.» —cfr. Dawson [43] (p. 287, de la edición española).
A lo largo y ancho de todas estas páginas, no paramos de hablar de prototipos, estereotipos, arqueti-
pos, ideales, o modelos. Pero la realidad es que, la mayoría de las veces, no resulta nada sencillo
de…nir un estereotipo. Por ejemplo, cuando se hace un diseño curricular, se trabaja con estereotipos
o modelos de alumnos. Sin embargo, ¿quién de…nió —y cómo— tales estereotipos? (si los hay).
Animados por nuestra inquietud y por la lectura de «clásicos» como el maravilloso artículo de
Douglas L. Medin, Robert L. Goldstone y Arthur B.Markman [5], decidimos emprender nuestra
propia investigación acerca de nuestra concepción apriorística, y mal que nos pese, prejuzgadora y
estereotípica, de los alumnos a los que impartimos clases, corroborada por el rumor de pasillos que
circula constantemente, sobre, al menos dos estereotipos, los alumnos «de la técnica» y los «de la
superior». A tal estudio, dedicamos este capítulo.

9.1 Prejuzgar o el arte de malpensar con estereotipos

«Una cosa es ser un dólar y otra cosa es parecer un dólar»
—Jerry Alan Fodor [97] (p. 36, de la edición española)

Estos juicios previos (prejuicios), lo son, a veces, en la segunda acepción del término (DRAE): «actitud
de discriminación frente a una persona debido a su pertenencia a un grupo social determinado.»

Gordon W. Allport, en The Nature of Prejudice [1050] (p. 7), de…ne prejuicio como «una actitud aversiva
u hostil hacia una persona que pertenece a un grupo, simplemente porque pertenece a ese grupo, presumiéndose,
por tanto, que posee las cualidades inaceptables atribuidas al grupo». Lee [1051] (pp. 10-11) de…ne estereotipo
como «una creencia favorable o desfavorable acerca de un individuo, derivada de atribuciones rígidas hechas
a partir de la percepción de la pertenencia a un grupo. De manera más general, los estereotipos son super-
simpli…caciones, preconceptos sesgados de las características que tipi…can a las personas, situaciones o grupos
sociales, siendo además resistentes al cambio.» Por ello, el pensamiento estereotipado se caracteriza por ser
«no mudable, rígido, demasiado categórico, no diferenciado, ..., demasiado simplista, e impreciso debido a que
no se tiene en cuenta la variabilidad entre instancias individuales.» (p. 10).

El ser humano clasi…ca cualquier ente percibido atendiendo a varias estrategias de clasi…cación, construyendo
así una multiplicidad de categorías, en las que encuadra descriptivamente a los entes. El pensador abstracto
se caracteriza por considerar ‡uidas estas categorías, de manera que un individuo puede pertenecer a múltiples
grupos a la vez. Sin embargo, el pensador estereotipado considera categorías rígidas—cfr. NCREL (North
Central Regional Educational Laboratory) [1052].
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Robert E. Slavin [1053] apunta el bene…cio aportado por el aprendizaje cooperativo como catalizador del
prejuzgar. En nuestro caso, los alumnos de la titulación Ingeniería Técnica en Informática de Sistemas (I.T.I.S.)
están mezclados con los alumnos de la titulación Ingeniería Informática (I.I.) Creemos que ésto favorece una
reducción de los prejuicios. De hecho, de manera informal, y de palabra, durante nuestros 15 años de docencia,
hemos preguntado a profesores y alumnos, y todo apunta a que consideran muy disímiles a los alumnos de la
titulación Ingeniería Técnica en Informática de Gestión, con respecto a lo de cualquiera de las otras dos, y en
particular, como no, con respecto a los de la I.I. ¿Qué pasaría si, durante la impartición del primer ciclo, en las
asignaturas comunes, los grupos fuesen mixtos, con alumnos de las tres especialidades?

«Se puede hablar de la decadencia en la Unión Soviética de lo que en ruso se llama “tvorcheckaya intelli-
gentsia”, es decir, de la inteligencia creadora, pero allí se da la creciente valorización de una “tekhnicheskaya
intelligentsia”, esto es, de una élite de técnicos, a espaldas del igualitarismo nivelador, algún tiempo glori-
…cado por la ideología comunista, al no poder ser considerada del todo lógica o racional, según el criterio
marxista.»
—Gilberto Freyre [1054] (p. 242).

Resulta ingenua, de todas todas, la pretensión de que el hombre pueda usar datos «puros», pues siempre
estará esa pureza contaminada con su pensamiento. «Ningún cerebro es virgen de teoría, ni de praxis,
ni de intereses previos», comenta Miguel Fernández Pérez [22] (p. 106). Quizás no sea oportuno decir, que
una máquina, tal y como la entendemos actualmente, posee esa «inocencia», esa «ingenua» (objetiva) pureza.

Jesús Romero Morante [782] (p. 109) nos acerca un ejemplo, tomado a su vez, de David Noble [1055],
en referencia a los prejuicios con respecto a la introducción de la tecnología en las organizaciones1 . Éste
demostró cómo fueron precisamente los prejuicios de los ingenieros norteamericanos sobre los obreros, los que
impidieron que estos últimos pudiesen ejercitar tareas de reprogramación —sobre la marcha— de la maquinaria
convencional, a la que se habían añadido ciertos controles vía software, lo que habría sido una alternativa mucho
más barata y ventajosa, como el tiempo no ha tardado en veri…car —cfr. item Lubar [1056]; Winner [892];
Latour [1057].

9.2 Modelos de alumnos:
una experiencia que hace al caso

«Los estereotipos son perjudiciales porque niegan la existencia de la variabilidad dentro de una cultura y su
gente y, al hacerlo, limitan lo que el observador puede ver y esperar de las personas observadas. Una de las
maneras en que el estereotipar causa problemas tanto para profesores como alumnos proviene del hecho de
que exista una única descripción, que forzosamente tenga que emplearse en cualquier circunstancia.»
—M. L. Fuller [1058] (pp. 142-143)

En este punto, más que continuar con una exposición discursiva, trataremos de relatar una experiencia que
hemos llevado a cabo, que no a término, con nuestros alumnos.

Animados por nuestra inquietud y por la lectura de «clásicos» como el maravilloso artículo de Douglas L.
Medin, Robert L. Goldstone y Arthur B. Markman [5], decidimos emprender nuestra propia investigación
acerca de nuestra concepción apriorística de los alumnos a los que impartimos clases, corroborada por el rumor
de pasillos que circula constantemente, sobre, al menos dos estereotipos, los alumnos «de la técnica» y los «de
la superior». Además, ha de observar el lector que esta hipótesis se lanza fundamentada en los alumnos que
suelen asistir a clase.

Medin, Goldstone y Markman [5] (p. 11) citan los trabajos de Tversky [239] y Tversky y Gati
[1059], según los cuales las personas juzgan la similitud de Estados Unidos con respecto a México, menor que la
similitud de México con respecto a los Estados Unidos. Tversky concluye que la generalidad juzga un objeto
menos prominente como más similar a (y menos diferente de) un objeto prominente, que lo que juzga que es
un objeto prominente a uno menos prominente. También citan el estudio de Kitayama, Markus, Tummala,
Kurokawa y Kato [1060], por el que deducen que los estudiantes occidentales juzgan que la similitud de ellos
con respecto a los demás es sustancialmente menor que la similitud de los demás con respecto a ellos (ellos
piensan que se «parecen» a los demás en menor medida que lo que los demás se «parecen» a ellos). Los
estudiantes orientales piensan justo lo contrario.

1A propósito de la tecnología en las organizaciones, puede dirigirse el lector a la sección §8.3.2 de la presente Tesis.
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Nuestro estudio se sitúa también en línea con los trabajos de Carmen Peme de Aranega, Sandra Viviana
Gerbaudo, Adriana Ferreira de Rubio y Echevarría [1061], quienes investigan las concepciones didácticas
y epistemológicas del profesorado de ciencias experimentales, mediante su cuestionario ICDE (Inventario de
Creencias Didácticas y Epistemológicas), de 48 items —cfr. item Mellado, Peme de Aranega, Redondo
y Bermejo [1062].

Lo que nos faltaba era un diseño de encuesta. La entrevista con el Dr. Carlos Ongallo —si bien ocurrió
por su amplitud de conocimientos en los temas relacionados con recursos humanos— fue providencial. Él
nos presenta el trabajo de Donald E. Super (1911-1994), Work Values Inventory (WVI) [1063], múltiples
referencias al cual pueden encontrarse en diversas direcciones web dedicadas a la búsqueda de trabajo, por
ejemplo: http://www.law2.byu.edu/Career_Services/pdf/SelfAssessmentExercieses.pdf

El WVI mide 15 valores (actitudes y motivaciones) con respecto al trabajo —cfr. Tabla 9.2—. Lo que se
requiere de los encuestados es que asignen un grado de importancia, de una escala de 5 valores, a 45 cuestiones
sobre su satisfacción en un trabajo en relación a los 15 valores (3 cuestiones por cada valor). Por lo general, la
encuesta tarda en responderse en torno a los 15 a 20 minutos. La traducción, tanto de los 15 valores, como de
los 45 atributos, así como la encuesta para los alumnos —cfr. Anexo 1 (pág. 264)— nos ha sido suministrada
por el Dr. Carlos Ongallo.

Work Values Inventory (WVI)
Acrónimo Valor relacionado con el trabajo (work value)

GE  Ganancias económicas (economic returns)
SG  Seguridad (security)
RS  Relaciones con el superior (supervisory relations)

AM  Ambiente (surroundings)
AL  Altruismo (altruism)
EX  Éxito (achievement)
CM  Compañeros (associates)
EI  Estímulo intelectual (intellectual stimulation)

PR  Prestigio (prestige)
CR  Creatividad (creativity)
ES  Estética (aesthetics)

IND  Independencia (independence)
VR  Variedad (variety)
DR  Dirección (management)
EV  Estilo de vida (way of life)

Tabla 9.1: Los 15 valores relacionados con el trabajo medidos por el WVI.

Como comentábamos, con esta experiencia, buscamos comprobar lo acertado o no de nuestros supuestos
apriorísticos sobre nuestros alumnos, sobre la representación estereotipada que poseemos de ellos.

En el caso que nos ocupa, los resultados son muy diferentes dependiendo de quien «de…na» el estereotipo:
profesores, otros alumnos o los propios alumnos cuyos per…les de características son los que serán estereotipados.
Esta conclusión proviene de la experiencia —que pasamos a relatar de inmediato— llevada a cabo, que no a
término, con nuestros alumnos.

Ante todo, mostrar nuestro agradecimiento a todos aquellos compañeros, estudiantes y profesores, cuyos
nombres deben quedar velados por el obligado secreto al que nos debemos. Señalar que la invitación a nuestros
colegas docentes no se hizo en calidad de objetos de la evaluación, sino de sujetos copartícipes en la misma. En
…n, gracias a todos los participantes, por el tiempo que dedicaron a la autorre‡exión.

Las personas en estudio son los alumnos de primer curso de las titulaciones Ingeniería Técnica en Informática
de Sistemas (I.T.I.S.) e Ingeniería Informática (I.I.), a los que imparto una asignatura de Cálculo. La encuesta
se ha realizado durante dos cursos académicos, entre los alumnos que asisten asíduamente a clase. En total,
han participado las siguientes personas:

² 19 profesores, encuestados durante el curso 2001-2002;

² 41 alumnos de I.T.I.S. (21 del 2002-2003 y 20 del curso 2001-2002), y

² 67 de I.I. (39 del 2002-2003 y 28 del curso 2001-2002).
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9.3 Esas personas opinan que la estética es moderadamente impor-
tante

«La sinceridad es una expansión del corazón. Se da en muy pocas personas, y la que vemos ordinariamente
no es más que un hábil disimulo para atraerse la con…anza de los demás.»
—François-Alexandre-Frédéric de La Rochefoucauld-Liancourt <Máximas>

El Anexo 1 (pág. 264) recoge la encuesta correspondiente al WVI, que rellenaron los alumnos. Éstos asignan
un valor vmj;i, para cada aspecto de cada motivación profesional, en una escala 1¡ 5, correspondiente a la escala
lingüística: nada importante (NI, unimportant), poco importante (PI, of little importance), moderadamente
importante (MI, moderately important), importante (I, important) o muy importante (MyI, very important).

Persona: pj
Motivación: Estímulo intelectual (EI)

Identi…cador del Aspecto Un tipo de trabajo o tarea en el que tú ... Puntuación
1 tienes que resolver constantemente nuevos problemas vmj;1
23 te sientes estimulado y desa…ado intelectualmente vmj;2
38 tienes que estar mentalmente alerta vmj;3

Tabla 9.2: Los 15 valores relacionados con el trabajo medidos por el WVI.

El algoritmo de estimación del valor borroso cemL correspondiente a la motivación profesional m —es decir,
si el conjunto de personas encuestadas considera que la motivación profesional m, es nada importante, poco
importante, moderadamente importante, importante o muy importante—, es:

P : = conjunto de personas encuestadas

M : = conjunto de motivaciones profesionales

n : = jP j

§mj : =
3X
i=1

vmj;i (8m 2M)

vm : =
1

n
(§m1 +§

m
2 + : : :+§

m
n )cemL : = arg max

eL2L
eL(v

m)

donde, como vemos, introducimos borrosidad en los valores medios vm. Para ello, utilizamos números borrosos
triangulares2. Como el rango de las sumas parciales correspondientes a cualquier motivación profesional es
R = f3; 4; : : : ; 15g, asumimos que estos valores borrosos vienen dados por los números borrosos triangulares
que …guran en la Tabla 9.3, y que grá…camente mostramos en la Fig. 9.1.

a b c

nada importante 0 3 6
poco importante 3 6 9

moderadamente importante 6 9 12
importante 9 12 15

muy importante 12 15 18

Tabla 9.3: Parámetros de los números borrosos triangulares, miembros de la par-
tición que empleamos.

De este modo, al ser R = f3; 4; : : : ; 15g, tenemos que:

2Un número borroso triangular es una función dependiente de tres parámetros (los vértices de un triángulo):

T (x;a; b; c) = max

µ
min

µ
x¡ a
b¡ a ; 1;

c¡ x
c¡ b

¶
; 0

¶
cuyo signi…cado es que si eL(x) = T (x; a; b; c), entonces, cuando la evidencia simple x es justamente b, hay certeza total de que el
término lingüístico asociado a x debe ser eL.
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Figura 9.1: Partición borrosa de números
borrosos triangulares: nada impor-
tante (NI), poco importante (PI),
moderadamente importante (MI),
importante (I), muy importante
(MyI)
—Fuente: Elaboración propia.

0:5NI \R = f3; 4g
0:5PI \R = f5; 6; 7g
0:5MI \R = f8; 9; 10g
0:5I \R = f11; 12; 13g

0:5MyI \R = f14; 15g

Observe el lector que debemos hacer que la entropía «caiga» cuanto más tarde mejor. Entropía como
información. Podríamos haber introducido borrosidad en los valores §mj . Pero ello nos habría hecho perder
información nítida (aunque realmente lo que ocurre es que el punto de partida es una sobrevaloración). Veamos
un ejemplo. Imaginemos que hubiésemos encuestado a 5 alumnos, de manera que para la motivación profesional
«creatividad» (CR), hubiesen evaluado: §CR1 = 5, §CR2 = 8, §CR3 = 11, §CR4 = 11, y §CR5 = 14, entonces,
vm = 9:8. Por ello:

arg max
eL2L

eL(9:8) = MI

En cambio, si §CR1 = 6, §CR2 = 12, §CR3 = 14, §CR4 = 13, §CR5 = 9, entonces, vm = 10:8, y por tanto:

arg max
eL2L

eL(10:8) = I

Sin embargo, si hubiésemos introducido borrosidad, cualquiera de las dos evaluaciones corresponde al multicon-
junto de valores borrosos fPI;MI; I; I;MyIg, siendo su conjunto borroso medio, el número borroso triangular
T (7:8; 10:8; 13:8). En este punto, parece que el sentido común nos lleva a pensar en aquellas funciones de
disimilitud o distancia que corroboren que el valor borroso de la partición más cercano a T (7:8; 10:8; 13:8) es
importante (I).

La Tabla 9.4 muestra las medias y las desviaciones de las respuestas de los alumnos en cuanto a cómo se
auto-perciben. En ella podemos observar que una amplia mayoría de las motivaciones profesionales (ITISa (02-
03): 87 por ciento; IIa (02-03): 60 por ciento; ITISa (01-02): 93 por ciento; IIa (01-02): 93 por ciento) tienen
una desviación típica de menos de dos puntos y medio con respecto a una escala de trece valores. Podemos
concluir, por tanto, que los alumnos muestran un alto grado de acuerdo para la mayoría de las motivaciones
profesionales consideradas.

La Fig. 9.2 muestra los per…les correspondientes a los alumnos de I.T.I.S. y a los de I.I., vistos por sí
mismos. Muestran cómo los alumnos se perciben (que, por supuesto, no tiene por qué coincidir con cómo son
en realidad), esto es, los que podríamos denominar per…les auto-perceptuales de los alumnos, ITISa e IIa.
En la …gura, también aparece representada

Los per…les auto-perceptuales ITISa e IIa se diferencian sólo en 3 categorías (PR, VR y DR), y además, la
diferencia es mínima (los sobrevalores son contiguos). Observándolos, podríamos aventurarnos a presumir que
los alumnos de I.T.I.S., con respecto a sus compañeros de I.I., consideran:

² menos importantes, los valores relacionados con la dirección (DR) y la variedad (VR);

² más importante, el valor relacionado con el prestigio (PR);

² y el resto, por igual.
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Tabla de medias y desviaciones
02-03 01-02

ITISa IIa ITISa IIa
Valor Med Dev Med Dev Med Dev Med Dev

Ganancias económicas (GE) 11.09 2.07 11.66 2.47 10.82 2.27 11.57 1.51
Seguridad (SG) 12.14 2.47 11.77 2.69 12.65 1.95 12.53 2.36

Relaciones con el superior (RS) 12.29 2.08 10.95 2.60 11.40 1.91 12.14 1.56
Ambiente (AM) 12.09 2.04 11.44 2.20 10.83 1.10 11.72 1.13
Altruismo (AL) 13.09 1.61 11.23 2.97 10.27 1.79 10.28 2.67

Éxito (EX) 12.62 1.86 11.46 2.09 12.21 1.64 11.59 1.97
Compañeros (CM) 13.14 1.46 12.62 2.25 12.00 1.58 11.43 2.30

Estímulo intelectual (EI) 10.57 2.40 11.07 1.66 10.42 2.07 10.71 1.81
Prestigio (PR) 10.52 1.89 10.28 2.49 9.84 2.49 10.16 2.47

Creatividad (CR) 11.95 2.11 11.69 2.17 11.03 2.66 11.54 1.82
Estética (ES) 9.10 1.89 9.15 2.54 8.58 0.55 8.29 1.66

Independencia (IND) 11.52 2.14 12.46 1.93 10.21 1.79 11.86 1.77
Variedad (VR) 10.10 2.90 10.71 2.79 9.66 1.82 10.55 2.27
Dirección (DR) 7.19 2.73 7.77 2.93 6.22 2.33 6.86 2.08

Estilo de vida (EV) 13.62 1.53 13.59 1.76 13.20 2.49 13.28 2.21

Tabla 9.4: Tabla de medias y desviaciones correspondientes a los diferentes
valores y a sus diferentes percepciones

9.4 Pero nosotros pensamos que piensan que la estética no es im-
portante

«Es mi opinión, y la comparto..»
—Henri Monnier <Memorias del señor Joseph Prudhomme>

A partir de la encuesta anterior, elaboramos una encuesta para el profesorado —cfr. Anexo 2 (pág. 267)—
, con la que pretendemos averiguar si los profesores tenemos en mente determinados estereotipos sobre los
alumnos de I.T.I.S. y de I.I.

Lo importante es la leyenda: «se trata de que valoréis en la medida en que penséis que nuestros estudiantes
creen poseerlas.»

Por otro lado, pasamos otra encuesta a los alumnos, con la pretensión de averiguar cómo creen, los alumnos
de I.T.I.S., que son los de I.I., y viceversa, respecto a los atributos contemplados. Nos referiremos a ésta como
encuesta «cruzada».

Para ello, les pasamos de nuevo la primera encuesta con la leyenda: «se trata de que valoréis en la medida
en que penséis que vuestros compañeros de la otra especialidad, creen poseerlas.»

La escala que hemos utilizado en todos los casos, es un ejemplo de las conocidas como escalas de (Rensis)
Likert [1064]. La idea, para un futuro, quizás sea usar un diferencial semántico «continuo» —cfr. Osgood,
Suci y Tannenbaum [912]:

 
Nada importante  Muy importante 

En relación con la encuesta «cruzada» para los alumnos, también hemos considerado la posibilidad de lanzar
una a…rmación al alumno, por ejemplo: «nuestros compañeros estudiantes de I.I. piensan que el altruismo, como
valor asociado al trabajo, es importante», y que éste respondiese según considere que sea su grado de aceptación
de la misma: totalmente de acuerdo, en parte de acuerdo, dudo ¡ estoy indeciso, en parte en desacuerdo y en total
desacuerdo. Pero aquí hay en juego dos escalas, pues también participa la correspondiente a nada importante,...,
muy importante, y esto hace que el «juego mental» sea mucho más difícil —cfr. Miller [774].

La obtención de los per…les sigue un procedimiento similar al explicado en la sección anterior. La Fig.
9.3 muestra los per…les ITISp e IIp, correspondientes a los alumnos de I.T.I.S. y a los de I.I., vistos por los
profesores. Muestran cómo los alumnos son percibidos por los profesores, esto es, los que podríamos denominar
per…les perceptuales según los profesores.

De este modo, disponemos de tres per…les prototipos para cada especialidad X, el proporcionado por los
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Figura 9.2: Per…les ITISa e IIa, correspondientes a los alumnos de I.T.I.S. y a los
de I.I., vistos por sí mismos. Al mostrar cómo los alumnos se perciben a
ellos mismos, hemos decidido llamarlos per…les auto-perceptuales. Ob-
servemos que se diferencian en 3 categorías, aunque con una intensidad
muy baja. Código de colores: blanco (coinciden en el grado, aunque no
coincidan en el subgrado), 0.25 de negro (grados distintos, 0 subgrados
de diferencia), 0.35 de negro (grados distintos, 1 subgrado de diferen-
cia), 0.65 de negro (grados distintos, 2 subgrados de diferencia), negro
(grados distintos, más de 2 subgrados de diferencia).
— Fuente: Elaboración propia.

alumnos de la propia especialidad Xa, el proporcionado por el profesorado Xp, y el proporcionado por los
alumnos de la otra especialidad XY .

Comparando los per…les perceptuales según los profesores, ITISp e IIp, respectivamente, observamos
que se diferencian en 8 categorías —cfr. Fig. 9.3—. Parece que los profesores opinan que a los alumnos de
ITIS, con respecto a sus compañeros de II, les interesa:

² menos, la creatividad, el prestigio, la dirección, la independencia, el estilo de vida, la variedad y el estímulo
intelectual;

² más, el altruismo;

² y por igual, el ambiente, la seguridad, las ganancias económicas, las relaciones con el superior, los com-
pañeros, el éxito y la estética.

Las Figs. 9.4 e 9.5 muestran las comparaciones entre los per…les ITISa con ITISp, y IIa con IIp, respectiva-
mente. Observamos que ITISa y ITISp se diferencian en 10 categorías, mientras que IIa y IIp, en 7. Podríamos
aventurarnos a presumir que los profesores «han acertado» más con respecto a la opinión de los alumnos de II.

Obsérvese, además, que ITISa se diferencia de IIp, en 5 categorías, mientras que IIa y ITISp en 8. Es decir,
que IIp se parece más a ITISa, que a IIa, y que además, ITISa se parece más a IIp que a ITISp.

Por último, la opinión de los alumnos sobre la opinión de sus compañeros. La Fig. 9.6 muestra los per…les
ITISII e IIITIS, correspondientes a la opinión de los alumnos de I.I. acerca de lo que creen que piensan sus
compañeros de I.T.I.S. y a la de los de I.T.I.S. acerca de lo que creen que piensan sus compañeros de I.I.,
respectivamente.

Observando las Figs. 9.4, 9.5 e 9.6, vemos que:

² la opinión de los alumnos de I.I. se aproxima más a la que los de I.T.I.S. tienen de sí, que a la que los
profesores tienen de ellos (ITISa e ITISII se diferencian en 8 categorías) aunque, cuantitativamente, la
diferencia de opiniones no sea tan grande (ITISp e ITISII , se diferencian en 6 categorías);
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Figura 9.3: Per…les ITISp e IIp, correspondientes a los alumnos de I.T.I.S. y a
los de I.I., vistos por los profesores. Muestran cómo los alumnos son
percibidos por los profesores, esto es, los per…les perceptuales según los
profesores. Observemos que se diferencian en 9 categorías, aunque con
desigual intensidad. Código de colores: blanco (coinciden en el grado,
aunque no coincidan en el subgrado), 0.25 de negro (grados distintos, 0
subgrados de diferencia), 0.35 de negro (grados distintos, 1 subgrado de
diferencia), 0.65 de negro (grados distintos, 2 subgrados de diferencia),
negro (grados distintos, más de 2 subgrados de diferencia).
— Fuente: Elaboración propia.

² cuantitativamente, los alumnos de I.T.I.S. y los profesores aciertan o yerran por igual con respecto a
conocer la opinión que tienen de sí los alumnos de I.I. (7 son las categorías en las que se diferencian, tanto
IIa e IIITIS, como IIp e IIITIS);

² los alumnos de I.T.I.S. ven más cercanos a ellos a los alumnos de I.I., que lo que estos últimos ven a los
de I.T.I.S. (IIa e ITISII , se diferencian en 7 categorías, mientras que ITISa e IIITIS lo hacen en 5).

Resulta curioso, por ejemplo, que tanto los alumnos de I.T.I.S. como los de I.I., valoren como muy importante
(MyI) el estilo de vida (EV), y sin embargo piensen que los otros sólo crean que es importante (I). La «máquina»
de la verdad —cfr. §9.8— se encargará de «poner cada cosa en su sitio».

Hemos de decir que tanto los profesores como los alumnos muestran un alto grado de acuerdo para la mayoría
de las motivaciones profesionales consideradas. Para una amplia mayoría de tales motivaciones profesionales,
la desviación típica es de menos de dos puntos y medio con respecto a una escala de trece valores: para las
opiniones de los profesores, un 60 por ciento para ITISp y un 67 por ciento para IIp; y para las opiniones
«cruzadas» de los alumnos, un 73 por ciento para ITISII y un 80 por ciento para IIITIS.

9.5 Conclusiones válidas si respuestas sinceras

«No se puede a la vez ser sincero y parecerlo.»
—André Gide <El inmoralista>

La validez de los resultados —y por tanto, de las conclusiones que podamos extraer de ellos— depende de
lo sinceros que hayan sido los entrevistados al responder a las encuestas. Un fenómeno asociado es el conocido
como efecto de «deseabilidad social»: las personas entrevistadas tienden a ajustarse al patrón que ellos
creen que debe ser el «ideal». En nuestro caso, por ejemplo, surgió la pregunta entre los alumnos de si podían
mentir, y era en el sentido que acabamos de comentar. Argumentaban que en la situación real de que los
estuviese encuestando una empresa, posible empleadora, ellos tratarían de ajustarse al patrón que suponían
fuese el demandado.
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Figura 9.4: Per…les ITIS (02-03), según los alumnos y los profesores. Observemos
que se diferencian en 11 categorías, aunque con desigual intensidad.
Código de colores: blanco (coinciden en el grado, aunque no coincidan
en el subgrado), 0.25 de negro (grados distintos, 0 subgrados de difer-
encia), 0.35 de negro (grados distintos, 1 subgrado de diferencia), 0.65
de negro (grados distintos, 2 subgrados de diferencia), negro (grados
distintos, más de 2 subgrados de diferencia).
— Fuente: Elaboración propia.

Ante esto, lo que hicimos fue seguir la recomendación de tantos, entre ellos de León y Montero [1065]
(p. 91): «Una forma de tratar de corregir el efecto de la deseabilidad social es alertar al encuestado sobre esta
tendencia y rogarle máxima sinceridad en las cuestiones que puedan ser más suceptibles (sic) al fenómeno.»

Les explicamos que están ante una actividad de «elección forzosa», o sea, que deben elegir uno y sólo uno de
los cali…cativos para cada cuestión (aunque en una experiencia posterior podrían elegir varias, hasta el extremo
de si alguien no tiene la más remota idea de qué contestar, podría elegir el intervalo [nada importante, muy
importante]).

Sugerimos que no piensen demasiado: casi lo mejor sería que siguieran sus primeros impulsos.

En la sección §17.12 (pág. 449) de la presente Tesis, exponemos otra idea para intentar corroborar la
sinceridad.

9.6 Prosiguiendo con las cautelosas conclusiones

«Lo mejor de lo nuevo es que responde a un deseo antiguo.»
—Luc de Capliers, Marqués de Vauvenargues <Re‡exiones y máximas>

Aunque lo anterior podría conducirnos a determinadas conclusiones, no debemos precipitarnos, en absoluto.
Hasta el momento de presentar esta Tesis, hemos realizado dos estudios transversales sucesivos3 : uno, realizado
más recientemente —con los alumnos del curso 02-03—, y que hasta aquí hemos comentado, y otro anterior,
durante el curso 01-02. La característica fundamental de composición de las muestras ha sido la misma, una
de alumnos de I.T.I.S. y la otra de alumnos de I.I. La hipótesis también ha sido la misma: la existencia de
diferencias notables entre los alumnos de las especialidades de I.T.I.S. y de I.I.

Los per…les auto-perceptuales ITISa e IIa, correspondientes al curso 01-02, se diferencian únicamente
en 2 categorías. De los resultados que obtuvimos, nos aventuraríamos a presumir que los alumnos de ITIS, con

3 A la hora de trabajar con encuestas, el diseño o plan de la misma se encuadrará en una de las dos categorías siguientes. Un
diseño transversal tiene como meta describir una población en un momento dado. La …nalidad de un diseño longitudinal,
en cambio, es observar el cambio en una población. La manera más sencilla de entender un diseño longitudinal es imaginar una
sucesión de diseños transversales —cfr. León y Montero [1065] (p. 95).
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Figura 9.5: Per…les II (02-03), según los alumnos y los profesores. Observemos que
se diferencian en 8 categorías, aunque con desigual intensidad. Código
de colores: blanco (coinciden en el grado, aunque no coincidan en el
subgrado), 0.25 de negro (grados distintos, 0 subgrados de diferencia),
0.35 de negro (grados distintos, 1 subgrado de diferencia), 0.65 de negro
(grados distintos, 2 subgrados de diferencia), negro (grados distintos,
más de 2 subgrados de diferencia).
— Fuente: Elaboración propia.

respecto a sus compañeros de II, del mismo curso académico, consideran:

² menos importantes, los valores de independencia y variedad;

² y el resto, por igual.

Es de notar que al comparar los per…les auto-perceptuales de los alumnos de la misma especialidad
pero diferente curso académico —esto es, longitudinalmente4—, observamos, para los alumnos de ITIS, que
los del curso 01-02, con respecto a los del curso 02-03, consideran:

² menos importante, el prestigio, la independencia, el altruismo y el estilo de vida;

² e igual de importantes, el resto.

En cuanto a los alumnos de II, los del curso 01-02, con respecto a los del curso 02-03, consideran:

² menos importante, la dirección, el altruismo y el estilo de vida;

² e igual de importantes, el resto.

Los per…les ITISa e ITISp, correspondientes al curso 02-03, se diferencian en 10 categorías (CR, SG, PR,
DR, IND, AL, EV, ES, VR y EI). Los per…les ITISa e ITISp, correspondientes al curso 01-02, se diferencian en 6
categorías (CR, SG, DR, ES, VR y EI). Los per…les IIa e IIp, correspondientes al curso 02-03, se diferencian en 7
categorías (CR, SG, PR, DR, AL, ES y VR). Los per…les IIa e IIp, correspondientes al curso 01-02, se diferencian
en 8 categorías (CR, SG, PR, DR, AL, EV, ES y VR). (Hemos destacado en itálica las no coincidencias entre
cursos académicos diferentes para una misma especialidad.)

Por otro lado, en lo correspondiente al curso 01-02, ITISa se diferencia de IIp, en 8 categorías (CR, SG, PR,
DR, IND, AL, EV y ES), mientras que IIa y ITISp en 7 (CR, SG, DR, IND, ES, VR y EI). Es decir, que IIp se
parece más o menos por igual, tanto a ITISa como a IIa, mientras que ITISa se parece más a ITISp que a IIp.

4Observe el lector la presencia de alumnos repetidores, y por tanto la necesidad, en un estudio más exhaustivo de subsumir un
(sub-)diseño de panel, esto es, un (sub-)diseño longitudinal, en el que se entrevista a las mismas personas.



9.6. Prosiguiendo con las cautelosas conclusiones 259

 
MyI 

I 

MI 

PI 

NI 

 GE SG RSRSRSRS    AM ALALALAL    EXEXEXEX    CMCMCMCM    EI PRPRPRPR    CRCRCRCR    ES INDINDINDIND    VR DRDRDRDR    EV 
 

 II (02-03), según ITIS (02-03) 

 ITIS (02-03), según II (02-03) 

 Coincidencia 

Figura 9.6: Per…les <cruzados> IIITIS e ITISII . Observemos que se diferencian
en 8 categorías, aunque con desigual intensidad. Código de colores:
blanco (coinciden en el grado, aunque no coincidan en el subgrado),
0.25 de negro (grados distintos, 0 subgrados de diferencia), 0.35 de
negro (grados distintos, 1 subgrado de diferencia), 0.65 de negro (grados
distintos, 2 subgrados de diferencia), negro (grados distintos, más de 2
subgrados de diferencia).
— Fuente: Elaboración propia.

Resulta obvio que, para concluir signi…cativamente, necesitamos más evidencia. En todo caso, los profesores
desconocemos el per…l de actitudes de nuestros alumnos, aunque nos aventuramos a presumir, aunando las
informaciones correspondientes a ambos cursos académicos, que los profesores opinamos que los alumnos de
II consideran (IIp) ...

² más importantes: los valores relacionados con la creatividad, la seguridad, el prestigio, la dirección y el
estilo de vida (01-02);

² menos importantes: el altruismo, la estética y la variedad,

... de lo que en realidad es la opinión de este alumnado (IIa).

Con respecto a los alumnos de ITIS, la opinión de los profesores es que estos alumnos consideran (ITISp) ...

² más importantes: los valores relacionados con la seguridad, la dirección y el estilo de vida (02-03);

² menos importantes: los valores relacionados con la creatividad, el prestigio (02-03), la independencia
(02-03), el altruismo (02-03), la estética, la variedad y el estímulo intelectual,

... de lo que en realidad es la opinión de este alumnado (ITISa).

Resulta evidente que hemos supuesto homogeneidad dentro de cada uno de los grupos que hemos establecido
a priori: ITIS e II. Pero es posible que esto sea una entelequia.

La pregunta última para el lector sigue siendo la misma: ¿Cuáles son los per…les estereotipos de los alumnos
de I.T.I.S. y de I.I.? O mejor, ¿tiene sentido la pregunta anterior? (y de paso, ésta).

A los alumnos les comentamos que la encuesta era para que se auto-analizasen. En ningún momento se
les comunicó que se deseaba comparar los per…les auto-perceptuales con los per…les perceptuales, según los
profesores y según los empresarios. De haberlo hecho así, seguro que habríamos provocado un sesgo de
actitud hacia la misma.

En las encuestas dirigidas a los alumnos, las motivaciones profesionales son consideradas como variables
latentes, y las 45 cuestiones planteadas son observables de las mismas. En cambio, en las dirigidas a los
profesores y a los empresarios, las motivaciones profesionales son consideradas como variables observables.
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Si bien esto puede —y debe— provocar cierta inquietud, piense el lector que en los últimos casos se hace
partícipe a la imprecisión, al trabajar con palabras de nuestra lengua natural (si bien los números pueden ser
vistos como palabras, la realidad es que no lo aprecian así los encuestados: ellos no son capaces de imaginar
ningún solapamiento entre números consecutivos, de hecho, se sentían angustiados si les hablábamos
de solapamiento entre números; sin embargo, entendían a la perfección un solapamiento entre los términos
lingüísticos importante y muy importante).

El modelo puede complicarse, considerando variables latentes de tipo 2, esto es, variables latentes
de…nidas a partir de variables latentes. Una idea para ello puede ser la categorización propuesta por John L.
Holland [1066] de las personas y los entornos de acuerdo a seis tipos de personalidad, según sus intereses
vocacionales (o combinaciones de ellos): realista (mecánicas), investigador (science, math), artístico (art,
language, music), social (helping, teaching), emprendedor (selling, business) y convencional (details, clerical).
Otra puede ser la propuesta de Karen Hollweg, Carole Kubota y Phyllis Ferrell [1067], en la que, por
ejemplo, las motivaciones CM y AM serían variables latentes de tipo 1 que participarían en la de…nición de las
caricaturas de las personas expresivas —según estas autoras, caracterizadas por ser con…adas, inspiradoras,
seguras de sí, populares, vivaces y simpáticas— y amigables —según ellas, caracterizadas por ser generosas,
comprensivas, amables, leales, obedientes y despreocupadas.

Otra posible mejora del método, es considerar que el evaluador pueda asignar un grado de importan-
cia a cada motivación profesional. En el caso de habilidades (ellos ven la creatividad como una habilidad),
Bridges.com, Inc. [1068] (p. 9), propone que la importancia se base en la frecuencia de uso. Ni qué decir
tiene lo difícil que resulta saber cuántas veces un trabajador es creativo, o altruista, etc., sin embargo es un
punto de partida que nos invita a la re‡exión.

En adelante, evitaremos prejuzgar.

9.7 Pues pensábamos que pensaban otra cosa

«Pensar en contra ha sido siempre la manera más fácil de pensar.»
—Jacques de Bourbon-Busset <Tú no morirás>

Diríjase el lector al comienzo del Cap. 9, o continúe.

9.8 La máquina de la verdad

«Trabajad, esforzaos:
lo que menos importa es por qué lo hagáis.»
—Jean de la Fontaine <El labrador y sus hijos>

Simplemente, como elemento informativo de contraste, pero, a su vez, de un valor inestimable, para que
nuestros alumnos y nosotros tengamos presente la realidad, mostramos la opinión de Ángel Bejarano del
Bosque, gerente de ACCENTURE y de Andrés Pedrera Carvajal, coordinador de desarrollo de software
(Software Manager) de YA.COM, para el caso de Ingenieros en Informática e Ingenieros Técnicos en Informática
de Sistemas —cfr. Fig. 9.7 y 9.8, respectivamente—. Para ambos, vayan una vez más, nuestros más sinceros
agradecimientos.

«Suponiendo que estoy haciendo entrevistas de “recruiting”, lo que he contestado es cómo de im-
portante es para mí, que el entrevistado tenga, o se muestre muy interesado por esos valores que
se proponen (por ejemplo, en “INDEPENDENCIA” lo he puesto como “no importante”, ya que
nosotros valoramos la integración en el grupo.

Por otro lado, la diferencia entre técnicos y superiores la he tenido en cuenta en base a las dos
divisiones de compañeros–as de Accenture: la de desarrolladores (Coritel y BPM), que se dedican a
la implantación y mantenimiento de sistemas; y la de consultores propiamente dichos (Accenture).

Para que te hagas una idea, un diplomado o con carrera técnica no puede optar a entrar en Accenture,
sino sólo en Coritel o BPM (BPM es nuestra rama de outsourcing de sistemas), en Accenture es
requisito tener una carrera superior. [...] Así, he pensado en «recruiting» de Coritel/BPM para los
«ingenieros técnicos» y en recruiting de Accenture para los “ingenieros”.»
—Ángel Bejarano del Bosque, gerente de ACCENTURE.
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«Creo que debería cambiarse el “tono” del test para diferenciar los dos posibles casos para los que
piensas utilizarlos: entrevistas de candidatos y evaluación de personal contratado. Tal y como está
redactado, éste parece más apropiado para la evaluación de personal. He distinguido entre Técnicos
e Ingenieros pensando en que a un ténico se le requiere para trabajar sobre un problema ya de…nido
y resuelto teóricamente a nivel global, y un Ingeniero es requerido para hacer precisamente eso: el
análisis de su problema, su resolución teórica y la supervisión y coordinación del mismo.»
—Andrés Pedrera Carvajal, coordinador de desarrollo de software (Software Manager) de
YA.COM.
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Figura 9.7: El código de colores de intensidad de la diferencia, se re…ere a la com-
paración del per…l empresarial correspondiente con el del per…l auto-
subjetivo. Código de colores: blanco (coinciden en el grado, aunque no
coincidan en el subgrado), 0.25 de negro (grados distintos, 0 subgrados
de diferencia), 0.35 de negro (grados distintos, 1 subgrado de diferen-
cia), 0.65 de negro (grados distintos, 2 subgrados de diferencia), negro
(grados distintos, más de 2 subgrados de diferencia).
—Fuente: Elaboración propia.

9.9 Brevísimo remate

Recordemos que los per…les auto-perceptuales de los alumnos de I.T.I.S. y de I.I. son, prácticamente, idénticos
—cfr. Fig. 9.2—. Sin embargo, esta coincidencia no se mantiene si se les consulta sobre cómo se ven los unos
a los otros —cfr. Fig. 9.6.

Observemos que los profesores opinan que los alumnos de I.I. consideran la CREATIVIDAD en el trabajo, un
valor bastante más importante de lo que lo consideran los alumnos de I.T.I.S. —cfr. Fig. 9.3 (pág. 256)—.
Hablando informalmente con algunos de mis compañeros, claramente distinguían entre la que ellos llamaban
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 ITIS (02-03), según el profesorado 

 ITIS (02-03), según el alumnado 

 Coincidencia 

 ITIS, según un gerente de ACCENTURE 

 ITIS, según un coordinador 
de desarrollo de software de YA.COM 

Figura 9.8: El código de colores de intensidad de la diferencia, se re…ere a la com-
paración del per…l empresarial correspondiente con el del per…l auto-
subjetivo. Código de colores: blanco (coinciden en el grado, aunque no
coincidan en el subgrado), 0.25 de negro (grados distintos, 0 subgrados
de diferencia), 0.35 de negro (grados distintos, 1 subgrado de diferen-
cia), 0.65 de negro (grados distintos, 2 subgrados de diferencia), negro
(grados distintos, más de 2 subgrados de diferencia).
—Fuente: Elaboración propia.

«inteligencia cientí…ca» y la «inteligencia técnica». La opinión de los alumnos, en cambio, es que si bien dicho
valor es importante, lo es por igual para ambas especialidades —cfr. Fig. 9.2 (pág. 255).

Claro que si consultamos la opinión de las empresas, apreciamos que según Andrés Pedrera Carvajal, de
YA.COM, la CREATIVIDAD es muy importante, sean técnicos o ingenieros, mientras que para Ángel Bejarano
del Bosque, de ACCENTURE, la CREATIVIDAD es importante para los ingenieros y poco importante, para los
técnicos. El porqué de la diferencia hay que buscarlo en el tipo de trabajo. En el caso de ACCENTURE, los
técnicos son desarrolladores (de Coritel o BPM), dedicados a la implantación y mantenimiento de sistemas,
mientras que los ingenieros son consultores, encargados de auditar empresas y de proponer planes de reorga-
nización a las mismas, en busca del máximo bene…cio. Digamos que en el caso de ACCENTURE, los técnicos
deben pensar que las ideas las tienen otros. Sin embargo, en el caso de YA.COM, las nuevas ideas siempre
están presentes; lo requiere el contexto de su trabajo, tanto para técnicos como para ingenieros, el desarrollo de
software principalmente dirigido a Internet —como reza su apellido «Internet Factory»—: páginas, portales,
hipernavegación, hiperconsultas, etc.

Nos sorprende, y no encontramos explicación, lo que ocurre en el valor ALTRUISMO. Por un lado, los alumnos
de I.I. lo consideran poco importante, mientras que los de I.T.I.S., creen que es importante (alto). La opinión
de las empresas, coincidiente con la del profesorado, es la opuesta, las primeras (resp., los segundos) creen que
los ingenieros deben considerarlo (resp., lo consideran) un valor importante, y los técnicos, sólo moderadamente
importante.

Sin embargo, dada la sociedad en la que vivimos, con la preocupación constante por el trabajo y si se apuran,
por el empleo, la creencia sobre la SEGURIDAD no sorprende a nadie.

En lo que sí acierta de pleno el profesorado es en la consideración que los alumnos tienen hacia el estilo de
vida (importante–muy importante). Las empresas, por su parte, lo ven como nada importante–poco importante.



   
   

   
AAAAnnnneeeexxxxoooossss    1111    yyyy    2222::::    

EEEEnnnnccccuuuueeeessssttttaaaassss    ddddiiiirrrriiiiggggiiiiddddaaaassss    
aaaa    lllloooossss    aaaalllluuuummmmnnnnoooossss    yyyy    aaaa    lllloooossss    pppprrrrooooffffeeeessssoooorrrreeeessss    

   
   

   
 
 

 

No a los prejuicios 
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9.10 Anexo 1:
Encuesta dirig i da a l o s a l umnos

Una valoración personal de las 
actitudes y motivaciones con respecto al trabajo 
 
Toda esta teoría proviene de Donald E. Super y su obra Work Values Inventory. 
 
En toda actividad hay una serie de aspectos satisfactorios que es normal que deseemos 
encontrar en nuestro propio trabajo como una consecuencia de nuestra tarea profesional. 
No todos estos aspectos son de igual importancia para todos: algunos son de gran 
importancia para algunas personas mientras que para otras lo son de muy poca 
importancia. 
 
Lee los diversos tipos de trabajo o tarea puestos a continuación e indica en qué grado 
los consideras importantes para ti; para esto, encierra en un círculo el número que 
corresponda a tu valoración 
 

no 
importante 

poco 
importante 

moderadamente 
importante importante muy 

importante 
1 2 3 4 5 

 
 
UN TIPO DE TRABAJO O TAREA EN EL QUE TÚ … 
1 tienes que resolver constantemente nuevos problemas 1 2 3 4 5 
2 puedes ayudar a otras personas 1 2 3 4 5 
3 puedes obtener mejoras económicas 1 2 3 4 5 
4 puedes cambiar de tipo de tarea 1 2 3 4 5 
5 tienes libertad dentro de tu propio campo 1 2 3 4 5 
6 puedes adquirir prestigio dentro de tu especialidad 1 2 3 4 5 
7 necesitas tener talento artístico 1 2 3 4 5 
8 te sientes uno del grupo 1 2 3 4 5 
9 sabes que permanecerás mucho tiempo 1 2 3 4 5 

10 puedes ser el tipo de persona que te gustaría ser 1 2 3 4 5 
11 tienes un jefe con el que las cosas están siempre claras 1 2 3 4 5 
12 te sientes satisfecho del ambiente y aspecto de donde trabajas 1 2 3 4 5 
13 tienes la sensación al terminar el día de haberlo empleado bien 1 2 3 4 5 
14 tienes autoridad sobre otros 1 2 3 4 5 
15 puedes ensayar nuevas ideas o sugerencias 1 2 3 4 5 
16 puedes crear algo nuevo 1 2 3 4 5 

17 puedes conocer por los resultados cuándo has hecho un buen 
trabajo 1 2 3 4 5 

18 tienes un jefe razonable 1 2 3 4 5 

19 tienes la seguridad de que nunca te va a faltar un puesto de 
trabajo 1 2 3 4 5 

20 puedes hacer que el mundo sea más hermoso 1 2 3 4 5 

21 tienes aumentos salariales por encima del aumento del coste de 
la vida 1 2 3 4 5 

22 puedes tomar decisiones propias 1 2 3 4 5 
23 te sientes estimulado y desafiado intelectualmente 1 2 3 4 5 
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24 puedes ejercitar tus dotes de mando y dirección 1 2 3 4 5 
25 dispones de salas adecuadas, aseos y otros servicios 1 2 3 4 5 

26 puedes tener el estilo de vida que te gusta cuando no estás en tu 
trabajo 1 2 3 4 5 

27 puedes crear amistades con tus compañeros de trabajo 1 2 3 4 5 

28 sabes que los demás consideran importante el trabajo que 
realizas 1 2 3 4 5 

29 no tienes que hacer siempre lo mismo 1 2 3 4 5 
30 Tienes la impresión de haber ayudado a alguien 1 2 3 4 5 
31 puedes aumentar el bienestar de otros 1 2 3 4 5 
32 puedes hacer muchas cosas diferentes. 1 2 3 4 5 
33 eres admirado/a por otros/as 1 2 3 4 5 
34 tienes buenas relaciones con tus compañeros/as 1 2 3 4 5 
35 Puedes llevar el tipo de vida que más te gusta 1 2 3 4 5 

36 Dispones de un buen lugar para trabajar (con espacio, 
tranquilidad, buena iluminación, …) 1 2 3 4 5 

37 Puedes planificar y organizar el trabajo de otros 1 2 3 4 5 
38 tienes que estar mentalmente alerta 1 2 3 4 5 
39 Ganas más de lo suficiente para vivir 1 2 3 4 5 
40 eres tu propio/a jefe. 1 2 3 4 5 
41 Haces o produces cosas, productos atractivos 1 2 3 4 5 

42 Estás seguro de tener otro puesto en la misma empresa u 
organización si el actual fuera eliminado 1 2 3 4 5 

43 Tienes un supervisor/a o jefe inmediato razonable 1 2 3 4 5 
44  Puedes ver el resultado de tu esfuerzo 1 2 3 4 5 
45 Puedes aportar nuevas ideas 1 2 3 4 5 
 
 
Los números del siguiente cuadro corresponden a los diversos enunciados de este 
inventario. Junto a cada número, copia el elegido como respuesta, y a continuación, 
suma los tres números-respuesta de cada cuadro. Las letras mayúsculas que aparecen en 
cada cuadro servirán más adelante para interpretar los resultados. 
 

CR AM SG PR GE 
15  12  9  6  3  
16  25  19  28  21  
45  36  42  33  39  
Σ  Σ  Σ  Σ  Σ  

DR RS CM IND AL 
14  11  8  5  2  
24  18  27  22  30  
37  43  34  40  31  
Σ  Σ  Σ  Σ  Σ  

EX EV ES VR EI 
13  10  7  4  1  
17  26  20  29  23  
44  35  41  32  38  
Σ  Σ  Σ  Σ  Σ  
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MOTIVACIONES PROFESIONALES 
 
En realidad, dichas letras mayúsculas corresponden a las 15 motivaciones profesionales
siguientes: 
 
CR – CREATIVIDAD: Valor asociado al trabajo que le permite a uno inventar nuevas cosas, diseñar
nuevos productos, desarrollar nuevas ideas. Está relacionado tanto con los intereses artísticos como con 
los intereses científicos. 
 
AM – AMBIENTE: Valor asociado con el tipo de trabajo que se lleva a cabo en un ambiente física-
mente agradable. Suele ser importante para personas cuyo interés no está tanto en el trabajo en sí sino en 
las condiciones en las que se trabaja. 
 
SG – SEGURIDAD: Relacionado con el valor anterior; asociado con el tipo de trabajo que ofrece garan-
tías de continuidad, aun en tiempos difíciles. 
 
PR – PRESTIGIO: Asociado con el trabajo u ocupación que proporciona «status» respecto a los otros, 
prestigio dentro de la especialidad. Su trabajo es considerado importante por los demás, incluso se siente 
admirado por ellos. 
 
GE – GANANCIAS ECONÓMICAS: Valor o meta relacionada con el trabajo que compensa económi-
camente y que le permite tener a uno las cosas que desea (más de lo suficiente para vivir). 
 
DR – DIRECCIÓN: Valor asociado con el trabajo que le permite a uno planificar y organizar el trabajo 
de los demás (y también el trabajo propio), teniendo por tanto, autoridad sobre otros, pudiendo uno ejer-
citar sus dotes de mando. 
 
RS – RELACIONES CON EL(LA) SUPERVISOR(A): Valor asociado con el tipo de trabajo llevado a 
cabo bajo la supervisión de un jefe inmediato que es razonable, con el que uno puede llevarse bien. 
 
CM – COMPAÑEROS: Valor que caracteriza el trabajo que permite estar, asociarse o trabajar con per-
sonas con las que uno se lleva bien. 
 
IND – INDEPENDENCIA: Valor asociado al trabajo que le permite a uno trabajar a su manera, a su 
propio ritmo, libremente dentro de su propio campo, tomando decisiones propias, siendo uno práctica-
mente su propio jefe. 
 
AL – ALTRUISMO: Valor o meta presente en el trabajo que le permite a uno contribuir al bienestar de 
los demás. 
 
EX – ÉXITO: Valor asociado con el trabajo cuyos resultados son visibles, tangibles, que le produce a
uno la sensación de haber hecho algo bien y constatable. 
 
EV – ESTILO DE VIDA: Valor asociado con el tipo de trabajo que le permite a uno llevar el tipo de 
vida que le gusta y ser la clase de persona que a uno le gusta ser. 
 
ES – ESTÉTICA: Valor asociado al trabajo que contribuye a hacer cosas hermosas, productos atractivos. 
Está relacionado con los intereses artísticos. Evidentemente, se requiere poseer talento artístico. 
 
VR – VARIEDAD: Valor asociado con el tipo de trabajo que le permite a uno cambiar de tipo de tarea, 
no tener que hacer siempre lo mismo. 
 
EI – ESTÍMULO INTELECTUAL: Asociado con el tipo de trabajo en el que hay oportunidad de
pensar de manera personal e independiente, de aprender cómo y por qué funcionan las cosas. Está 
relacionado con los intereses científicos de tipo abstracto, con el gusto en utilizar las propias habilidades y
capacidades intelectuales, enfrentándose a la resolución constante de nuevos problemas. 
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9.11 Anexo 2:
Encuesta dirigida a los profesores

Encuesta para los profesores (Figs. 9.9–9.13).

Queridos compañeros: 
 
¿Puedo robaros un minuto de vuestro tiempo? 
 
Este mensaje se dirige especialmente a aquellos de vosotros que tengáis titulación Informática, o estéis relacionados de alguna forma
con la Informática, o deis o hayáis impartido clases en alguna titulación de Informática. 
 
Os escribo para pediros una pequeña ayuda que me permitirá concluir mi tesis doctoral. 
 
Necesito vuestra opinión profesional y personal sobre 15 aptitudes y motivaciones con respecto al trabajo y en qué medida pensáis 
que nuestros estudiantes, los futuros Ingenieros Técnicos en Informática y los futuros Ingenieros en Informática, creen
poseerlas. 
 
Se trata de que os pongáis por un momento en su piel, y valoréis según lo que creáis que piensan ellos. 
 
Cuando lo completéis, una opción es devolvérmelo a la dirección jmleon@unex.es. 
 
Os agradezco enormemente vuestro tiempo y quedo a vuestra disposición para lo que queráis. 
 
De verdad, muchísimas gracias, 
 
Un abrazo, 
 
==================== 
Juan Miguel León Rojas 
Dpto. de Matemáticas 
Escuela Politécnica 
Avda. de la Universidad s/n, 
10071 - Cáceres 
Correo-e: jmleon@unex.es 
Teléfono: 927-25-7224 
==================== 
 

Figura 9.9: Carta de presentación de la encuesta para los profesores.
—Fuente: Elaboración propia.
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Aptitudes y motivaciones con respecto al trabajo 
 
 
• La relación de 15 aptitudes comienza en la página siguiente. 
• Por favor, marcad (destacándolo en negrita, sombreando la casilla, tachándolo, borrándolo o como queráis) el valor que creáis 

oportuno. 
• Se trata de que valoréis según la medida en que penséis que nuestros estudiantes creen poseerlas. 
 
 
A modo de EJEMPLO GRÁFICO (no significativo): 
 
 

 

Ingenieros Técnicos 
 

no 
importante 

poco 
importante 

moderadamente 
importante 

 

importante muy 
importante 

 

Ingenieros Informáticos 
 

no 
importante 

poco 
importante 

moderadamente 
importante 

 

importante muy 
importante 

− − − − 8 −−−− 
ESTÍMULO INTELECTUAL 

 
Asociado con el tipo de trabajo en el que hay 
oportunidad de pensar de manera personal e 

independiente, de aprender cómo y por qué funcionan 
las cosas. Está relacionado con los intereses 

científicos de tipo abstracto, con el gusto en utilizar 
las propias habilidades y capacidades intelectuales, 
enfrentándose a la resolución constante de nuevos 

problemas. 
 

Figura 9.10: Página explicativa de la encuesta para los profesores.
—Fuente: Elaboración propia.
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Os recuerdo: se trata de que valoréis según la medida 

en que penséis que nuestros estudiantes creen poseerlas. 
 

 

Ingenieros Técnicos 

no 
importante 

poco 
importante 

moderadamente 
importante 

 

importante muy 
importante 

 

Ingenieros Informáticos 

− − − − 1 −−−− 
GANANCIAS ECONÓMICAS 

 
Valor o meta relacionada con el trabajo que compensa 

económicamente y que le permite tener a uno las 
cosas que desea (más de lo suficiente para vivir). 

no 
importante 

poco 
importante 

moderadamente 
importante 

 

importante muy 
importante 

 

Ingenieros Técnicos 

no 
importante 

poco 
importante 

moderadamente 
importante 

 

importante muy 
importante 

 

Ingenieros Informáticos 

− − − − 2 −−−− 
SEGURIDAD 

 
Relacionado con el valor anterior; asociado con el 
tipo de trabajo que ofrece garantías de continuidad, 

aun en tiempos difíciles.  

no 
importante 

poco 
importante 

moderadamente 
importante 

 

importante muy 
importante 

 

Ingenieros Técnicos 

no 
importante 

poco 
importante 

moderadamente 
importante 

 

importante muy 
importante 

 

Ingenieros Informáticos 

− − − − 3 −−−− 
RELACIONES CON EL(LA) SUPERVISOR(A) 

 
Valor asociado con el tipo de trabajo llevado a cabo 

bajo la supervisión de un jefe inmediato que es 
razonable, con el que uno puede llevarse bien. 

no 
importante 

poco 
importante 

moderadamente 
importante 

 

importante muy 
importante 

 

Ingenieros Técnicos 

no 
importante 

poco 
importante 

moderadamente 
importante 

 

importante muy 
importante 

 

Ingenieros Informáticos 

− − − − 4 −−−− 
AMBIENTE 

 
Valor asociado con el tipo de trabajo que se lleva a 

cabo en un ambiente físicamente agradable. 
Suele ser importante para personas cuyo interés no 
está tanto en el trabajo en sí sino en las condiciones 

en las que se trabaja. 
no 

importante 
poco 

importante 
moderadamente 

importante 
 

importante muy 
importante 

 

Ingenieros Técnicos 

no 
importante 

poco 
importante 

moderadamente 
importante 

importante muy 
importante 

 

Ingenieros Informáticos 

− − − − 5 −−−− 
ALTRUISMO 

 
Valor o meta presente en el trabajo que le permite a 

uno contribuir al bienestar de los demás. 

no 
importante 

poco 
importante 

moderadamente 
importante 

importante muy 
importante 

 

Figura 9.11: Encuesta para los profesores: las cinco primeras aptitudes a evaluar.
—Fuente: Elaboración propia.
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Os recuerdo: se trata de que valoréis según la medida 

en que penséis que nuestros estudiantes creen poseerlas. 
 

 

Ingenieros Técnicos 

no 
importante 

poco 
importante 

moderadamente 
importante 

importante muy 
importante 

 

Ingenieros Informáticos 

− − − − 6 −−−− 
ÉXITO 

 
Valor asociado con el trabajo cuyos resultados son 

visibles, tangibles, que le produce a uno la sensación 
de haber hecho algo bien y constatable. 

no 
importante 

poco 
importante 

moderadamente 
importante 

importante muy 
importante 

 

Ingenieros Técnicos 

no 
importante 

poco 
importante 

moderadamente 
importante 

 

importante muy 
importante 

 

Ingenieros Informáticos 

− − − − 7 −−−− 
COMPAÑEROS 

 
Valor que caracteriza el trabajo que permite estar, 

asociarse o trabajar con personas con las que uno se 
lleva bien. 

no 
importante 

poco 
importante 

moderadamente 
importante 

 

importante muy 
importante 

 

 

Ingenieros Técnicos 

no 
importante 

poco 
importante 

moderadamente 
importante 

 

importante muy 
importante 

 

Ingenieros Informáticos 

no 
importante 

poco 
importante 

moderadamente 
importante 

 

importante muy 
importante 

− − − − 8 −−−− 
ESTÍMULO INTELECTUAL 

 
Asociado con el tipo de trabajo en el que hay 
oportunidad de pensar de manera personal e 

independiente, de aprender cómo y por qué funcionan 
las cosas. Está relacionado con los intereses 

científicos de tipo abstracto, con el gusto en utilizar 
las propias habilidades y capacidades intelectuales, 
enfrentándose a la resolución constante de nuevos 

problemas.  

 

Ingenieros Técnicos 

no 
importante 

poco 
importante 

moderadamente 
importante 

 

importante muy 
importante 

 

Ingenieros Informáticos 

− − − − 9 −−−− 
PRESTIGIO 

 
Asociado con el trabajo u ocupación que proporciona 

«status» respecto a los otros, prestigio dentro de la 
especialidad. Su trabajo es considerado importante 
por los demás, incluso se siente admirado por ellos. 

no 
importante 

poco 
importante 

moderadamente 
importante 

 

importante muy 
importante 

 

Ingenieros Técnicos 

no 
importante 

poco 
importante 

moderadamente 
importante 

 

importante muy 
importante 

 

Ingenieros Informáticos 

− − − − 10 −−−− 
CREATIVIDAD 

 
Valor asociado al trabajo que le permite a uno 

inventar nuevas cosas, diseñar nuevos productos, 
desarrollar nuevas ideas. 

Está relacionado tanto con los intereses artísticos 
como con los intereses científicos.  no 

importante 
poco 

importante 
moderadamente 

importante 
 

importante muy 
importante 

 

Figura 9.12: Encuesta para los profesores: las cinco segundas aptitudes a evaluar.
—Fuente: Elaboración propia.
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Os recuerdo: se trata de que valoréis según la medida 

en que penséis que nuestros estudiantes creen poseerlas. 
 

 

Ingenieros Técnicos 

no 
importante 

poco 
importante 

moderadamente 
importante 

 

importante muy 
importante 

 

Ingenieros Informáticos 

− − − − 11 −−−− 
ESTÉTICA 

 
Valor asociado al trabajo que contribuye a hacer 

cosas hermosas, productos atractivos. Está 
relacionado con los intereses artísticos. 

Evidentemente, se requiere poseer talento artístico. 
no 

importante 
poco 

importante 
moderadamente 

importante 
 

importante muy 
importante 

 

Ingenieros Técnicos 

no 
importante 

poco 
importante 

moderadamente 
importante 

 

importante muy 
importante 

 

Ingenieros Informáticos 

− − − − 12 −−−− 
INDEPENDENCIA 

 
Valor asociado al trabajo que le permite a uno trabajar 
a su manera, a su propio ritmo, libremente dentro de 

su propio campo, tomando decisiones propias, siendo 
uno prácticamente su propio jefe.  

no 
importante 

poco 
importante 

moderadamente 
importante 

 

importante muy 
importante 

 

Ingenieros Técnicos 

no 
importante 

poco 
importante 

moderadamente 
importante 

 

importante muy 
importante 

 

Ingenieros Informáticos 

− − − − 13 −−−− 
VARIEDAD 

 
Valor asociado con el tipo de trabajo que le permite a 

uno cambiar de tipo de tarea, no tener que hacer 
siempre lo mismo. 

no 
importante 

poco 
importante 

moderadamente 
importante 

 

importante muy 
importante 

 

Ingenieros Técnicos 

no 
importante 

poco 
importante 

moderadamente 
importante 

 

importante muy 
importante 

 

Ingenieros Informáticos 

− − − − 14 −−−− 
DIRECCIÓN 

 
Valor asociado con el trabajo que le permite a uno 

planificar y organizar el trabajo de los demás (y 
también el trabajo propio), teniendo por tanto, 

autoridad sobre otros, pudiendo uno ejercitar sus 
dotes de mando. no 

importante 
poco 

importante 
moderadamente 

importante 
 

importante muy 
importante 

 

Ingenieros Técnicos 

no 
importante 

poco 
importante 

moderadamente 
importante 

 

importante muy 
importante 

 

Ingenieros Informáticos 

− − − − 15 −−−− 
ESTILO DE VIDA 

 
Valor asociado con el tipo de trabajo que le permite a 
uno llevar el tipo de vida que le gusta y ser la clase de 

persona que a uno le gusta ser. 

no 
importante 

poco 
importante 

moderadamente 
importante 

 

importante muy 
importante 

 
 

Figura 9.13: Encuesta para los profesores: las cinco últimas aptitudes a evaluar.
—Fuente: Elaboración propia.





«Pre…ero la vejez a la alternativa.»
—Maurice Chevalier, (1888-1972) (atrib.)

«Las personas indecisas
toman siempre con facilidad, e incluso con alegría,
cualquier salida que las conduzca a dos caminos,
y que, por consiguiente, no les obligan a elegir.»

—Cardenal de Retz (1613-1679)

En este capítulo desarrollamos y evaluamos TOPSIS-0/1, una técnica modi…cadora de TOP-
SIS, que nos permitirá eludir los argumentos basados en subsunción en los sistemas basados en
conocimiento borroso, que han sido los que hemos elegido para interpretar el papel de los sistemas
de conocimiento basados en unidades vagamente per…ladas.
Como decíamos en §2.3, suponemos que cualquier objeto y cualquier clase —de cara a nuestros
…nes, clase será sinónimo de tipo, e incluso de vista (clase virtual)—, se representa en el sistema
por un per…l descriptivo consistente en un conjunto de puntuaciones relativas a unos atributos
pertenecientes a una colección …nita preestablecida. Cada una de estas puntuaciones denota el
grado en el que el atributo al que se re…ere la puntuación es satisfecho por el objeto o clase.

10.1 TOPSIS

10.1.1 La alternativa más satisfactoria entre las «per…ladas»

En §2.3, comentábamos que habíamos elegido a los objetos borrosos como intérpretes de los papeles de
unidades vagamente per…ladas. Además, establecíamos que cada unidad (objeto o clase), está representada por
un per…l descriptivo consistente en un conjunto de puntuaciones relativas a unos atributos pertenecientes
a una colección …nita preestablecida. Cada una de estas puntuaciones denota el grado en el que el atributo
al que se re…ere la puntuación es satisfecho por la unidad. También suponemos que todas las unidades son
distinguibles en base al conjunto de atributos, esto es, no permitimos la existencia de unidades con diferentes
identidades pero igual interpretación de todos sus atributos.

Supongamos que «per…lamos» todos y cada uno de las unidades (en adelante, alternativas), o sea, que las
representamos mediante un per…l de atributos o características, cuyas evaluaciones poseerán las funcionalidades
de criterios para la decisión.
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Así, muchos de…enden que cuatro son las características fundamentales que los buenos médicos deben
poseer en su relación con el paciente: calidez, empatía, respeto y concreción. Note, el lector, que estas carac-
terísticas, más que discriminantes, son semi-discriminantes. Un médico que sea cálido, empático, respetuoso
y capaz de concrecionar, tiene todas las apuestas a su favor para ser un buen médico. Pero que una persona
sea cálida, empática, respetuosa y capaz de concrecionar, no la hace un buen médico, ni tan siquiera la hace
médico.

Este problema de de…nición del buen médico es un problema de de…nición de un modelo, de un ideal. Será
algo que retomaremos en varias páginas a lo largo de nuestra Tesis, por ejemplo, en §10.1.5, o en §13.1.

Evidéncianse palmarios al menos cuatro asuntos: la elección de las características (criterios), su número,
su naturaleza cuantitativa o cualitativa, y su facultad discriminatoria.

No presumimos nada sobre cómo asignar valores a los criterios para cada alternativa (la construcción de la
matriz de decisión). Mejor dicho, sí que lo hacemos, algo sobre lo que discutíamos en alguna de las arengas
primarias: la hipótesis de racionalidad del o de los decisores —cfr. §1.4.

Según Herbert A. Simon [1069], este comportamiento racional comprende tres fases:

1. Enumerar y conocer todas las alternativas o cursos de acción disponibles.

2. Determinar los efectos que se derivan de seguir cada alternativa.

3. Evaluar y comparar dichos efectos.

Para su implementación, son necesarios los criterios. Y en plural.

«No hay toma de decisiones si no se tienen presentes al menos dos criterios. Si solamente existe un criterio,
basta con una mera medición y búsqueda para adoptar una decisión.»
—Milan Zeleny [1070] (p. 74), via Guerras Martín [1071] (p. 27)

La meta será elegir «la mejor» alternativa entre las posibles. Posibles, tal que factibles, esto es, e…-
cientes, en el sentido de Pareto (no dominadas), además de satisfactorias, en el sentido de Herbert A.
Simon [910], esto es, interpretando el umbral de satisfacción como un nivel de utilidad en el que un decisor
detendría su búsqueda, al hallar satisfactorio lo encontrado (en nuestro caso, la búsqueda corresponde a un
procedimiento secuencial de asignación de valores, para cada criterio) —cfr. §10.1.2.

Esto es lo que propone P. L. Yu [1072] (pp. 168-169), tener en cuenta:

² el conjunto de soluciones factibles o alternativas de decisión;

² el conjunto de criterios;

² las consecuencias o efectos de cada solución factible, medidas en función de los criterios (utilizando
números, o un orden, o medidas descriptivas);

² la preferencia del decisor en lo concerniente a estas consecuencias o efectos, expresadas en función de los
criterios.

Y es que ante varias alternativas, si uno no padeciera dudas, no tendría que elegir, no habría varias al-
ternativas. Estas incertidumbres pueden deberse, tanto a la propia naturaleza de las alternativas, como a las
acciones que su elección conlleva.

Pero, como dicen Pere Agell Ferrer y José Antonio Segarra [917] (p. 31), se trata de disminuir las
incertidumbres que puedan existir entre las diferentes alternativas, y no de eliminarlas, y se trata de conocer
mejor las consecuencias de cada una de ellas, y no de conocerlas exactamente.

Y es que como dicen James G. March y Herbert A. Simon [817], en la mayoría de las ocasiones, el decisor
escoge alternativas satisfactorias. Es decir, el decisor decide bajo una hipótesis de racionalidad parcial,
no estricta, limitada por el conocimiento disponible. Peter G. W. Keen y Michael S. Scott Morton [1073]
denominan a éste el enfoque del decisor satisfactorio.

Pero hay más puntos que discutir. Por ejemplo, es bien conocido que, como norma general, las personas
pre…eren lo que tienen a una alternativa. También es cierto que muchísima gente completa los per…les en
atributos sobre los que carece de información, con una constante independiente del contexto, y ello con el único
…n de que todas las comparaciones de alternativas se basen en el mismo conjunto de atributos —cfr. Levin,
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Johnson y Faraone [1074], quienes también encontraron que a veces se usaban relaciones interdimensionales
(por ejemplo, muchas personas suponen que si en una carnicería, la ternera está barata, aun estando bien fresca,
es que es de baja calidad), citados por Medin, Goldstone y Markman [5] (p. 13).

Otro clase de métodos de decisión multicriterio son los métodos interactivos, aquellos que alternan pasos de
computación con diálogo con el decisor, quien aporta nuevos datos sobre sus preferencias —cfr. Vincke [104]
(cap. 6).

Finalmente mencionar que existen estados de verdadera patología decisional; un ejemplo: ciertas personas
padecen apofasofobia en mayor o menor grado, desde la di…cultad hasta la incapacidad plena para decidir1 —cfr.
Lara [351] (p. 123).

10.1.2 Dominancia y satisfacción

En todo momento, suponemos que todos los criterios son a maximizar. Se dice que:

² una alternativa A está dominada por otra alternativa B, precisamente si para todo criterio C, A(C) ·
B(C), siendo la desigualdad estricta para al menos uno de los criterios C.

² una alternativa A es e…ciente u óptima en el sentido de Pareto precisamente si no está dominada por
ninguna otra2.

Existen variantes de esta de…nición: e…ciencia débil, e…ciencia fuerte, e…ciencia propia, etc. —cfr. Geof-
frion [1077]; Steuer [1078]; Hening [1079]—. Por ejemplo, una alternativa A se dice que está débilmente
dominada por otra alternativa B, precisamente si para todo criterio C, A(C) < B(C). De este modo se de…ne
una alternativa débilmente e…ciente como aquélla que no está débilmente dominada por ninguna otra. Se
observa que el conjunto de las estrategias e…cientes es un subconjunto del de las estrategias débilmente e…cientes.

El uso de diferentes disimilitudes puede dar lugar a diferentes soluciones. Una solución de compromiso
respecto de un conjunto de disimilitudes D es cualquier alternativa bA tal que:bA = arg min

A2A
max
C2C

d(I(C); A(C)) (10.1)

para alguna distancia d de D, siendo A el conjunto de alternativas, C el de criterios, e I la alternativa ideal. En
general, una solución de compromiso no tiene por qué ser e…ciente. Pero asegurarlo es sencillo: basta restringir
el rango del operador min de A al subconjunto de alternativas e…cientes AE.

Un análisis de dominancia consiste básicamente en:

² identi…car, caso de que exista, una alternativa dominante —si la hay, será de elección obligada—;

² identi…car los óptimos de Pareto, descartando toda alternativa dominada.

Se llama «alternativa» umbral a una alternativa virtual3 U , de…nida por los valores umbrales de sa-
tisfacción4 U(C), para cada criterio C. Denominamos alternativa satisfactoria a cualquier alternativa no

1 Irving L. Janis y Leon Mann [1075] presentan la siguiente tipología:

² «Evitación defensiva» de la decisión: postergación de las decisiones para más tarde, debido principalmente a la magni…-
cación irracional, pero sí emocional, de la di…cultad y el riesgo. En casos extremos, se paraliza toda otra operación cerebral
posterior —cfr. Lara [351] (p. 124).

² «Pánico hipervigilante», debido igualmente a la mala apreciación del riesgo, pero sin llegar a bloquear la mente. De
hecho, se toman decisiones, aunque éstas podrán no ser coherentes, o ser muy impulsivas con una gran carga emocional.

² «Adherencia acrítica»: el decisor ante una situación nueva para él se adhiere, sin más, a un tipo de de respuesta
contrastado por otros.

² «Cambio acrítico»: se cambia porque la mayoría lo hace.

2 Hal R. Varian [1076] (p. 15) dice que los recursos están siendo asignados e…cientemente (u óptimamente) en el sentido de
Pareto «si no existe ninguna asignación alternativa que permita a todo el mundo disfrutar al menos del mismo bienestar y
que mejore estrictamente el de algunas personas». O como argumenta Varian, quizás sea más sencillo entender esta noción de
e…ciencia «dándole la vuelta»: si podemos encontrar otra forma de mejorar el bienestar de algunas personas sin perjudicar el de
otras, entonces los recursos estaban siendo asignados ine…cientemente (o sub-óptimamente) en el sentido de Pareto. Y todo ello,
sin duda, favorece la consecución del bienestar social, en cuyo marco publicó Vilfredo Pareto estas ideas en 1896 —cfr. Sección
§1.7.

3Virtual, en el sentido de Ferdinand de Saussure [650], de carencia de contextura material (en su caso cali…caba el signo
lingüístico).

4Umbral de satisfacción en el sentido de Herbert A. Simon [910], esto es, como el nivel de utilidad en el que un decisor
detendría su búsqueda, al hallar satisfactorio lo encontrado.
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dominada por la alternativa umbral. Un análisis de satisfacción consiste en eliminar todas las alternativas
no satisfactorias5.

Denominamos alternativa factible a toda alternativa e…ciente y satisfactoria. Denotamos por AF el
subconjunto de alternativas factibles. Una solución factible de compromiso respecto de un conjunto de
disimilitudes D es cualquier alternativa bA tal que:

bA = arg min
A2AF

max
C2C

d(I(C); A(C)) (10.2)

para alguna distancia d de D, siendo A el conjunto de alternativas, C el de criterios, e I la alternativa ideal.

10.1.3 Destacando lo importante:
asignación de índices ponderales

La posibilidad de identi…cación de lo menos y más relevante, es relevante en sí. Es obvio que no se puede ser el
mejor en todo. Si en vez de personal y puestos, se tratase de elegir la mejor empresa para hacer algún cometido,
por ejemplo, desarrollar un producto, y los criterios representasen las actividades que realizan las empresas,
podemos traer a colación el nombre de core business, empleado por Gary Hamel y C. K. Prahalad [1080],
para designar tales actividades básicas o centrales.

Igual que presumimos ya dada la matriz de decisión, obviando su construcción, lo hacemos con respecto a la
asignación de índices ponderales a los criterios. Por ahora, supondremos que ya vienen prescritos. En cualquier
caso puede verse, por ejemplo, el capítulo 4, de Barba-Romero y Pomerol [1081, 1082].

En los métodos que exigen la ponderación de los criterios, ésta es una forma de re‡ejar la subjetividad
del usuario del método: cuál es, para el usuario, el orden de importancia o relevancia de los criterios. Otros
métodos, como el AHP de Thomas L. Saaty, no usan pesos (al menos en su expresión más directa), sino
un procedimiento de comparación por pares, que conforman un proceso de escala. Finalmente, hay métodos,
como DEA (Data Envelopment Analysis) —cfr. Charnes, Cooper y Rhodes [1083]—, que no usan pesos ni
escalas.

Se ha escrito mucho sobre la determinación de los pesos de los criterios y sobre problemas relacionados
según las aplicaciones de que se trate —cfr. Mousseau [1084]; Barba-Romero y Pomerol [1081, 1082] (pp.
102-122, de la edición española)—. Los métodos pueden clasi…carse en subjetivos y objetivos. Los primeros
seleccionan pesos de acuerdo a las preferencias del decisor. Así, entre los métodos subjetivos se cuentan,
por ejemplo, mínimos cuadrados ponderado —cfr. Chu, Kalaba y Spingarn [1085]—, autovectores —cfr.
Saaty [1086]; Barba-Romero y Pomerol [1081, 1082] (pp. 112-118, de la edición española)—, Delphi —cfr.
Hwang y Lin [1087]—, ordenación simple —cfr. Barba-Romero y Pomerol [1081, 1082] (pp. 106-108, de
la edición española)—, asignación probabilística —cfr. Rietvelt y Ouwersloot [1088]—, tasación simple
—cfr. Von Winterfeldt y Edwards [1089]; Barba-Romero y Pomerol [1081, 1082] (pp. 108-109,
de la edición española)—, comparaciones sucesivas —cfr. Knoll y Engelberg [1090]; Barba-Romero y
Pomerol [1081, 1082] (pp. 110-112, de la edición española)—, el método del vaivén (swing method) —cfr.
Von Winterfeldt y Edwards [1089]; Barba-Romero y Pomerol [1081, 1082] (p. 118, de la edición
española)—, LINMAP «LINear programming techniques for Multidimensional Analysis of Preference» —cfr.
Srinivasan y Shocker [1091, 1092]—, o modelos de programación matemática —cfr. Pekelman y Sen [1093]
(mejora de LINMAP); Horsky y Rao [1094]—. Los métodos objetivos no dependen de las preferencias del
decisor, por ejemplo, el método de las entropías —cfr. Hwang y Yoon [991]—, o el uso de la programación
multiobjetivo —cfr. Fan [1095].

También se han propuesto métodos que combinan ambas aproximaciones, subjetiva y objetiva —cfr. Cook
y Kress [1096]; Liang yWang [1097]; Yan y Singh [1098]; Fan,Ma y Tian [1099]—. Otro aspecto a analizar
es el dinamismo de los pesos, esto es, la consideración del hecho de que puedan variar a lo largo del proceso
de toma de la decisión —cfr. Mandic y Mamdani [1100]; Reyes y Barba-Romero [1101].

10.1.4 En pos de la armonía:
normalización de los datos

Con la normalización de los datos —cfr. §5.6— se persigue que sus transformados pertenezcan a [0; 1]. Reco-
gemos los principales métodos de normalización en las Tablas 10.1 y 10.2.

5Otra posibilidad es eliminar sólo las dominadas por U en ciertos criterios decisivos —la idea es de Kepner y Tregoe [649],
quienes distinguen entre criterios decisivos, deseables e ignorables.
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NORmax NORsum NOREuclid

De…nición: A(C) =
A¤(C)

maxA¤2AA¤(C)
A¤(C)P

A¤2AA¤(C)
A¤(C)pP
A¤2AA¤(C)2

Vector normalizado: 0 < A(C) · 1 0 < A(C) < 1 0 < A(C) < 1
Módulo de A: variable variable 1

¿Conserva la proporcionalidad? sí sí sí
Interpretación: % de maxA¤2AA¤(C) % de

P
A¤2AA

¤(C) per se

Tabla 10.1: Principales métodos de normalización.
— Fuente: Adaptado de Barba-Romero y Pomerol [1081] (p. 67 de la edición española).

NORrango NOR0rango

De…nición: A(C) =
A¤(C)¡minA¤2AA¤(C)

rangoA¤2AA¤(C)
maxA¤2AA¤(C)¡A¤(C)

rangoA¤2AA¤(C)
Vector normalizado: 0 < A(C) < 1 0 < A(C) < 1

Módulo de A: variable variable
¿Conserva la proporcionalidad? no no

Interpretación: % de rangoA¤2AA¤(C) % de rangoA¤2AA¤(C)

Tabla 10.2: Principales métodos de normalización (continuación).
— Fuente: Adaptado de Barba-Romero y Pomerol [1081] (p. 67 de la edición española).

Al igual que en §5.6, lo no necesariamente normalizado se diferencia de lo normalizado por un superíndice
«estrella» indicador de la primera situación. Los procedimientos NORmax, NORSum y NOREuclid , son li-
neales («cardinal ratio»), en el sentido de que para cada criterio C, la relación A(C)=A¤(C) es constante,
independientemente de cual sea la alternativa A. En los métodos NORrango y NOR0rango, rangoA¤2AA¤(C) =
maxA¤2AA¤(C)¡minA¤2AA¤(C). La diferencia entre NORrango y NOR0rango, estriba en su uso. Una vez se ha
decidido normalizar por rango, usaremos NORrango si nuestra meta es maximizar todos los criterios, mientras
que utilizaremos NOR0rango si lo que queremos es minimizarlos.
Las diferentes posibilidades de normalización de las evaluaciones pueden originar distintas estructuras de

preferencia …nales, para un mismo método de resolución. Por ejemplo, esto se aprecia en el método de pon-
deración lineal, que, por defecto, usa NORsum, y el de ponderación lineal usando NORmax, como ocurre en el
software DECISION PAD —cfr. Tabla 10.22.

Los pesos se normalizarán de forma que sumen la unidad. El método de normalización que se use para los
pesos no in‡uye en la estructura de preferencia …nal —cfr. Barba-Romero y Pomerol [1081, 1082] (p. 95
de la edición española).

10.1.5 Rastreando el ideal de ideal

La identi…cación de un patrón, modelo o ideal, supone la identi…cación de un conjunto de cualidades que lo
caractericen. Las siguientes palabras de Georg Henrik Von Wright versan sobre el concepto de ideal y su
de…nición6:

«De acuerdo con G. E. Moore [“The nature of moral philosophy”, Philosophical Studies, 1922 (pp. 320ss.)],
llamaré a las normas que tienen más relación con ser que con hacer, reglas ideales. Se hace referencia a reglas
ideales, por ejemplo, cuando decimos que un hombre tiene que ser generoso, sincero, justo, ecuánime, etc.,
y también cuando decimos que un soldado en el ejército debe ser bravo, sufrido y disciplinado; un maestro,
paciente con los niños, …rme y comprensivo; un guardia, alerta, observador y resuelto, y así sucesivamente.
También decimos de los coches, relojes, martillos y otros utensilios que se usan para servir varios propósitos,
que deben tener ciertas propiedades y no deben tener otras. [...]
Las reglas ideales están en estrecha conexión con el concepto de bondad. Las propiedades que un artesano,
un administrador o un juez tienen que poseer son características, no de cada artesano, administrador o
juez, sino de un buen artesano, administrador o juez. La persona que tiene las propiedades de un buen
lo-que-sea en un grado supremo le llamamos frecuentemente un lo-que-sea ideal. Lo mismo puede decirse
de los relojes, coches y otras cosas que sirven para diversos propósitos humanos.»

6También debería leerse la discusión de Luigi A. De Caro [1102] (p. 131) acerca de la bondad del ideal propuesta por Von
Wright.
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—Georg Henrik Von Wright [1103] (p. 33)

Francisco J. Varela, Evan Thompson y Eleanor Rosch (Heider) [1104] (pp. 168-169), citan una experi-
encia llevada a término por Brent Berlin y Paul Kay [778].

Tras examinar unas 90 lenguas, Berlin y Kay concluyeron que, como mucho, hay 11 categorías de color
en cada lengua (aunque no todas las lenguas distinguen once). Estas categorías básicas son: rojo, verde, azul,
amarillo, negro, blanco, gris, naranja, púrpura, marrón y rosa. Observaron, además, que aunque los individuos
mostraban mucha variabilidad en la de…nición de las fronteras de los colores, coincidían prácticamente en la
elección del mejor ejemplo para cada categoría; y aún más, esto no dependía de la lengua. Brent Berlin y Paul
Kay concluyeron que estas once categorías básicas de color eran «universales perceptuales pan-humanos»7.
Aunque, estudios posteriores de Paul Kay, primero con ChadMcDaniel [1106] y después, con Willett Kemp-
ton [1107], sugieren que en la categorización intervienen, en realidad, operaciones cognitivas de dos clases:
especí…cas de la especie (pan-humanas) y especí…cas de la cultura.

Pero no podemos ni debemos olvidar el maravilloso artículo —al menos para nosotros— de George A.
Miller The magical number seven, plus or minus two: some limits on our capacity for processing information
[774], en el que propugna y de…ende que nuestros juicios unidimensionales (es decir juicios, por ejemplo de
clasi…cación, sobre estímulos unidimensionales —digamos, p. ej., un tono), como mucho, podremos hacerlos
acerca de 7 categorías (más o menos 2). Miller apoya su tesis en multitud de experiencias. El hecho es
que esto se debe «a la existencia de un límite claro a la precisión con la que podemos identi…car de manera
absoluta la magnitud de un estímulo unidimensional.» Aunque «no estamos completamente a merced de esta
envergadura limitada, pues disponemos de una variedad de técnicas que nos permiten incrementar la precisión
de nuestros juicios. Las tres más importantes son: (a) hacer juicios relativos, en vez de absolutos; o, si eso no
es posible, (b) incrementar el número de dimensiones en las que el estímulo pueda variar; o (c) acomodar la
tarea de forma que todo consista en hacer una secuencia de varios juicios absolutos.»

Medin, Goldstone y Markman [5] (p. 16) citan el estudio realizado por Houston, Sherman y Baker
[1108], quienes concluían que la distribución de características negativas y positivas in‡uye en el resultado.
Consideraron dos situaciones, según que las posibles alternativas, o compartían características buenas y no
compartían las malas, o compartían las malas y no compartían las buenas. La satisfacción en la elección y la
rapidez en tomar la decisión eran mayores en el último caso. Puede que para decidir, los sujetos construyesen
un ideal, caracterizado por poseer todas las características buenas compartidas, y puede que sea por esto,
por lo que los sujetos consideran desfavorable toda aquella elección que signi…que una desmejora del ideal.
De igual modo, los sujetos, para decidir, podrían construir un anti-ideal, caracterizado por poseer todas las
características malas compartidas, de forma que consideren favorable toda elección que signi…que una mejora
del anti-ideal.

10.1.6 TOPSIS

TOPSIS («Technique for Order Preference by Similarity to Ideal Solution») de Hwang y Yoon [991] (versión
continua según Lai, Liu y Hwang [1109]), es un método de decisión multicriterio que basa su decisión en las
distancias a una alternativa «ideal» y a una «anti-ideal» (negative-ideal).

El concepto intuitivo de alternativa ideal es que sería aquella que, sin dudarlo, siempre elegiría el decisor.
De igual modo, la alternativa anti-ideal sería aquella que, sin dudarlo, nunca elegiría el decisor. De manera
intuitiva, y estando las alternativas normalizadas entre 0 y 1, podemos pensar que la «alternativa ideal» es
1 = (1; : : : ; 1) y la «anti-ideal», 0 = (0; : : : ; 0). Pero como éstas pueden estar muy distantes del conjunto
de alternativas de decisión, lo que se hace es de…nirlas maximizando o minimizando independientemente cada
criterio.

Sean A y C = fC1; : : : ; Cng unos conjuntos de alternativas y de criterios, respectivamente. Cualquier
alternativa A se representa como la tupla ordenada numérica A = (A(C1); : : : ; A(Cn)). La «alternativa»
ideal I, en el sentido de Zeleny [1070], se obtiene maximizando cada criterio (cualidad) independientemente:

I =
µ
max
A2A

A(C)

¶
C2C

(10.3)

7A renglón seguido, Francisco J. Varela, Evan Thompson y Eleanor Rosch (Heider) [1104] (pp. 169-170), relatan cómo las
experiencias de esta última con miembros de la tribu Dani de Nueva Guinea —cuya lengua carecía prácticamente de vocabulario
referente al color— le llevaron a concluir que una vez aprendidas categorías básicas, les resultaba mucho más sencillo aprender
categorías estructuradas clásicamente (con los colores centrales como centrales) que categorías con estructura divergente (con colores
periféricos como centrales). Además, Eleanor Rosch (Heider) (Heider) [1105] observó lo mismo en el proceso de aprendizaje de
los nombres de los colores en niños pertenecientes a nuestra cultura. Todo ello, le lleva a la misma conclusión pan-humanística de
Brent Berlin y Paul Kay.
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Obviamente, I no forma parte del conjunto de alternativas, pues caso contrario, no existiría tal problema
de decisión multicriterio —sería la alternativa dominante—. Es una «alternativa …cticia»; el «máximo fan-
tasma» o «zenit» para ciertos autores. Es el «punto de mira» de Roy [646], y el «punto de utopía»
de Yu [1110].

La«alternativa» anti-ideal (llamada a veces «mínimo fantasma» o «nadir»8) I, se obtiene minimizando
cada criterio independientemente:

I =
µ
min
A2A

A(C)

¶
C2C

(10.5)

Como I está dominada por todas las alternativas, asumimos que tampoco es una (verdadera) alternativa.

El axioma de elección —cfr. Zeleny [1070]—, postula la racionalidad de la elección de una alternativa lo
más próxima a la ideal o lo más lejana de la anti-ideal. En un marco cerrado, por ejemplo, en nuestro caso,
donde las valoraciones son en [0; 1] y asumiendo 1 como «la perfección», podría hablarse de la alternativa ideal
y anti-ideal «absolutas», los puntos 0 y 1, respectivamente, no obstante estas alternativas serían, en general,
las más alejadas de la frontera de Pareto, por lo que se recomienda la elección de las alternativas ideal y
anti-ideal anteriormente de…nidas.

Para medir la separación o distancia a las alternativas ideal y anti-ideal, TOPSIS utiliza una distancia
ponderada de Minkowski —cfr. Ec. (5.33)—. Como puede que las estructuras de preferencia generadas por
las proximidades y por las lejanías no sean las mismas, se de…ne la razón de similitud al ideal («relative
closeness to ideal solution» ) de cualquier alternativa A, como:

S(A;I) = dwp (A;I)
dwp (A;I) + dwp (A;I)

(10.6)

Ejemplo 154 Felix Naumann [1111] se plantea la elección de las mejores fuentes de información para una
consulta en Internet. A diferencia de lo tradicional, que consiste en elegir las fuentes por un único criterio:
las frecuencias de aparición de las palabras usadas como claves de búsqueda, Felix Felix Naumann de…ende
multiplicar los criterios de elección, y que estos hagan referencia a la historia de las fuentes, en de…nitiva, usar
información a priori disponible sobre las mismas. Basándose en un trabajo precedente de Wang y Strong
[1112], decide utilizar como criterios de elección:

² la comprensibilidad, esto es, la manera en que una fuente presenta la información; se mide mediante un
valor entre 1 y 10;

² la longitud media de las mínimas piezas de información (por ejemplo, el número de columnas de una
tabla); lo denomina la extensión de un conjunto de información;

² la disponibilidad de la fuente de información, es decir, la probabilidad de que una posible consulta sea
respondida correcta o, al menos, satisfactoriamente, en un intervalo de tiempo dado; se mide mediante
un porcentaje;

a los cuales añade dos más:

² el tiempo de respuesta a la consulta, y
² el precio, o sea, el coste monetario de la consulta.

Para ello, compara cuatro métodos de decisión: SAW (Simple Additive Weighting), TOPSIS, AHP (Ana-
lytical Hierarchy Process), DEA (Data Envelopment Analysis)9 . A modo de conclusiones, advierte que aunque

8 El concepto de «nadir» de Philippe Vincke [104] (p.32) es distinto. Denotando por bAC cualquier alternativa donde el criterio
C alcanza un máximo, se de…ne la matriz de pagos («payo¤ ») ( bAC)C2C , de tamaño jCj £ jCj. Para cada matriz de pagos, la
«alternativa» nadir de Vincke es:

IV =

µ
min
C2C

bAC¶
C2C

(10.4)

Al contrario que el anti-ideal de Zeleny, que es único, el nadir de Vincke no tiene por qué serlo. Existirán tantas «alternativas»
nadir en el sentido de Vincke, como matrices de pago («payo¤ »). Obsérvese que la matriz de pago es única si cada criterio alcanza
su máximo en una única alternativa.

9 El método DEA (Data Envelopment Analysis), introducido por Charnes, Cooper y Rhodes [1083], analiza cada alternativa
de manera independiente, resolviendo un programa lineal. Como resultado obtiene si una alternativa es ine…ciente, en cuyo caso
le asigna un valor 1, o ine…ciente, en cuyo caso le asigna un valor entre 0 y 1. Sólo ordena totalmente el conjunto de alternativas
ine…cientes.
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la normalización goza de la ventaja de ejercer un escalamiento proporcional, no tiene en cuenta los valores
mínimo y máximo de los criterios. Por ello, a la puntuación máxima en un criterio le puede corresponder
un valor normalizado menor que el que le corresponda a la puntuación máxima de otro criterio (esto es, la
relación máximo-máximo se establece entre diferentes niveles). TOPSIS genera una ordenación decreciente de
las fuentes, según las puntuaciones resultantes, de manera que la mejor respuesta se obtiene de la fuente situada
en primer lugar. Otra advertencia de Naumann se re…ere a la discrecionalidad del poder o bondad de cada
fuente, sugerida por el orden resultante, que en general no corresponde a la realidad. Y aún más, diríamos,
el poder relativo sugerido entre diferentes fuentes (alternativas) tampoco tiene por qué corresponderse con la
realidad. Naumann recomienda utilizar TOPSIS, dado que facilita el proceso de asignación de ponderaciones.
Como método de preelección, caso de que el número de fuentes sea muy grande o si se añaden nuevas fuentes a
tener en cuenta, recomienda DEA, de manera que las fuentes elegidas sean posteriormente analizadas por otro
método.

10.1.7 Ejemplo ilustrativo:
Elección mediante valoración de criterios igualmente importantes

«Se cuenta que Eugenio D’Ors asistía a una …esta en donde uno de los invitados estaba intentando demostrar
su habilidad para hacer una torre de copas de champagne (entonces aún no se decía cava) y escanciar el vino
desde lo alto para que, cayendo en cascada, llenara todas las copas sin derramar ni una gota. Cuando el
malabarista agarró un botellón Magnum de Champagne de la Veuve Clicquot, D’Ors lo cogió por la muñeca
y le dijo: “Amigo, los experimentos con gaseosa”.»
—Luis Puchol [129]

upóngase que C = fC1; C2; C3g es el conjunto de cualidades con-
sideradas para cubrir un puesto de trabajo, por ejemplo:

C1 ´ «Ser joven»;

C2 ´ «Poseer experiencia en un puesto similar»;

C3 ´ «Tener buena presencia».

Sea A = fA1; A2; A3g el conjunto de aspirantes. Después de una profusa dis-
cusión, la comisión evaluadora decide asignar las valoraciones que …guran a
continuación –en el rango [0; 1] (acuerdan que todos los criterios son igual-
mente importantes):

A1 = :9=C1 + :4=C2 + :7=C3

A2 = :5=C1 + :7=C2 + :8=C3

A3 = :6=C1 + :4=C2 + :7=C3

En este supuesto, la alternativa ideal es

I = :9=C1 + :7=C2 + :8=C3
y la anti-ideal,

I = :5=C1 + :4=C2 + :7=C3

Siendo, por ejemplo, p = 1 en (10.6) —esto es, usando la distancia de Hamming—, obtenemos —cfr. Tabla
10.3) la ordenación (estructura de preferencia):

A1 ¼ A2 > A3 (10.7)

es decir, se presenta indiferencia entre las alternativas (candidatos) A1 y A2.
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Candidatos I I S(Ai;I)
A1 :4=3 :4=3 1=2
A2 :4=3 :4=3 1=2
A3 :7=3 :1=3 1=8

Tabla 10.3: Razones de similitud según el método TOPSIS.
Puede apreciarse cómo A3 es el preferido, aunque
A1 es indiferente a A2.
— Fuente: Elaboración propia.

10.1.8 Ejemplo ilustrativo:
Elección mediante valoración de criterios desigualmente importantes

«Un matemático, un matemático aplicado y un estadístico aspiraban al mismo puesto de trabajo. En la
entrevista, le preguntaron cuánto es 1+1. El matemático respondió: “Puedo demostrar que existe pero no que
sea único.” El matemático aplicado, tras pensar un momento, respondió: “La respuesta es aproximadamente
1,99 con un error en torno a 0,01.” El estadístico se salió de la habitación, re‡exionó durante unos minutos,
y regresó desesperado preguntando: “Pero, en realidad, ¿cuánto quiere que valga?”»

— Key Curriculum Press: Innovators in Mathematics Education;
(URL: http://www.keypress.com/fathom/jokes.html)

upóngase que la empresa PAMICOCHI ha recibido nueve solici-
tudes para cubrir una de sus ofertas de empleo. Los candidatos
(las alternativas de este problema DMD) son Alberto, Blanca,

Carlos, Daniel, Emilia, Félix, Germán, Hilario e Irene. Después de una agita-
da «tormenta de cerebros», la comisión evaluadora decide considerar los sigu-
ientes cinco criterios, los tres primeros cuantitativos y los dos últimos cualita-
tivos:

C1 ´ «Estudios superiores, expresado en años»;

C2 ´ «Experiencia profesional en la cuali…cación requerida, en años»;

C3 ´ «Edad, en años»;

C4 ´ «Entrevista personal (nota entre 0 y 10)»;

C5 ´ «Test psicotécnico (nota entre 0 y 10)».

Además, llega a un acuerdo en la valoración, en una escala de 0 a 5, de la
importancia que cada criterio debe tener en la decisión, resultando los índices
ponderales10 que …guran en la Tabla 10.4. Se desea seleccionar al aspirante más
adecuado para desempeñar el trabajo ofertado. La subcomisión técnica decide,
juiciosamente, hacer un preanálisis de dominación: se observa que el per…l de
Félix está dominado por el per…l de Germán. Por tanto, Félix es descartado.
A continuación, se decide hacer un preanálisis de satisfacción. Para ello, la
comisión de evaluación resuelve lo siguiente:

U(C1) ´ «Se debe haber cursado, al menos, cuatro años de estudios superiores»;

U(C2) ´ «Como mínimo debe tenerse un año de experiencia profesional»;

U(C3) ´ «La edad no debe superar los 35 años»;

U(C4) ´ «En la entrevista personal, la nota debe ser al menos un 4»;

U(C5) ´ «En el test psicotécnico, la nota debe ser mayor o igual que 5».

Hecho el preanálisis de satisfacción, se decide eliminar a Carlos y a Irene.
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Alternativas C1 C2 C3 C4 C5
Preanálisis de domi-
nación y satisfacción

Alberto 6 5 28 5 5
Blanca 4 2 25 10 9
Carlos 7 7 38 5 10 No satisfactoria
Daniel 5 7 35 9 6
Emilia 6 1 27 6 7
Félix 5 7 31 7 8 Dominada

Germán 6 8 30 7 9
Hilario 5 6 26 4 8

Irene 3 8 34 8 7 No satisfactoria
Grado de satisfacción: ¸ 4 ¸ 1 · 35 ¸ 4 ¸ 5

Índices ponderales: 5 5 2 4 4

Tabla 10.4: Datos referentes a los criterios establecidos. Respecto al preanálisis de dominancia es
claro cómo el per…l de Germán domina al per…l de Félix. Los umbrales de satisfacción
aparecen en la penúltima …la; claramente, los per…les de Carlos e Irene no son satis-
factorios. La última …la recoge los índices ponderales indicadores de la importancia
relativa de cada criterio.
— Fuente: Elaboración propia.

Todo lo dicho en el supuesto, se recoge en la Tabla 10.4. Estos son los datos reales de partida de nuestro
problema de decisión multicriterio discreta.

Este supuesto de elección de personal es una adaptación del que aparece en el libro de Sergio Barba-
Romero y Jean-Charles Pomerol [1081, 1082] (p. 84, de la edición española).

upóngase que la comisión técnica determina elegir un procedimien-
to de normalización que respete la proporcionalidad y que «casi
todo el mundo use». Tomando como punto de partida la normal-

ización dividiendo por el máximo y la normalización dividiendo por la suma, se
elige esta última por generar valores más pequeños y concentrados. Se obser-
va trivialmente que C1, C2, C4 y C5 son criterios «a maximizar», mientras
que C3 es «a minimizar». La subcomisión decide regularizar esta situación
tomando los recíprocos de las edades. —cfr. Tabla 10.5.

Alternativas C1 C2 C3 C4 C5
Alberto (A) :188 :172 :168 :122 :114
Blanca (B) :125 :069 .188 :244 :205
Daniel (D) :156 :241 :134 :220 :136
Emilia (E) :188 :034 :174 :146 :159

Germán (G) :188 :276 :156 :171 :205
Hilario (H) :156 :207 :180 :098 :182

Índices ponderales (w): :250 :250 :100 :200 :200

Tabla 10.5: Datos y pesos normalizados (dividiendo por la
suma).
— Fuente: Elaboración propia.

TOPSIS proporciona la siguiente ordenación:

Método Alberto Blanca Daniel Emilia Germán Hilario
TOPSIS 5 4 2 6 1 3

o sea:

Germán Â Daniel Â Hilario Â Blanca Â Alberto Â Emilia (10.8)

10En principio nos es indiferente el método que se aplique para obtener tal asignación de pesos. Puede verse [1081] (p. 102-122).



10.2. Comparación de objetos descritos por tuplas bivalentes 283

10.2 Comparación de objetos descritos por tuplas bivalentes

10.2.1 Motivación y notación

La historia del estudio de las similaridades entre vectores o tuplas de componentes bivalentes (o simplemente
tupla bivalente), quizás comenzara con los trabajos de George Udny Yule [1113, 1114] y Karl Pearson
[1115, 1116].

Sea X = fx1; : : : ; xng un conjunto de variables (características), en función de las cuales se representan
todos los objetos o individuos que estamos interesados en comparar. Supongamos que la representación de un
objeto Oi se hace mediante una tupla bivalente, donde cada componente bitik (k 2 Z+n ) es indicativa de la
presencia (1) o ausencia (0) de la característica identi…cada por k en la representación del objeto:

x1 x2 : : : xn
biti1 biti2 : : : bitin

Utilizaremos la notación estándar xik en vez de bitik, para denotar el valor de la variable xk para el individuo
Oi. Para cualquier individuo Oi, como para cualquier subconjunto del referencial X , puede usarse la notación
de Zadeh para conjuntos borrosos:

Oi =
nX
k=1

xikÁxk (10.9)

Los coe…cientes o índices de similaridad11 , se basan en la información proporcionada por la matriz de
coocurrencia:

Objeto Ojz }| {
variable en variable en
estado 1 estado 0

Objeto Oi

8>><>>:
variable en
estado 1
variable en
estado 0

a b

c d

donde:

² a es el número de características que a la vez están presentes en Oi y en Oj ,

² b es el número de características que a la vez están presentes en Oi y ausentes de Oj ,

² c es el número de características que a la vez están ausentes de Oi y presentes en Oj ,

² d es el número de características que a la vez están ausentes de Oi y de Oj .

Observemos que el hecho de estar presente en Oi y en Oj puede identi…carse por 112 = 310; estar presente
en Oi y ausente de Oj , por 102 = 210; estar ausente de Oi y presente en Oj , por 012 = 110 y estar ausente de
Oi y de Oj , por 002 = 010.

Notemos además:

² n = a+ b+ c+ d es el número de características presentes o no en Oi o en Oj .

² A1 = a+ b es el número de características presentes en Oi.

² B1 = a+ c es el número de características presentes en Oj .

² A0 = d+ c es el número de características ausentes de Oi.

² B0 = d+ b es el número de características ausentes de Oj .

11 Aparecen también en la literatura con los nombres frecuentes de «índices de asociación» y de «índices de coincidencia»
(matching ) —cfr. Hand [1117] (p. 161).
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Lawrence Hubert y Phipps Arabie [1118] extienden este formalismo de comparación entre objetos, a la
comparación de particiones del espacio de objetos.

Obsérvese que, desde una perspectiva conjuntista, se tiene:

a = jOi \Oj j (10.10)

b =
¯̄
Oi \Oj

¯̄
(10.11)

c =
¯̄
Oi \Oj

¯̄
(10.12)

d =
¯̄
Oi \Oj

¯̄
(10.13)

a+ b = jOij (10.14)

a+ c = jOj j (10.15)

d+ b =
¯̄
Oj
¯̄

(10.16)

d+ c =
¯̄
Oi
¯̄

(10.17)

b+ c = jOi¢Oj j (10.18)

a+ d =
¯̄
Oi¢Oj

¯̄
(10.19)

a+ b+ c = jOi [Oj j (10.20)

a+ b+ c+ d = jX j (10.21)

donde ¢ denota diferencia simétrica entre conjuntos (nítidos).

Una terminología empleada por algunos autores es la siguiente: cuando la comparación de los individuos
se basa en la evaluación de su intersección12 Oi \Oj , hablan de coincidencia parcial («partial matching»); si
en la de Oi \ Oj (resp., Oi [ Oj) o en la de Oi \ Oj (resp. Oi [ Oj), discrepancia («mismatching») (resp.,
inclusión); y si en la de A¢B (resp., A¢B), disimilaridad (resp., similaridad) —cfr. Dubois y Prade [783]
(p. 4).

Los indicadores de similaridad que veremos, se usan frecuentemente en múltiples disciplinas: en Análisis de
Agrupamientos, por ejemplo en Genética —cfr. Yeung y Ruzzo, [1120]—; en Antropología —cfr. Gifford
y Kroeber [1121]; Kluckhohn [1122]; Chaney y Ruiz-Revilla [1123]: por ejemplo, en antropología social,
el análisis de la distribución de los rasgos culturales —cfr. Driver [1124]—; en Arqueología —cfr. Hodder
y Orton [694]: por ejemplo, en la distribución de instrumentos y otros artefactos en un yacimiento —cfr.
Dacey [1125]; Whallon [1126]—, donde la concurrencia sería indicadora de «conjuntos de útiles»; en el
estudio de las «culturas arqueológicas» —cfr. Childe [1127]; Hodson [1128]; Clarke [1129]—; en Ecología
—cfr. Dice [1130]; Bray [1131]; Greig-Smith [1132]; Pielou [1133]; Krebs [1134]; Legendre y Legendre
[1135, 1136]—; en Economía y Ciencias Empresariales, por ejemplo, en estudios de mercado turístico —cfr.
Dolnicar, Leisch, Weingessel, Buchta y Dimitriadou [1137]; Leisch, Weingessel y Dimitriadou
[1138]—; en Geografía —cfr. Stewart y Warntz [1139]; Warntz [1140]—; en Paleobiología; en Psicología,
por ejemplo en Psicometría, en el contexto de la elaboración de pruebas y la teoría de la medición —cfr.
Thorndike [915]—; en Química Informática («chemoinformatics»), por ejemplo, con el objetivo de valorar la
similaridad entre dos moléculas —cfr. Bradshaw [1141]; Willett, Barnard y Downs [1142]—, de predecir
propiedades —cfr. Brown y Martin [1143]—, de diseño («synthesis design») —cfr. Wipke y Rogers
[1144]—, de un cribado (screening) virtual —cfr. Bohm y Schneider [1145]— o de análisis de diversidad
molecular —cfr. Dean y Lewis [1146]—; en Procesamiento de la Información, por ejemplo, para responder a
consultas en bases de datos —cfr. Ellis, Furner-Hines y Willett [1147]—; y un continuado etcétera.

Listas más exhaustivas de estos índices pueden consultarse —cfr. Ellis, Furner-Hines y Willett [1147];
Kaufman y Rousseeuw [1148]; Wolda, [1149]— y en diversas aplicaciones informáticas como Statatm,
Proximitiestm, BioDivtm, NTSYSpctm, etc.

12Un ejemplo con «sabor algo diferente». Martínez, Corral y López [1119], basan la idea de parecido entre dos conjuntos
en su intersección. Por ello, su propuesta de medida de proximidad entre k funciones de densidad se basa en su «área común».
De…niendo para cada función de densidad f el conjunto Af = f(x; y) 2 R2 : 0 · y · f(x)g, el área común AC(f1; : : : ; fk) entre k
funciones de densidad continuas f1; : : : ; fk es la medida de Lebesgue del conjunto Af1 \ : : : \Afk , o sea:

AC(f1; : : : ; fk) =
Z
¢ ¢ ¢
Z
Rk
IAf1\:::\Afk (10.22)

lo que equivale a:

AC(f1; : : : ; fk) =
Z
minff1; : : : ; fkg (10.23)
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10.2.2 Coe…cientes de similaridad y disimilaridad

Lerman [1150, 1151] propone como de…nición de coe…ciente de similaridad cualquier función de a; b; c; d que
sea creciente en a, simétrica en b y c, y decreciente en d. Las de…niciones siguientes es basan en la de…nición
de coe…ciente de disimilaridad que recoge Cuadras13 [631] (p. 296).

Dada una función f , notaremos:

fij  f(Oi; Oj) (10.24)

De…nición 155 Un coe…ciente de similaridad es cualquier función ¾ : P(X ) £ P(X ) ! R, que puede
reescribirse como:

¾ij = g¾(aij ; bij ; cij ; dij)

donde:

a; b; c; d : P(X )£P(X )! [0;+1)
g¾ : [0;+1)£ [0;+1)£ [0;+1)£ [0;+1)! R

siendo g¾(t; u; v; w):

i) no decreciente en t,
ii) no creciente en u y v,
iii) simétrica en u y v, o sea, g¾(t; u; v; w) = g¾(t; v; u; w).

Las funciones a; b; c y d son de tipo contador (de…nibles con el cuanti…cador aritmético de recuento co-
mo cuanti…cador principal), y siempre dependerán de los individuos, Oi y Oj , que se comparen. Por ello,
«relajamos» la de…nición, abreviando x xij (para x = a; b; c; d).

De…nición 156 Un coe…ciente de disimilaridad es cualquier función ± : P(X ) £P(X ) ! R, que puede
reescribirse como:

±ij = g±(a; b; c; d)

donde:

g± : [0;+1)£ [0;+1)£ [0;+1)£ [0;+1)! [0;+1]
siendo g±(t; u; v; w):

i) no creciente en t,
ii) no decreciente en u y v,
iii) simétrica en u y v.

Observación 157 Usando terminología de conjuntos, un coe…ciente de similaridad es no decreciente en jOi \Oj j,
no creciente en

¯̄
Oi \Oj

¯̄
y en

¯̄
Oi \Oj

¯̄
, y simétrico en

¯̄
Oi \Oj

¯̄
y
¯̄
Oi \Oj

¯̄
. Análogas consideraciones se

tienen para los coe…cientes de disimilaridad.

10.2.3 ¡Cuanto nos parecemos por no tener alas!:
Parecido dependiente de la concordancia negativa

O sea, Parecido dependiente de la concordancia negativa. Sean Oi y Oj , dos objetos o individuos, que estamos
interesados en comparar. Las de…niciones 155 y 156 no a…rman nada sobre d =

¯̄
Oi \Oj

¯̄
. De hecho, en ninguna

de las de…niciones que hemos establecido en los apartados anteriores, hemos exigido ni a…rmado nada sobre d.

Si normalizásemos las disimilaridades que nosotros hemos propuesto, entonces la relación que habría entre
ellas y las similaridades sería una relación de complemento a uno:

¾(A;B) + ±(A;B) = 1 (10.25)

13 «La asociación se mide entonces mediante un coe…ciente de similaridad sij función de a,b y c: sij = f(a; b; c) tal que: 1) es
creciente en a; 2) es decreciente en b y c; 3) es simétrica en b y c.»
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¿Y si pensamos en los complementarios de los conjuntos?

¾(A;B) + ±(A;B) = 1 (10.26)

En este caso, la nueva partición ordenada es: ha; b; c; di = hA \B;A \B;A \B;A \Bi. De este modo, a = d,
b = c, c = b, y d = a, donde ha; b; c; di = hA \ B;A \ B;A \ B;A \ Bi es la partición ordenada considerada
originalmente. Por tanto, no hay cambios sustanciales en el comportamiento de b y c. Así que, parece lícito
a…rmar, que, ¾(A;B) expresa una similaridad entre A y B, a la vez que ±(A;B) expresa una disimilaridad entre
A y B. Pero, en realidad, esto es independiente de que estén normalizadas o no. La similaridad ¾(A;B) exige
que su función asociada g¾ sea no decreciente en d, mientras que la disimilaridad ±(A;B) obliga a que g± sea
no creciente en d.

Lo que acabamos de observar se muestra coherente con los coe…cientes de similaridad y disimilaridad em-
pleados en el Análisis Jerárquico de Agrupamientos. En ellos, el comportamiento de d se establece como no
decreciente en los coe…cientes de similaridad, y no creciente en los de disimilaridad.

Sin embargo, como bien observa Cuadras [631] (p. 296), uno de los inconvenientes de utilizar un coe…-
ciente dependiente de d, es que podrían añadirse características arbitrarias no comunes, de forma que podrían
considerarse similares o disimilares ciertos individuos que en realidad no lo son.

No obstante, la elección de un coe…ciente que sea o no función de d, dependerá del problema particular que
se aborde, de si se considera informativa o no, la co-ausencia de una característica concreta. Rayner [1152]
distingue entre dicotomías (d no es informativa) y alternativas.

En principio, distinguimos dos clases de coe…cientes de similaridad, según incluyan o no el parámetro d en
su de…nición, es decir, según se admita o no que dos objetos sean muy similares al carecer de un gran número
de características. Por ejemplo, ¿mi coche se parece más a la moto de mi amiga Ana de lo que se parece un
coche rojo a tal moto? (El color de mi coche no es rojo y la moto de Ana es de color verde).

«La ausencia de alas, cuando es observada entre miembros de un grupo de organismos distantemente rela-
cionados (tal como un camello, un caballo y un nemátodo), es, con toda seguridad, una indicación absurda
de a…nidad. Claro que una característica positiva como es la presencia de alas (o de órganos voladores
genéricos, sin cali…carlos como ningún tipo especí…co de alas) podría igualmente llevarnos a conclusiones
erróneas, de considerarla para una reunión heterogénea, como por ejemplo, un murciélago, una garza y una
libélula. Ni tampoco podemos sostener que la ausencia de una característica pueda deberse a una multitud de
causas y que la ausencia común de alguna característica en un par de individuos, no es, por tanto, «parecido
verdadero [...]»
—R. R. Sokal y P. H. A. Sneath [1153]

10.2.4 ¡Cuanto nos parecemos por no tener alas, y también por tener ojos!:
Coe…cientes de similaridad dependientes de la concordancia positiva y ne-
gativa

Los coe…cientes de similaridad que veremos en esta sección sí consideran d, esto es, asumen que el hecho de que
dos individuos carezcan de un gran número de las mismas cualidades, sí los hace más similares. Destacamos
los siguientes coe…cientes: Simple-Matching, Sneath-Sokal(1), Russell-Rao, Rogers-Tanimoto, Sneath-Sokal(2),
Dispersión, Yule(Y), Yule(Q), Baroni-Urbani-Buser, Dennis, Faith, Styles.

El coe…ciente de coincidencia simple («simple matching coe¢cient») —cfr. Sokal y Michener
[1154]; Rand [1155]— expresa simplemente la proporción de características en la que dos objetos coinciden
—cfr. Legendre y Legendre [1136] (coef. S1):

¾sm(A;B) =
a+ d

a+ b+ c+ d
(10.27)

El coe…ciente ¾SS1 de Sneath y Sokal [242] está en la línea del de coincidencia simple ¾sm, sólo que enfa-
tiza, ponderándolas al doble, las coincidencias, sean éstas positivas o negativas —cfr. Legendre y Legendre
[1136] (coef. S3):

¾SS1(A;B) =
2(a+ d)

2(a+ d) + b+ c
(10.28)

El coe…ciente de Rogers y Tanimoto —cfr. Legendre y Legendre [1136] (coef. S2):

¾RT(A;B) =
a+ d

a+ d+ 2(b+ c)
(10.29)
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que pondera doble las no coincidencias (al igual que ¾SS1 pondera doble las coincidencias). Obsérvese que
únicamente di…ere de ¾SS3 (Ec. 10.36) en que incluye d.

El índice ¾SS2 de Sneath y Sokal —cfr. Holliday, Hu y Willett [1156]; Legendre y Legendre
[1136] (coef. S4):

¾SS2(A;B) =
a+ d

b+ c
(10.30)

se valora en [0;+1), y no está de…nido si no hay no coindicencias (b = c = 0), no obstante, se considera que
en tal caso la similaridad es máxima (¾SS2 vale +1).

El coe…ciente de coalición Y de Yule [1113]:

¾Y (A;B) =

p
ad¡pbcp
ad+

p
bc

(10.31)

y el índice de similaridad Q de Yule [1113] —cfr. Simon [651]:

¾Q(A;B) =
ad¡ bc
ad+ bc

(10.32)

ambos con rango desde ¡1 a 1. En general, parece lógico de…nirlos como 1 si b+ c = 0 (acuerdo total), ¡1 si
a+ d = 0 (desacuerdo total), y 0 si

p
ad¡pbc (para ¾Y) y también 0 si ad¡ bc = 0 (para ¾Q).

El coe…ciente de Baroni-Urbani y Buser —cfr. Buser, Baroni-Urbani y Schillinger [1157];
Krebs [1134]; Ellis, Furner-Hines y Willett [1147]:

¾BUB(A;B) =
a+

p
ad

a+ b+ c+
p
ad

(10.33)

no contempla el caso de todos cero; lo de…nimos: ¾BUB((~0;~0); (~0;~0)) = 1.

10.2.5 ¡Por tener ojos, nos parecemos un poco más; el no tener alas no in‡uye!:
Coe…cientes de similaridad dependientes sólo de la concordancia positiva

Los coe…cientes de similaridad que veremos en esta sección no consideran d, esto es, asumen que el hecho
de que dos individuos carezcan de un gran número de cualidades, no los hace más similares. Destacamos
los índices de Jaccard-Tanimoto, Czekanowski-Sørensen-Dice-Bray, Sneath-Sokal(3), Kulczynski(1), Forbes,
Fossum y McConnaughey.

El coe…ciente de Jaccard [1158, 1159] o de Jaccard-Tanimoto—denominado conexión porNeedham
[1160]—, expresa casi la misma proporción que el anterior, sólo que no considera las coincidencias negativas
—cfr. Legendre y Legendre [1136] (coef. S7):

¾J(A;B) =
a

a+ b+ c
(10.34)

Conocido también como la razón de similaridad, es la proporción de coincidencias cuando al menos una
de los objetos tiene una variable en estado 1. El caso en que ambos objetos únicamente tengan coincidencias
cero (a = b = c = 0 y d 6= 0) suele de…nirse ¾J(A;B) = 1.

El coe…ciente de Jaccard se utiliza bastante en Ecología, en la aplicación de métodos numéricos para la
clasi…cación de organismos vivos. En este caso parece absurdo considerar que dos individuos son muy similares
simplemente porque ambos carecen de un gran número de cualidades. No obstante si ambos estados representan
verdaderas alternativas, verdaderas cualidades presentes aunque diferentes, entonces parece más adecuado el
coe…ciente de coincidencia simple (por ejemplo, si 0 ´ macho, 1 ´ hembra).

Un coe…ciente similar al de Jaccard, con la particularidad de enfatizar la importancia relativa de las coin-
cidencias positivas.(«cuentan» el doble) es el coe…ciente de Czekanowski [689], que también encontramos
en la literatura denominado, a veces, de Sørensen, de Dice o de Bray, al ser difundido por estos autores
—cfr. Sørensen [1161]; Dice [1130]; Bray [1131]; Legendre y Legendre [1136] (coef. S8):

¾Cz(A;B) =
2a

2a+ b+ c
(10.35)
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Al igual que en el caso del de Jaccard, si a = b = c = 0 y d 6= 0 se asume ¾Cz(A;B) = 1. El índice ¾Cz está
monótamente relacionado con el coe…ciente de Jaccard. Obsérvese también que únicamente di…ere del ¾SS1

de Sneath y Sokal (cfr. Ec. 10.28) en que este último incluye d.

El coe…ciente ¾SS3 de Sokal y Sneath —también llamado de Anderberg —cfr. Anderberg [684];
Everitt [1162]— tampoco considera las coincidencias negativas como el de Jaccard. En este caso, se destacan
las no coincidencias. No está de…nido si sólo hay no coincidencias. Al igual que en los casos anteriores, si
a = b = c = 0 y d 6= 0 se asume ¾SS3(A;B) = 1 —cfr. Legendre y Legendre [1136] (coef. S10):

¾SS3(A;B) =
a

a+ 2(b+ c)
(10.36)

El coe…ciente ¾K1 de similaridad de Kulczynski —cfr. Simon [651]; Faith,Minchin y Belbin [1163];
Legendre y Legendre [1136] (coef. S12):

¾K1(A;B) =
a

b+ c
(10.37)

Se valora en [0;+1). Aunque la fórmula (10.37) no está de…nida si no hay no coincidencias (b = c = 0), se
considera que en tal caso la similaridad es máxima (¾K1 vale +1).

El coe…ciente de McConnaughey —cfr. Holliday, Hu y Willett [1156]; Ellis, Furner-Hines y
Willett [1147]— se de…ne como:

¾MC(A;B) =
a2 ¡ bc

(a+ b)(a+ c)
(10.38)

Es necesario de…nir ¾MC(~0;~0) = 1.

10.2.6 Coe…cientes de similaridad basados en probabilidades condicionadas

Los coe…cientes de similaridad que veremos en esta sección se basan en la interpretación probabilística propor-
cionada por Michael R. Anderberg [684]. Destacamos los siguientes índices: Kulczynski(2) (Driver-Kröber),
Ochiai-Driver (Coseno), Simpson, Sneath-Sokal(4) (Anderberg), Sneath-Sokal(5) (Gower), Pearson (Milke-
Kluckhohn-Driver) y Harman.

Podemos considerar la similaridad entre objetos en función de la compartición de características presentes
en ambos objetos. El valor a expresa el número total de características presentes a la vez en A y en B, el valor
b el número total de características presentes en A y ausentes de B, el valor c el número total de características
ausentes de A y presentes en B, el valor A1 = a+ b el número total de características presentes en A, y el valor
B1 = a+ c el número total de características presentes en B.

Una posible medida de la similaridad entre dos objetos es la proporción de características que comparten.
Anderberg [684] (p. 91) sugiere interpretar tales proporciones como probabilidades condicionadas. Se tienen
así la probabilidad condicionada de que una característica esté presente en B dado que lo estaba en A:

a

a+ b
=
a

A1
(10.39)

y la probabilidad condicionada de que una característica esté presente en A dado que lo estaba en B:
a

a+ c
=
a

B1
(10.40)

De este modo:

s(A;B) = «media»
µ
a

A1
;
a

B1

¶
(10.41)

puede interpretarse como la probabilidad condicionada de que una característica esté presente en un objeto,
dado que lo está en el otro.

Tomando la media aritmética tenemos el índice ¾K2 de similaridad de Kulczynski [1164] —cfr. Lerman
[1151]—, a veces llamado de Driver y Kröber [1165], con rango [0; 1], —cfr. Legendre y Legendre [1136]
(coef. S13):

¾K2(A;B) =
a=(a+ b) + a=(a+ c)

2
(10.42)
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no de…nido si una o ambas observaciones son todas cero. Es razonable de…nir ¾K2(A;B) como 1 si ambas son
todas cero, y como 0 si sólo una es todos cero.

Si utilizamos la media geométrica, obtenemos el índice coseno, también llamado índice de Driver —cfr.
Driver y Kröber [1165]; Driver [1124]—, o índice de Ochiai [1166] —cfr. Legendre y Legendre [1136]
(coef. S14):

¾OC(A;B) =
ap

(a+ b) (a+ c)
(10.43)

no de…nido si todas las variables de uno o ambos objetos están a cero. Parece lógico que si ocurre en ambos,
¾OC sea uno, mientras que si sólo ocurre en uno, sea cero.

El índice coseno es de alguna manera equivalente al ¾Cz de Czekanowski —cfr. Ec. 10.35—, pues en vez
de considerar la media de las similaridades, se trabaja con la media del número de características en A y en B.

Un índice asimétrico se debe a Simpson [1167] —cfr. item Ellis, Furner-Hines y Willett [1147]:

¾SI(A;B) = maxfa=A; a=Bg
=

a

minfa+ b; a+ cg (10.44)

donde en vez de considerar la media de las similaridades se considera la máxima de las mismas. No está de…nido
si todas las variables de uno o ambos objetos están a cero. Parece lógico que si ocurre en ambos, ¾SI sea uno,
mientras que si sólo ocurre en uno, sea cero.

Un segundo grupo surge al considerar como componente de la similaridad entre objetos la compartición de
características ausentes en ambos objetos. El valor d expresa el número total de características no presentes
a la vez ni en A ni en B, el valor A0 = d + c el número total de características no presentes en A, y el valor
B0 = d+ b el número total de características no presente en B. Se tienen así la probabilidad condicionada de
que una característica no esté presente en B dado que no lo estaba en A:

d

d+ c
=
d

A0
(10.45)

y la probabilidad condicionada de que una característica no esté presente en A dado que tampoco lo estaba en
B:

d

d+ b
=
d

B0
(10.46)

De este modo:

s(A;B) = «media»
µ
d

A0
;
d

B0

¶
(10.47)

puede interpretarse como la probabilidad condicionada de que una característica esté ausente en un objeto,
dado que lo está en el otro, y:

s(A;B) = «media»
µ
a

A1
;
a

B1
;
d

A0
;
d

B0

¶
(10.48)

como la probabilidad de que una característica esté presente o ausente en un objeto, dado que está en ese mismo
estado en el otro.

El índice de similaridad ¾SS4 de Sokal y Sneath (atribuido a Anderberg en algunos paquetes estadís-
ticos, por ejemplo, Stata) corresponde a usar la media aritmética en (10.48) —cfr. Legendre y Legendre
[1136] (coef. S5):

¾SS4(A;B) =
1

4

µ
a

a+ b
+

a

a+ c
+

d

d+ c
+

d

d+ b

¶
(10.49)

Su rango es [0; 1]. No está de…nido si uno o ambos objetos tienen todo a cero o todo a uno. Si ambos son todos
cero o todos uno, ¾SS4(A;B) = 1, mientras que si alguno de las probabilidades marginales a+ b, a+ c, d+ c,
d+ b es cero, entonces ¾SS4(A;B) = 0.
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Si se considera la media geométrica se obtiene el índice de similaridad ¾SS5 de Sokal y Sneath (también
conocido como índice de Gower) cuyo rango también es [0; 1] —cfr. Legendre y Legendre [1136] (coef.
S6):

¾SS5(A;B) =
adp

(a+ b) (a+ c) (d+ c) (d+ b)
(10.50)

no de…nido si uno o ambos objetos tienen todo a cero o todo a uno. Parece lógico que si ocurre en ambos, ¾SS5

sea uno, mientras que si ad = 0, entonces ¾SS5 es cero.

Observemos que: el cociente:

b

a+ b
=

b

A1
(10.51)

puede interpretarse como la probabilidad de que una característica esté ausente de B condicionado a que estaba
presente en A; el cociente:

c

a+ c
=

c

B1
(10.52)

puede interpretarse como la probabilidad de que una característica esté ausente de A condicionado a que estaba
presente en B; el cociente:

c

d+ c
=

c

A0
(10.53)

puede interpretarse como la probabilidad de que una característica esté presente en B condicionado a que estaba
ausente de A; y el cociente:

b

d+ b
=

b

B0
(10.54)

puede interpretarse como la probabilidad de que una característica esté presente en A dado que estaba ausente
de B.

Así:

s(A;B) = «media»
µ
b

A1
;
c

B1
;
c

A0
;
b

B0

¶
(10.55)

como la probabilidad de que una característica esté presente o ausente en un objeto, dado que está justo en el
estado contrario en el otro.

El coe…ciente phi de Pearson [1115, 1116] —cfr. Kluckhohn [1122]14; Driver [1124]—, también
llamado «fourfold point correlation»:

¾P(A;B) =
ad¡ bcp

(a+ b)(a+ c)(d+ b)(d+ c)
(10.56)

puede interpretarse como la probabilidad de que una característica esté presente o ausente en un objeto, dado
que está en ese mismo estado en el otro, menos la probabilidad de que una característica esté presente o ausente
en un objeto, dado que está justo en el estado contrario en el otro. Obsérvese que se ha elegido como «media»,
tanto en (10.48) como en (10.55), la media geométrica. Este coe…ciente varía entre ¡1 y 1, no estando de…nido
si uno o ambos objetos tienen todo a cero o todo a uno. Si b+c = 0, ¾P(A;B) = 1, si a+d = 0, ¾P(A;B) = 0, y
ad¡bc = 0, ¾P(A;B) = 0. En la literatura aparece con variadas denominaciones: coe…ciente V —cfr. Hodder
y Orton [694]—, coe…ciente r —cfr. Kluckhohn [1122]—, y coe…ciente Á —cfr. Driver [1124]; Thorndike
[915].

Otro índice de similaridad ampliamente usada es la de Hamman —cfr. Holliday, Hu y Willett [1156]:

¾H(A;B) =
(a+ d)¡ (b+ c)
a+ b+ c+ d

(10.57)

cuyo rango varía desde ¡1 (ausencia) hasta 1 (presencia). Esta medida expresa la probabilidad de que una
característica presente el mismo estado en ambos objetos (presente en ambos o ausente de ambos) menos la
probabilidad de que una característica esté en estados diferentes en los dos objetos (presente en uno y ausente
del otro). Está monotónicamente relacionada con ¾sm, ¾SS1 y ¾RT. Se tiene por ejemplo que ¾H = 2¾sm ¡ 1.

14Por cierto, que, en este artículo, Kluckhohn cuestiona la corriente de la teoría antropológica, de actualidad en los años 30,
defensora de la aplicación de fórmulas estadísticas para analizar datos etnológicos.
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10.2.7 Otros coe…cientes de similaridad

Los siguientes coe…cientes de similaridad, aunque propuestos en la literatura como tales, descubrimos que
presentan irregularidades. Analizamos cinco dependientes de la concordancia positiva y negativa, el coe…ciente
de Russell y Rao, el de dispersión y los de Dennis, Faith y Stiles, y dos dependientes sólo de la concordancia
positiva, los de Fossum y Forbes.

El coe…ciente de Russell y Rao —cfr. Webb [1168]—, conocido también como producto escalar
binario —cfr. Legendre y Legendre [1136] (coef. S11):

¾RR(A;B) =
a

a+ b+ c+ d
(10.58)

aunque es un coe…ciente de similaridad no es una similaridad —cfr. Def. 155 (pág. 285)—, no es una asignación
(básica o no) de similaridad, pues hay objetos más similares que los absolutamente idénticos —no satisface Def.
194 (ii) (pág. 339)—. Por ejemplo:

¾RR((1; 0); (1; 0)) =
1

2
< 1 = ¾RR((1; 1); (1; 1)) (10.59)

y, sin embargo ¾RR((1; 0); (1; 0)) < ¾RR((1; 0); (1; 0)) < ¾RR((1; 0); (1; 0)):

g¾RR(1; 1; 1; 0) =
1

3
< g¾RR(1; 0; 0; 1) =

1

2
< g¾RR(3; 1; 0; 1) =

3

5
(10.60)

Observemos que, debido a ello, 1¡ ¾RR no es una disimilaridad.

El coe…ciente de similaridad conocido como dispersión:

sDIS(A;B) =
ad¡ bc

(a+ b+ c+ d)2
(10.61)

cuyo rango es [¡1; 1], ni siquiera es un coe…ciente de similaridad —cfr. Def. 155 285—. En general, no es
monótono, ni en a, ni en b, ni en c. Es no decreciente en a, si d(b+ c+ d¡ a) + 2bc ¸ 0. Es no creciente en b,
si c(a¡ b+ c+ d) + 2ad ¸ 0. Es no creciente en c, si b(a+ b+ d¡ c) + 2ad ¸ 0.

Tampoco es una asignación (básica o no) de similaridad, como nosotros la de…nimos en nuestra Tesis —cfr.
Def. 194 (pág. 339)— pues el valor de la similaridad de cualquier objeto consigo mismo no es constante —no
satisface la hipótesis ii) de la Def. 194 (pág. 339)—. Por ejemplo, si X = fx1; x2; x3; x4g:

sDIS((0; 0; 0; 0); (0; 0; 0; 0)) = gsDIS(0; 0; 0; 4)

= 0

<
1

4
= gsDIS(2; 0; 0; 4)

= sDIS((1; 1; 0; 0); (1; 1; 0; 0))

gsDIS(1; 1; 1; 0) = ¡19 < gsDIS(0; 0; 0; 2) = 0 < gsDIS(2; 1; 0; 2) =
4

25
(10.62)

El indicador de Dennis —cfr. Holliday, Hu y Willett [1156]:

sDE(A;B) =
ad¡ bcp

(a+ b+ c+ d)(a+ b)(a+ c)
(10.63)

al igual que el anterior, no es un coe…ciente de similaridad —cfr. Def. 155—. Aunque es no creciente en b y en
c, no es monótono en a. Es no decreciente en a, si

bc(3bd+ 4ba+ 4ca+ 3a2 + 5ad+ 3bc+ b2 + c2 + 3cd+ 2d2) + ad(db+ b2 + c2 + dc¡ a2) ¸ 0
Tampoco es una asignación (básica o no) de similaridad, pues hay objetos más similares que los absolutamente
idénticos —no satisface la condición ii) de la Def. 194 (pág. 339)—. Por ejemplo, para el vector (1; 0):

gsDE(1; 1; 1; 0) = ¡16
p
3 < gsDE(1; 0; 0; 1) =

1

2

p
2 < gsDE(2; 1; 0; 2) =

2

15

p
30 (10.64)
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El coe…ciente de Faith —cfr. Legendre y Legendre [1136] (coef. S26):

¾FA(A;B) =
1

(a+ b+ c+ d)

µ
a+

d

2

¶
(10.65)

Éste sí es coe…ciente de similaridad —cfr. Def. 155 (pág. 285)—, pero no es asignación (básica o no) de
similaridad, pues hay objetos más similares que los absolutamente idénticos —no satisface la condición ii) de
la Def. 194 (pág. 339)—. Por ejemplo, para el vector (0; 0):

g¾FA(1; 1; 1; 0) =
1

3
< g¾FA(0; 0; 0; 2) =

1

2
< g¾FA(2; 1; 0; 2) =

3

5
(10.66)

El indicador de Stiles [1169]—cfr. Holliday, Hu y Willett [1156]:

sST(A;B) = log10

(a+ b+ c+ d)
³
jad¡ bcj ¡ (a+b+c+d)

2

´2
(a+ b)(a+ c)(d+ c)(d+ b)

(10.67)

al igual que el de Dennis, tampoco es un coe…ciente de similaridad —cfr. Def. 155 (pág. 285)—. En general,
no es monótona ni en a, ni en b, ni en c. Tampoco es una asignación (básica o no) de similaridad, pues hay
objetos más similares que los absolutamente idénticos —no satisface la condición ii) de la Def. 194 (pág. 339)—.
Por ejemplo, para el vector (1; 0; 0):

gsST(1; 1; 0; 3) =
ln 5¡ 5 ln 2¡ ln 3

ln 2 + ln 5
< gsST(1; 0; 0; 2) =

ln 3¡ 4 ln 2
ln 2 + ln 5

< gsST(2; 1; 0; 2) =
ln 5¡ 4 ln 2
ln 2 + ln 5

(10.68)

Los coe…cientes, dependientes sólo de la concordancia positiva, que analizamos son los siguientes.

El coe…ciente de Fossum —cfr. Holliday, Hu y Willett [1156]:

¾FOS(A;B) =
(a+ b+ c+ d)

¡
a¡ 1

2

¢2
(a+ b)(a+ c)

(10.69)

es un coe…ciente de similaridad según la Def. 155, pues es no decreciente en a, y no creciente y simétrica en
b y c. Sin embargo, no es una asignación (básica o no) de similaridad, pues hay objetos más similares que los
absolutamente idénticos —no satisface la condición ii) de la Def. 194 (pág. 339)—. Por ejemplo, para el vector
(1; 0):

g¾FOS(1; 1; 1; 0) =
3

16
< g¾FOS(1; 0; 0; 1) =

1

2
< g¾FOS(2; 0; 0; 2) =

9

4
(10.70)

El indicador de Forbes [1170] —cfr. Holliday, Hu y Willett [1156]:

sFOR(A;B) =
a(a+ b+ c+ d)

(a+ b)(a+ c)
(10.71)

ni siquiera es un coe…ciente de similaridad. Aunque es no creciente en b y en c, no es monótono en a. Es no
decreciente en a, si dbc+ 2abc+ bc2 + b2c ¸ a2d. Al igual que el coe…ciente de Fossum, según este coe…ciente
hay objetos más similares que los absolutamente idénticos —no satisface la condición ii) de la Def. 194 (pág.
339)—. Por ejemplo, para el vector (1; 0):

gsFOS(1; 1; 1; 0) =
3

4
< gsFOS(1; 0; 0; 1) = 2 < gsFOS(1; 0; 1; 3) =

5

2
(10.72)

10.2.8 Dos clases de coe…cientes de similaridad

Hay muchísimas propuestas de coe…cientes e indicadores de similaridad, asociación o concordancia. Listas
más exhaustivas de la aquí propuesta pueden consultarse —cfr. Ellis, Furner-Hines y Willett [1147];
Kaufman y Rousseeuw [1148]; Wolda, [1149]; Legendre y Legendre [1136]; Hayek [1171]; Romesburg
[1172]— y en diversas aplicaciones informáticas como Statatm, Proximitiestm, BioDivtm, NTSYSpctm, etc.

Tal y como hemos hecho, dividimos la lista de coe…cientes de similaridad que hemos considerado en estas
páginas, en dos clases:

Sd = f¾sm; ¾SS1; ¾RT; ¾SS2; ¾Y; ¾Q; ¾BUBg [ f¾SS4; ¾SS5; ¾P; ¾Hg [ f¾RR; sDIS; sDE; ¾FA; sSTg (10.73)

y:

S:d = f¾J; ¾Cz; ¾SS3; ¾K1; ¾MCg [ f¾K2; ¾OC; ¾SIg [ f¾FOS; sFORg. (10.74)
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Observación 158 Algunos resultados de interés sobre coe…cientes de similaridad son los siguientes:

² Hayhoe, Quaglino y Doll [1173] consideran la posibilidad de ponderar los parámetros a; b; c; d de estos
coe…cientes, lo que ha sido criticado en la literatura, reprochándosele una acción de escala injusti…cada
—cfr. Cormack [601] (p. 327).

² Cormack [601] cita el uso de versiones de algunos de estos coe…cientes con variables cuantitativas
(numéricas), concretamente los casos que recoge son: el coe…ciente de coincidencia simple (10.27), el
de Jaccard (10.34) y el de Czekanowski (10.35).

² Williams y Dale [1174] observan que el coe…ciente de coincidencia simple (10.27) es el complemento a
uno de una distancia euclidea.

² Ihm [1175] demuestra que los coe…cientes de Jaccard (10.34) y Czekanowski (10.35) no lo son, aunque
sus complementos a uno satisfacen la desigualdad triangular —cfr. Def. 52.

² Como comenta el profesor Cuadras [631] (p. 298), no existe un criterio para decidir cual es el coe…ciente
de similaridad más adecuado. Depende de cada situación, según el tipo de datos y la ponderación que
se desee para las frecuencias a, b, c y d. Si desea hacerse posteriormente un Análisis de Componentes
Principales (obteniéndose así una representación geométrica de los individuos, en relación a una distancia
razonablemente compatible con la similaridad), la matriz de los coe…cientes (sij) debe ser semide…nida
o de…nida positiva. Una distancia de partida puede ser la propuesta por John Cli¤ord Gower [1176],
actualmente en la Open University, de transformación de los coe…cientes en distancias —cfr. Cuadras
[631] (p. 299):

d(Oi; Oj) = (¾(Oi; Oi) + ¾(Oj ; Oj)¡ 2¾(Oi; Oj))1=2

Si (sij) es semide…nida positiva, entonces sii + sjj ¡ 2sij > 0, si i 6= j; además, la distancia dij de…nida
según d2ij = sii + sjj ¡ 2sij, satisface la desigualdad triangular.

10.2.9 Coe…cientes de disimilaridad dependientes de la concordancia positiva y
negativa

La mayoría de las disimilaridades que veremos en esta sección se obtienen como complemento —cfr. Obs. 199—
de los coe…cientes de similaridad vistos anteriormente. Así hablaremos de índice de disimilaridad de Sneath y
Sokal, de Jaccard y Tanimoto, etc.

Procedentes de los coe…cientes de similaridad que admiten la compartición de presencia y ausencia, desta-
camos las siguientes medidas de disimilaridad: Simple-Matching (Hamming, Total-Di¤erence-Sneath), Sneath-
Sokal(1), Rogers-Tanimoto, Baroni-Urbani-Buser.

El coe…ciente de disimilaridad ±sm correspondiente al coe…ciente de coincidencia simple ¾sm:

±sm(A;B) =
b+ c

a+ b+ c+ d
(10.75)

es proporcional al cuadrado de la distancia euclidea (= b + c). En realidad ±sm es la distancia de Hamming,
también llamado por Sneath [1177] el coe…ciente de diferencia total.

El coe…ciente de disimilaridad ±SS1 correspondiente al coe…ciente ¾SS1 de Sneath-Sokal:

±SS1(A;B) =
b+ c

2(a+ d) + b+ c
(10.76)

El coe…ciente de disimilaridad ±RT correspondiente al coe…ciente de Rogers y Tanimoto:

±RT(A;B) =
2(b+ c)

a+ d+ 2(b+ c)
(10.77)

El coe…ciente de disimilaridad ±BUB correspondiente al coe…ciente ¾BUB de Baroni-Urbani y Buser:

±BUB(A;B) =
b+ c

a+ b+ c+
p
ad

(10.78)
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de…niendo ±BUB(~0;~0) = 0.

El índice de discrepancia ±di (variance dissimilarity measure), de…nido por:

±di(A;B) =
b+ c

4(a+ b+ c+ d)
(10.79)

y con rango [0;+1).

10.2.10 Coe…cientes de disimilaridad dependientes sólo de la concordancia posi-
tiva

La distancia euclidea:

±E(A;B) =
p
b+ c (10.80)

y su cuadrado:

±E2(A;B) = b+ c (10.81)

valoradas en [0;+1).
Procedentes de los coe…cientes de similaridad que admiten la compartición únicamente de la presencia, desta-

camos las siguientes medidas de disimilaridad: Jaccard-Tanimoto, Czekanowski-Sørensen-Dice-Bray, Sneath-
Sokal(3) (Lance-Williams, Bray-Curtis), McConnaughey.

El coe…ciente de disimilaridad ±J correspondiente al coe…ciente ¾J de Jaccard-Tanimoto:

±J(A;B) =
b+ c

a+ b+ c
(10.82)

de…niendo ±J(~0;~0) = 0.

El coe…ciente de disimilaridad ±Cz correspondiente al coe…ciente ¾Cz de Czekanowski:

±Cz(A;B) =
b+ c

2a+ b+ c
(10.83)

de…niendo ±Cz(~0;~0) = 0.

El coe…ciente de disimilaridad ±SS3 correspondiente al coe…ciente ¾SS3 de Sokal y Sneath:

±SS3(A;B) =
2(b+ c)

a+ 2(b+ c)
(10.84)

de…niendo ±SS3(~0;~0) = 0. Esta disimilaridad se conoce como la medida de disimilaridad no-métrica
binaria de Lance y Williams, y también como el coe…ciente no métrico de Bray y Curtis.

El coe…ciente de disimilaridad ±MC correspondiente al coe…ciente ¾MC de McConnaughey:

±MC(A;B) =
ac+ ba+ 2bc

(a+ b) (a+ c)
(10.85)

de…niendo ±MC(0;0) = 0.

10.2.11 Coe…cientes de disimilaridad interpretables desde la probabilidad

Procedentes de los coe…cientes de similaridad que admiten una interpretación probabilística razonable, desta-
camos las siguientes medidas de disimilaridad: Kulczynski-Driver-Kröber, Ochiai-Driver (Coseno), Simpson,
Sneath-Sokal(4) (Anderberg), Sneath-Sokal(5) (Gower).

El coe…ciente de disimilaridad ±K2 correspondiente al coe…ciente ¾K2 de Kulczynski-Driver-Kröber:

±K2(A;B) =
ac+ ba+ 2bc

2 (a+ b) (a+ c)
(10.86)

de…niendo ±K2(A;B) como 0 si ambas son todas cero, y como 1 si sólo una es todos cero.
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El coe…ciente de disimilaridad ±OC correspondiente al índice coseno o de Driver-Ochiai:

±OC(A;B) = 1¡ ap
(a+ b) (a+ c)

(10.87)

de…niendo ±OC(A;B) como 0 si ambas son todas cero, y como 1 si sólo una es todos cero.

El coe…ciente de disimilaridad ±SI correspondiente al índice de Simpson:

±SI(A;B) = 1¡ a

minfa+ b; a+ cg (10.88)

de…niendo ±SI(A;B) como 0 si ambas son todas cero, y como 1 si sólo una es todos cero.

El coe…ciente de disimilaridad ±SS4 correspondiente al índice ¾SS4 de Sokal-Sneath:

±SS4(A;B) = 1¡ 1
4

µ
a

a+ b
+

a

a+ c
+

d

d+ c
+

d

d+ b

¶
(10.89)

de…niendo, si ambos son todos cero o todos uno, ±SS4(A;B) = 0, mientras que si alguno de los totales marginales
a+ b, a+ c, d+ c, d+ b es cero, entonces ±SS4(A;B) = 1.

El coe…ciente de disimilaridad ±SS5 correspondiente al índice ¾SS5 de Sokal-Sneath:

±SS5(A;B) = 1¡ adp
(a+ b) (a+ c) (d+ c) (d+ b)

(10.90)

no está de…nida si uno o ambos objetos tienen todo a cero o todo a uno. Parece lógico que si ocurre en ambos,
±SS5 sea cero, mientras que si ad = 0, entonces ±SS5 es uno.

10.2.12 Otros «coe…cientes» de disimilaridad

En este apartado, analizamos tres coe…cientes, que en la literatura han sido presentados como coe…cientes de
disimilaridad, pero que adolecen de ciertas irregularidades. La realidad es que ninguno de ellos se ajusta a
la de…nición de coe…ciente de disimilaridad, debido a la no monotonía de su función asociada en algunas de
sus variables. Los tres dependen de la concordancia positiva y negativa. Los tres han sido presentados como
«diferencias», a saber, «de tamaños», «de patrones» y «de formas» —cfr. SPSSTM [1178].

El índice diferencia de tamaños:

±tam(A;B) =
(b¡ c)2

(a+ b+ c+ d)2
(10.91)

con rango [0;+1), no es un coe…ciente de disimilaridad. Aunque es no creciente en a, y simétrico en (b; c), no
es monótono ni en b ni en c. Es no decreciente en b, si c · b. Es no decreciente en c, si b · c. Satisface la
condición de minimalidad, ±tam(A;A) = 0.

El índice diferencia de patrones:

±pat(A;B) =
bc

(a+ b+ c+ d)2

con rango [0; 1], no es un coe…ciente de disimilaridad. Aunque es no creciente en a, y simétrico en (b; c), no es
monótono ni en b ni en c. Es no decreciente en b, si b · a+ c + d. Es no decreciente en c, si c · a+ b + d.
Satisface la condición de minimalidad, ±pat(A;A) = 0.

El índice diferencia de formas:

±fo(A;B) =
(a+ b+ c+ d)(b+ c)¡ (b¡ c)2

(a+ b+ c+ d)2

con rango [0;+1), no es un coe…ciente de disimilaridad. No es monótono ni en a, ni en b, ni en c. Es no creciente
en a, si (b ¡ c)2 · (a+ d)(b+ c) + 4bc. Es no decreciente en b, si (a+ d)2 + (3a+ 4c + 3d)c ¸ (a+ 4c + d)b.
Es no decreciente en c, si (a+ d)2 + (3a + 4b + 3d)b ¸ (a + 4b + d)c. Satisface la condición de minimalidad,
±pat(A;A) = 0.
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10.2.13 Dos clases de coe…cientes de disimilaridad

Resumiendo, las dos clases de medidas de disimilaridad son:

Dd = f±sm; ±SS1; ±RT; ±BUBg [ f±SS4; ±SS5g [ f±tam; ±pat; ±fo; ±dig (10.92)

y:

D:d = f±E; ±E2; ±J; ±Cz; ±SS3; ±MCg [ f±K2; ±OC; ±SIg. (10.93)

10.3 Ponderación de características

Sea X = fx1; : : : ; xng un conjunto de variables (características), en función de las cuales se representan todos
los objetos o individuos que estamos interesados en comparar. Supongamos que la representación de un objeto
Oi se hace mediante un vector binario, donde cada componente bitik (k 2 Z+n ) es indicativa de la presencia (1)
o ausencia (0) de tal característica en la representación del objeto:

x1 x2 : : : xn
biti1 biti2 : : : bitin

En esta sección mostramos cómo introducir en el cómputo índices ponderales para cada característica, de
forma que sea indicativo de su importancia proporcional con respecto a las demás características.

Supongamos que los índices ponderales son números enteros no negativos —en §10.7 mostraremos cómo
trabajar con índices ponderales que sean números reales cualesquiera—. Para cada k 2 Z+n , sea wk el índice
ponderal relativo a la característica xk. Supongamos que la representación de un objeto Oi se hace mediante
un vector binario, donde cada componente bitik (k 2 Z+n ) es indicativa de la presencia (1) o ausencia (0) de tal
característica en la representación del objeto:

x1 x2 : : : xn
biti1 biti2 : : : bitin

La representación ponderada (según los índices ponderales wk) es el multiconjunto15:

w1 veces w2 veces wn vecesz }| {
x1 : : : x1
biti1 : : : biti1

z }| {
x2 : : : x2
biti2 : : : biti2

z }| {
xn : : : xn
bitin : : : bitin

Acordamos, al inicio, utilizar la notación estándar xik en vez de bitik, para denotar el valor de la variable
xk para el individuo Oi. Basándonos en la notación de Zadeh para conjuntos borrosos, podemos expresar Oi
como:

Oi =
nX
k=1

wkX
h=1

xikÁxk (10.94)

La interpretación referente a operaciones entre multiconjuntos es formalmente análoga que la que aparece
en la Sección §10.2.1 (Ecs. 10.10ss), para conjuntos, sólo que ahora las operaciones unión, intersección y
complemento están de…nidas entre multiconjuntos.

Veremos un ejemplo ilustrativo de esta técnica en §10, donde desarrollamos y evaluamos el método de
análisis multicriterio TOPSIS-0/1.

15El nombre de multiconjunto proviene de la posibilidad de tener sus elementos multiplicidades mayores que uno. Cuando un
multisubconjunto M de un referencial X , es …nito y cada elemento está identi…cado, es decir, cuando es una sucesión …nita, se
denomina cortejo. Como sinónimos de cortejo, pueden emplearse —cfr. Grishin [1179] (p. 547): palabra en el alfabeto X (suele
asumirse la …nitud de X ); elemento de cierta potencia cartesiana del conjunto X ; elemento de un semigrupo libre con un conjunto
de generadores de X y con unidad; función de…nida sobre los primeros jM j números naturales con valores en el conjunto X .
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10.4 Primer divertimento: Disimilaridad entre conjuntos nítidos
…nitos

Sea U = fu1; : : : ; ung un universo no vacío de discurso. Sea A 2 P(U), entonces (notación de Zadeh):

A =
nX
k=1

ÂA(uk)Áuk

El universo U es el espacio de variables (características), e interpretamos cualquier A 2 P(U) como un
objeto o individuo. Lo único que habrá que hacer es trabajar con la tupla bivalente AÂ, equivalente virtual de
A. Sea:

A! AÂ = (ÂA(u1); : : : ; ÂA(un))

Lo que queremos decir es que, si nuestra meta es medir la «disimilaridad» o «distancia» entre dos subcon-
juntos deP(U) —en el sentido de asignar un valor a la lejanía intuitivamente apreciada—, lo hagamos midiendo
la «disimilaridad» entre sus tuplas bivalentes, equivalentes virtuales suyas, utilizando para ello cualquiera de
los coe…cientes de disimilaridad vistos en las secciones anteriores.

Como «distancia» genérica —en el sentido puramente intuitivo de medir la lejanía—, adolece de un grave
inconveniente: depende sólamente de la presencia o ausencia de los elementos, pero no de qué elementos. Por
ejemplo, para el referencial U = fu1; : : : ; ung (n ¸ 4), la distancia entre cualesquiera dos subconjuntos binarios
(dos elementos) disjuntos es la misma.

A esto le podemos poner enmienda, cuando el universal es un retículo lineal (orden total) normado, como
ocurre con cualquier subconjunto acotado de números reales. En particular todo subconjunto está efectivamente
bien ordenado.

El método es más general y está parametrizado por un referente «semilla» u0 y dos constantes ® y ¯ no
nulas. Sugerimos, para cada referente ui, tomar como índice ponderal wi, su distancia al referente «semilla»
u0, acrecentada mediante unas constantes ® y ¯ no nulas:

wi = ®d(u0; ui) + ¯ (10.95)

De este modo, el vector bivalente AwÂ , equivalente virtual de A, es:

A! AwÂ = (

w1 vecesz }| {
ÂA(u1); : : : ; ÂA(u1); : : : ;

wn vecesz }| {
ÂA(un); : : : ; ÂA(un))

Ejemplo 159 Sean U = f1; 2; 3; 4; 5g, y el conjunto de índices ponderales:

W =

½
1

15
;
2

15
;
3

15
;
4

15
;
5

15

¾
(10.96)

que en este caso corresponde precisamente a:

wi =
w¤iP
w¤j
, siendo w¤i = d2(1; ui) + 1 (10.97)

De este modo, la representación ponderada del referencial U = f1; 2; 3; 4; 5g es el multiconjunto:
f1; 2; 2; 3; 3; 3; 4; 4; 4; 4; 5; 5; 5; 5; 5g (10.98)

y las representaciones ponderadas de los conjuntos f1; 2g, f3; 4g y f4; 5g, son, respectivamente:

f1; 2g! f1; 2gwÂ = (
1
1;
2
1;
2
1;
3
0;
3
0;
3
0;
4
0;
4
0;
4
0;
4
0;
5
0;
5
0;
5
0;
5
0;
5
0) (10.99)

f3; 4g! f3; 4gwÂ = (0; 0; 0; 1; 1; 1; 1; 1; 1; 1; 0; 0; 0; 0; 0) (10.100)

f4; 5g! f4; 5gwÂ = (0; 0; 0; 0; 0; 0; 1; 1; 1; 1; 1; 1; 1; 1; 1) (10.101)
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Las matrices de coocurrencia correspondientes a las parejas
¡f1; 2gwÂ ; f3; 4gwÂ ¢ y ¡f1; 2gwÂ ; f4; 5gwÂ ¢, son,

respectivamente: µ
0 3
7 5

¶
y
µ
0 3
9 3

¶
(10.102)

Introducimos una primera regla, concerniente a la relativa relevancia de los referentes:

Regla 1:
Cuanto más alejados están los referentes,

según su relevancia —atribuida por los índices ponderales—,

más disimilares deben ser.

Cualquier «disimilaridad» de las propuestas en los apartados anteriores, es no decreciente en b y en c,
por ello,

7 < 9 =) ±
¡f1; 2gwÂ ; f3; 4gwÂ¢ < ± ¡f1; 2gwÂ ; f4; 5gwÂ¢ (10.103)

Observemos ahora los conjuntos unitarios:

f2g! f2gwÂ = (
1
0;
2
1;
2
1;
3
0;
3
0;
3
0;
4
0;
4
0;
4
0;
4
0;
5
0;
5
0;
5
0;
5
0;
5
0)

f3g! f3gwÂ = (0; 0; 0; 1; 1; 1; 0; 0; 0; 0; 0; 0; 0; 0; 0)

f4g! f4gwÂ = (0; 0; 0; 0; 0; 0; 1; 1; 1; 1; 0; 0; 0; 0; 0)

f5g! f5gwÂ = (0; 0; 0; 0; 0; 0; 0; 0; 0; 0; 1; 1; 1; 1; 1)
Las matrices de coocurrencia correspondientes a las parejas

¡f2gwÂ ; f3gwÂ ¢, ¡f3gwÂ ; f4gwÂ ¢,y ¡f3gwÂ ; f5gwÂ ¢, son,
respectivamente: µ

0 2
3 10

¶
,
µ
0 3
4 8

¶
y
µ
0 3
5 8

¶
A la vista de estas matrices, podríamos dejarnos llevar y atender a la diferencia jb¡ cj, pero entonces no

habría monotonía ni en b ni en c. En este ejemplo, la relevancia de un referente está en consonancia con la
distancia a u1 = 1.

Parece interesante que incorporemos la siguiente regla:

Regla 2:
Diferir en referentes más relevantes,

supone diferir más,

que diferir en referentes menos relevantes.

Esta regla implicaría, por ejemplo, que ±
¡f1gwÂ ; f3gwÂ ¢ < ± ¡f3gwÂ ; f5gwÂ ¢.

Cualquier disimilaridad no decreciente en la diferencia simétrica A¢B, o sea en b + c, satisface la Regla
2. Esto será una exigencia para ser lo que nosotros, más adelante, proponemos denominar «asignación de
disimilaridad» o simplemente, «disimilaridad» —cfr. Defs. 200 y 201 (pág. 340)—. Observemos que
también satisface la Regla 1.

Ejemplo 160 (Elección de un ítem delegado o representante)
Pensemos en un conjunto de individuos. La elección del ítem más cercano a todos ellos (problema de

elección de un delegado o representante) se corresponde con los problemas de encontrar la cadena o subcadena
más cercanas, cupiendo además, en el primer caso, la posibilidad de que el representante sea o no elegido entre
ellos.

Si se exige que el delegado comparta todas las propiedades, características o atributos de los demás ítems,
estamos ante un problema de elección de la cadena más cercana (CSP, Closest String Problem). Sin embargo, si
lo que se exige es que comparta un subconjunto arbitrario de propiedades, estamos ante un problema de elección
de la subcadena más cercana (CSSP, Closest Substring Problem). Tenemos, pues, un total de cuatro problemas.
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² Problema de elección de la cadena «interna» más cercana: Dado un conjunto S = fs1; s2; : : : ; sng
de cadenas, todas de longitud m, encuéntrese una cadena «centro» s 2 S, tal que para todo si 2 S,
d(s; si) · d, y que este umbral superior d, sea mínimo.

² Problema de elección de la cadena «externa» más cercana: Dado un conjunto S = fs1; s2; : : : ; sng de
cadenas, todas de longitud m, encuéntrese una cadena «centro» s =2 S, de longitud m, tal que para todo
si 2 S, d(s; si) · d, y que este umbral superior d, sea mínimo.

² Problema de elección de la subcadena «interna» más cercana: Dado un conjunto S = fs1; s2; : : : ; sng de
cadenas, todas de longitud m, y un entero k < m, encuéntrese una cadena «centro» s 2 S, tal que para
todo si 2 S, exista una subcadena ti de si, de longitud k, tal que d(s; ti) · d, y que este umbral superior
d, sea mínimo.

² Problema de elección de la subcadena «externa» más cercana: Dado un conjunto S = fs1; s2; : : : ; sng de
cadenas, todas de longitud m, y un entero k < m, encuéntrese una cadena «centro» s =2 S, de longitud,
al menos k, tal que, para todo si 2 S, exista una subcadena ti de si, de longitud k, tal que d(s; ti) · d, y
que este umbral superior d, sea mínimo.

Li, Ma y Wang [1180] presentan algoritmos que solucionan estos problemas. No obstante, observemos que
cualquiera de estos problemas es NP-duro.

Podemos interpretar el ítem solución del problema CSP como el ítem candidato ideal para ser el delegado
o representante del conjunto de ítems considerado. Del mismo modo, podemos interpretar el ítem solución del
problema CSSP como el ítem candidato casi-ideal para ser el delegado o representante del conjunto de ítems
considerado (cuanto más cercano esté k de m, es decir, cuanto más propiedades comparta potencialmente con
el grupo, «más ideal» será el ítem candidato). Potencialmente, porque m¡ k denota, en esta interpretación,
el número de propiedades sí aplicables a cualquiera de los ítems del grupo, pero no aplicables al ítem candidato.
Como ejemplo, piense el lector en un conjunto de cámaras fotográ…cas, todas ellas con objetivos no intercam-
biables. Podemos incluir como propiedades para una comparativa la distancia mínima de enfoque y la apertura
de diafragma. Pero si las comparamos con cámaras re‡ex de objetivos intercambiables, ninguna de esas dos
propiedades es aplicable a estas últimas, porque son propiedades del objetivo y no del cuerpo de la cámara.

Del mismo modo, podríamos interpretar como el ítem candidato anti-ideal a aquél que fuese solución del
problema de elección de la cadena más lejana (FSP, Farthest String Problem).

Comentar también, que el siguiente problema, conocido como problema de la selección de la cadena distintiva
(DSP, Distinguishing String Problem) —cfr. Lanctot, Li, Ma, Wang y Zhang [1181]— evoca nuestro in-
terés en simultanear nuestra meta de acercarnos a lo que buscamos, con nuestra meta de alejarnos
de lo que no buscamos —cfr. Cap. 13.

² Problema de la selección de la cadena distintiva: Dados un conjunto M = fm1;m2; : : : ;mng de cadenas
(«malas»), de longitud, al menos m, un conjunto B = fb1; b2; : : : ; bng de cadenas («buenas») y dos
valores umbral dm y db, encuéntrese una cadena s tal que para cada cadena z 2 M , d(s; t) · dm, para
alguna subcadena t de z, y que para cualquier cadena z 2 B, d(s; z) ¸ db.

La formulación más simple se establece considerando el alfabeto …nito § = f0; 1g y el conjunto de propiedades
P = fp1; p2; : : : ; png. De este modo, podemos interpretar una cadena …nita s, como un per…l bivalente de
satisfacción de las propiedades que de…nan los per…les. Y podemos interpretar los conjuntos de cadenas S =
fs1; s2; : : : ; sng que aparecen en las de…niciones de los problemas, como el conjunto de los per…les de satisfacción
de n individuos. Es obvio que caben más interpretaciones. En particular, con respecto a este alfabeto, una
cadena puede interpretarse como un indicador ponderado equivalente —cfr. §10.7—. Así, interpretaríamos
S = fs1; s2; : : : ; sng como el per…l de un individuo.

10.5 Segundo divertimento: Disimilaridad entre intervalos de [0; 1]

Sea U = [0; 1], considerado como retículo normado. Queremos comparar intervalos de U . Al ser continuo el
universal, consideramos su discretización …nita, eligiendo un número de dígitos signi…cativos. Por ejemplo, si
elegimos un único dígito signi…cativo, obtenemos la siguiente representación endecadaria del universal:

U = f0; :1; :2; :3; :4; :5; :6; :7; :8; :9; 1g
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Ergo, el problema se reduce al caso de tener un universal …nito. Utilizando un conjunto de índices ponderales,
por ejemplo:

W =

½
1

66
;
2

66
;
3

66
;
4

66
;
5

66
;
6

66
;
7

66
;
8

66
;
9

66
;
10

66
;
11

66

¾
la representación ponderada del referencial U = f0; :1; :2; :3; :4; :5; :6; :7; :8; :9; 1g es el multiconjunto:

f0; :1; :1; :2; :2; :2;
4z }| {

:3; : : : ; :3;

5z }| {
:4; : : : ; :4;

6z }| {
:5; : : : ; :5;

7z }| {
:6; : : : ; :6;

8z }| {
:7; : : : ; :7;

9z }| {
:8; : : : ; :8;

10z }| {
:9; : : : ; :9;

11z }| {
1; : : : ; 1g (10.104)

Entonces, cualquier intervalo admite una representación ponderada como multiconjunto, su indicador
ponderado equivalente —cfr. §10.7. Así, por ejemplo:

[:3; :6]! f:3; :4; :5; :6gwÂ = (
6=1+2+3z }| {
0; : : : ; 0;

22=4+5+6+7z }| {
1; : : : ; 1 ;

38=8+9+10+11z }| {
0; : : : ; 0 )

Ejemplo 161 Consideremos el referencial U = [0; 1]. Trabajamos con una precisión de dos dígitos signi…ca-
tivos. Consideremos, como prototipo, el intervalo h:3; :6i. Sean los intervalos h:4; :5i, h:4; :7i, h:2; :5i y h:2; :7i.
Queremos discriminar entre intervalos concéntricos y no concéntricos con el intervalo prototipo h:3; :6i.
Las matrices de coocurrencias de las parejas (h:3; :6i; h:4; :5i), (h:3; :6i; h:4; :7i), (h:3; :6i; h:2; :5i), y (h:3; :6i,

h:2; :7i), son, respectivamente:µ
506 920
0 3725

¶
,
µ
1071 355
665 3060

¶
,
µ
861 565
255 3470

¶
y
µ
1426 0
920 2805

¶
(10.105)

Dos intervalos son concéntricos, precisamente si bc = 0. Comparamos los diferentes índices de disimilaridad
estudiados en los apartados anteriores. Lo mínimo que exigimos es que sean lo que nosotros, más adelante,
proponemos denominar «asignaciones básicas de disimilaridad» —cfr. Def. 196 (pág. 339)—. La
Tabla 10.6 re‡eja una comparativa de la acción de los índices de disimilaridad en el caso del presente ejemplo
ilustrativo.

(h:3; :6i; J)
h:4; :5i h:4; :7i h:2; :5i h:2; :7i

±sm :179 :196 :159 :179

±SS1 :098 :109 :086 :098

±RT :303 :328 :275 :303

±BUB :329 :260 :241 :212

±di :045 :049 :040 :045

±E 30:33 31:78 28:64 30:33

±E2 920 1010 820 920

±J :645 :485 :488 :392

±Cz :476 :320 :323 :244

±SS3 :784 :654 :656 :563

±MC :645 :628 :625 :392

±K2 :323 :314 :312 :196

±OC :404 :3173 :3175 :220

±SI 0 :249 :228 0

±SS4 :211 :227 :208 :160

±SS5 :467 :414 :389 :323
±tam :032 :0036 :0036 :032
±pat 0 :0088 :0054 0

±fo :147 :193 :156 :147

Tabla 10.6: Distinción entre pares de intervalos concéntricos y no concéntricos me-
diante sus indicadores ponderados bivalentes e índices de disimilaridad.
— Fuente: Elaboración propia.
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Como vemos, únicamente

±tam(A;B) =
(b¡ c)2

(a+ b+ c+ d)2

consigue discriminar lo concéntrico de lo no concéntrico. Recordemos que su rango es [0;+1), y que no es
un coe…ciente de disimilaridad, al no ser monótono ni en b ni en c (es no decreciente en b, si c · b, y es no
decreciente en c, si b · c). Sin embargo, sí satisface la condición de minimalidad —cfr. 196 (pág. 339)—,
±tam(A;A) = 0, única exigencia para ser «asignación básica de disimilaridad», siendo además, decreciente en
a y simétrico en (b; c).

En realidad, estas propiedades también las veri…ca:

jb¡ cj
ja+ b+ c+ dj (10.106)

o simplemente,

jb¡ cj (10.107)

que a nuestro entender, surgen de una manera más espontánea —cfr. Tabla 10.7.

(h:3; :6i; J)
h:4; :5i h:4; :7i h:2; :5i h:2; :7i

jb¡ cj 920 310 310 920
jb¡cj

ja+b+c+dj :179 :0602 :0602 :179

Tabla 10.7: Distinción entre pares de intervalos concéntricos y no concéntricos me-
diante sus equivalentes ponderales bivalentes y dos índices de disimila-
ridad más intuitivos que los de la tabla anterior.
— Fuente: Elaboración propia.

10.6 Estudio ilustrativo:
Aplicación de TOPSIS sobre per…les bivalentes en diagnosis
clínica. La discriminación entre tipos de personalidad A y B

Algunas personas están más predispuestas al estrés que otras. En los años 50 se diferencian dos tipos de per-
sonalidad, el Tipo A y el Tipo B —cfr. Friedman, Rosenman y Carroll [1182]; Friedman y Rosenman
[1183]—. Estos cardiólogos americanos recogieron información sobre 1500 hombres, encontraron que se dis-
tinguían perfectamente dos grupos. Los que pertenecían al grupo que denominaron de personalidad Tipo A
parecían ser más propensos a padecer ataques al corazón. Los de Tipo B son personas que disfrutan de una
vida más relajada.

Gough y Heilbrun [1185] establecieron una lista de adjetivos para cali…car ambos tipos de personali-
dad. Herman, Blumenthal, Black y Chesney [1186, 1981] analizaron tal lista de adjetivos, pidiendo a
veinte investigadores en el tema del patrón A, que cali…caran positiva o negativamente cada adjetivo, según lo
considerasen característico (+) o no (¡) del patrón A. Parte del resultado se muestra a continuación.

100 (+) Agresivo, apresurado.

100 (¡) Acomodaticio.
> 90(+) Activo, alerta, ambicioso, asertivo, dominante, enérgico, hostil, impaciente, irritable, rápido.

> 90(¡) Tranquilo, relajado.
> 80(+) Resuelto, vigoroso, impulsivo, intranquilo.

> 80(¡) Apacible, paciente, lento, no ambicioso.
> 70(+) Discutidor, tiránico, excitable, laborioso, persistente, tenso.
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32. ¿Con qué frecuencia crees que podrá 
y deberá haber hecho más cosas de las 
que ha hecho si hubiese calculado mejor 
su tiempo? 
 1. Nunca 
 2. Rara vez 
 3. Con alguna frecuencia 
 4. Frecuentemente 
 5. Siempre 
Seguridad en la respuesta (1-10)  
¿Con qué frecuencia a la semana? 

Figura 10.1: Cuestión número 32 del cuestionario de cambio del paciente (CCP).
Programa de prevención secundaria e intervención terapéutica de fac-
tores de rieso psicosociales de la cardiopatía isquémica.
— Fuente: Doctora Rosa Sender. Departamento de Psiquiatría y Psi-
cobiología Clínica. Subdivisión de Psiquiatría y Psicología. Hospital
Clínico y Provincial de Barcelona —cfr. Sender, Valdés, Riesco y
Martín [1184] (p. 150).

> 70(¡) Pausado, callado, re‡exivo, no excitable.
> 60(+) Seguro de sí mismo, exigente, emprendedor, precipitado, por…ado, abierto, egocéntrico, fuerte.

> 60(¡) Reservado, silencioso, sumiso, débil.
> 50(+) Entusiasta, práctico, voluntarioso, individualista, ruidoso, masculino, perseverante, testarudo.

> 50(¡) Apático, cauteloso, satisfecho, soñador, femenino, amable, perezoso, dócil, asustadizo, tímido.

De la lista de adjetivos, consideremos sólo cinco: agresivo, laborioso, exigente, irritable y testarudo. La
de…nición de los tipos A y B, ideal y anti-ideal, respectivamente sería la siguiente:

Adjetivos: Agresivo(a) Laborioso(a) Exigente Irritable Testarudo(a)
Tipo A (ideal) 1 1 1 1 1

Tipo B (anti-ideal) 0 0 0 0 0

Fijémonos en dos sujetos. Manuel es agresivo, exigente e irritable. No es ni laborioso ni testarudo. Isabel no
es agresiva, pero sí es laboriosa, exigente, irritable y testaruda.

Adjetivos: Agresivo(a) Laborioso(a) Exigente Irritable Testarudo(a)
Manuel 1 0 1 1 0
Isabel 0 1 1 1 1

Un estudio de Price [1187] muestra las frecuencias de citación de las características del tipo A recogidas de la
literatura cientí…ca entre 1959 y 1979. Supongamos que establecemos la importancia de los adjetivos referentes
según los índices ponderales siguientes, en relación a las frecuencias de citación en la literatura cientí…ca:

Adjetivos: Agresivo(a) Laborioso(a) Exigente Irritable Testarudo(a)

Índices ponderales: 10 7 6 9 5

Las matrices de coocurrencia son:

(ManuelwÂ ;IwÂ ) (ManuelwÂ ;I
w

Â ) (IsabelwÂ ;IwÂ ) (IsabelwÂ ;I
w

Â )µ
25 0
12 0

¶ µ
0 25
0 12

¶ µ
27 0
10 0

¶ µ
0 27
0 10

¶
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Como parece que ambos estados representan verdaderas alternativas, verdaderas cualidades presentes aunque
diferentes, entonces parece más adecuado cualquier índice dependiente de las coincidencias positiva y negativa,
como el coe…ciente de coincidencia simple: los valores 0 indican tipo B y los valores 1, tipo A. Utilicemos pues,
el coe…ciente de coincidencia simple —cfr. 10.27:

¾sm(ManuelwÂ ;IwÂ ) = 25=37

¾sm(IsabelwÂ ;IwÂ ) = 25=37

Por ahora, diríamos que Isabel es más tipo A (ideal) de lo que lo es Manuel. Como, por otro lado, al
comparar con el anti-ideal (tipo B):

¾sm(ManuelwÂ ;I
w

Â ) = 12=37

¾sm(IsabelwÂ ;I
w

Â ) = 10=37

se con…rma así que Isabel es más tipo A de lo que lo es Manuel.

Y, en efecto, aunque ya no haría falta calcularlas, vemos que las razones de similitud con el ideal —que
ahora denominaremos razones de similaridad con el ideal, por usar un coe…ciente de disimilaridad en vez
de una disimilitud, como en (10.6)—, son:

S(ManuelwÂ ;I
w
Â ) = 25=37

S(IsabelwÂ ;I
w
Â ) = 27=37

En de…nitiva, que Isabel es más tipo A de lo que lo es Manuel.

Observación 162 Obsérvese, además, la coherencia entre ambas razones de similaridad, pues no son más que
medias ponderadas, a saber, para Manuel:

10 + 6 + 9

10 + 7 + 6 + 9 + 5

y para Isabel:

7 + 6 + 9 + 5

10 + 7 + 6 + 9 + 5

Pero, en realidad, no todo es tan nítido. Existen varias posibilidades de modi…cación de los adjetivos
referentes16 : una temporal (v. gr. con frecuencia, pocas veces, etc.) y la otra de fuerza (v. gr. muy agresivo,
poco agresivo, etc.). Centrándonos en esta última, y una vez determinado un conjunto de cercas semánticas17

que afecten los adjetivos referentes, podríamos, por ejemplo, representar la a…rmación:

«Manuel es bastante agresivo,

para nada laborioso,

muy exigente,

bastante irritable

y algo testarudo.»

Esta representación es un conjunto borroso, que puede modelarse como un subconjunto borroso ordinario
(v. gr. bastante ´ 0:8, etc.), o como un subconjunto borroso de tipo 2 (o sea, trabajando directamente con las
cercas). En todo caso, estaríamos en situación de aplicar nuestra propuesta TOPSIS-0/1 —cfr. infra §10.8—
de modi…cación o extensión de TOPSIS.

16 La característica enérgico se usa a menudo conjuntamente con otras, como competitividad enérgica o energía agresiva —cfr.
Sender, Valdés, Riesco y Martín [1184] (p. 62).

17Cercas semánticas (semantic hedges): como dice George Lakoff [312, 313], palabras cuya función es hacer las cosas más o
menos borrosas. En el ejemplo que aparece en el texto, el adjetivo exigente está cercado por muy. Si bien decir sólo exigente está
repleto de incertidumbre e imprecisión, pues no decimos en qué medida, éstas disminuyen al cercar con muy.

Observemos que exigente, en sí, es un término que representa un concepto borroso. Pero lechuza es un término que representa
un concepto nítido, preciso. Saliéndole al paso a las lechuzas, recuerdo que Alfredo Deaño [314] (p. 345) propone el supuesto de
que alguien diga: «Hegel es una especie de lechuza». La utilización de la cerca semántica una especie de, niega el signi…cado literal
del término lechuza, a la par que a…rma alguno de sus signi…cados connotativos. Y estos son los dos tipos de conceptos borrosos
que distingue George Lakoff [312, 313]: los conceptos borrosos en sí, y los que lo son por estar cercados semánticamente.
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10.7 ®-corte indicador ponderado

La extensión de funciones de…nidas sobre conjuntos nítidos a conjuntos borrosos utilizando los ®-cortes es un
procedimiento bien conocido —cfr. §4.9. Partiendo del hecho de que cualquier conjunto borroso puede ser
representado de manera única utilizando la familia de todos sus ®-cortes —cfr. §4.4—, vemos los ®-cortes de
un objeto borroso como objetos nítidos. Esto nos recuerda la postura atomista de Jerry Alan Fodor [652]
—cfr. §13.1—. Por tanto, de…nimos la presencia o ausencia de cualquier propiedad en la descripción borrosa de
un objeto o clase a partir de la combinación de los resultados de la evaluación de la presencia o la ausencia de la
propiedad en todos sus ®-cortes. Llamamos ®-corte indicador ponderado a la tupla bivalente que representa
la presencia o la ausencia de las características en el (objeto nítido) ®-corte —cfr. §10.7—. Trabajando bajo
este formalismo, es posible considerar que algunas propiedades sean más importantes que otras.

Para todo subconjunto de propiedades (atributos) A 2 P(P ), de…nimos su indicador equivalente como:

AÂ = (ÂA(p1); : : : ; ÂA(pn)) (10.108)

donde ÂA es la función indicadora (característica) del conjunto A, o sea, ÂA(x) = 1 si x 2 A y ÂA(x) = 0 si
x =2 A.

Dados dos subconjuntos de propiedades plausibles A;B 2 P(P ), podemos medir la «disimilaridad» entre
ellos, midiendo la «disimilaridad» entre sus indicadores equivalentes, utilizando para ello cualquiera de los
coe…cientes de disimilaridad vistos en las secciones anteriores.

Como discutíamos anteriormente, una di…cultad que surge al usar estas medidas de disimilaridad es que
sólamente denpenden de la presencia o la ausencia de los elementos, pero no de qué elementos —cfr. §10.4—.
Por ejemplo, si el universo de discurso tiene más de tres elementos, la disimilaridad entre dos conjuntos disjuntos
y binarios (dos elementos) es siempre la misma, sin depender de los conjuntos.

La teoría de la información proporciona una solución, introduciendo una ponderación —cfr. Cover y
Thomas [702]; Pardo [703]; Khinchin [704]—. Sea w = fw1; : : : ; wng un conjunto de índices ponderales tales
que w1 + : : : + wn = 1. Sea s el número de dígitos signi…cativos a la derecha del punto decimal. Para cada i
de…nimos w¤i = 10swi. De…nimos el indicador ponderado equivalente de A como:

A! AwÂ = (

w¤1 vecesz }| {
ÂA(p1); : : : ; ÂA(p1); : : : ;

w¤n vecesz }| {
ÂA(pn); : : : ; ÂA(pn)) (10.109)

Cada uno de estos bits se interpreta como la presencia o ausencia de una propiedad concreta18. La mul-
tiplicidad de los bits correspondientes a una misma propiedad sólo es indicativa de la importancia de dicha
propiedad. Proponemos medir la disimilaridad mediante:

d(A;B) = d(AwÂ ; B
w
Â ) (10.110)

De este modo, en el caso de los ®-cortes de subconjuntos borrosos:

dH
®(Oi; Oj) = ±(

®Oi
w
Â ;

®Oj
w
Â ) (10.111)

donde ®Oi
w
Â denota el indicador ponderado equivalente del ®-corte del objeto Oi (que llamaremos, abusando

quizás un poco del lenguaje, ®-corte indicador ponderado de Oi) y ± es una asignación de disimilaridad
entre conjuntos nítidos …nitos —cfr. §10.4 y Def. 197 (pág. 339)—. Ahora bien, como los ®Oi

w
Â son tuplas

bivalentes, es razonable que ± sea alguno de los índices «especí…cos» de disimilaridad entre tuplas bivalentes
—cfr. §10.2. En los ejemplos de aplicación usaremos 17 de estos índices.

Observación 163 Los indicadores equivalentes XÂ y Xw
Â , son variables nominales de conjuntos, de dimen-

siones n y w¤1£w¤2£: : :£w¤n, respectivamente. Sneath y Sokal [242] (p. 150) proponen una representación
18El proceso de identi…cación de un conjunto ordinario con un vector o cadena binaria, donde un bit se interprete como la presencia

o ausencia de una característica concreta (…ngerprinting) es frecuentemente usado en Química Informática («chemoinformatics»),
por ejemplo, con el objetivo de valorar la similaridad entre dos moléculas —cfr. Bradshaw [1141]; Willett, Barnard y Downs
[1142]—. El proceso de «…ngerprinting» es independiente de la medida que posteriormente se utilice para asociar o comparar
tales cadenas binarias. Como …nalidad puede tenerse un proceso de clasi…cación (asignación de una molécula a una clase o a un
conjunto de clases según sea la similitud con los prototipos de las clases); de análisis de agrupamientos –«clustering»– (división
del conjunto de moléculas en varios subconjuntos –agrupamientos o «clusters»– de manera que las moléculas de una misma clase
sean más similares entre sí de lo que puedan serlo respecto de las moléculas de cualquier otra clase); de predicción de propiedades
—cfr. Brown y Martin [1143]—, de diseño («synthesis design») —cfr. Wipke y Rogers [1144]—, de un cribado (screening)
virtual —cfr. Bohm y Schneider [1145]— o de análisis de diversidad molecular —cfr. Dean y Lewis [1146].



10.8. TOPSIS-0/1 305

alternativa para las variables nominales: si la variable nominal está en el estado k, entonces las primeras
(k¡ 1) variables bivalentes de su representación, estarían valoradas como 1, y las restantes, como 0. Por ello,
esta representación sólo utiliza (n¡ 1) variables bivalentes, en el caso de XÂ, y (w¤1 £w¤2 £ : : :£w¤n)¡w¤n, si
se trata de Xw

Â . No obstante, para su implementación efectiva, debe recurrirse a técnicas de implementación
especí…ca de matrices esparcidas.

10.8 TOPSIS-0/1

TOPSIS —cfr. §10.1.6— asume que cada atributo tiene una tendencia hacia la utilidad monótona creciente o
decreciente —cfr. Triantaphyllou y Lin [1188] (p. 284)—. Es por ello que, parece razonable que aquella
alternativa que sea elegida como la mejor debería estar a la menor distancia desde la solución ideal y a la mayor
distancia desde la solución anti-ideal. Como vimos en §10.1.6, TOPSIS asume un sentido euclideo para la
distancia. Recordemos que la «alternativa» ideal I (resp., la anti-ideal I) tiene como valor de cada atributo la
puntuación máxima (resp., mínima) de entre las que aparecen asignadas a ese atributo en la matriz de decisión.

Sean A y C = fC1; : : : ; Cng dos conjuntos …nitos, el primero de alternativas (los objetos borrosos) y
el segundo de criterios (los atributos). Representamos toda alternativa A mediante una n-tupla ordenada
numérica A = hA(C1); : : : ; A(Cn)i. Como dijimos en §10.1.6, para evaluar la cercanía a la solución ideal, así
como la lejanía de la solución anti-ideal, TOPSIS usa una métrica ponderada de Minkowski:

dwp (x; y) =
³Xn

i=1
wijxi ¡ yijp

´1=p
(10.112)

donde x e y son las descripciones numéricas —usando n variables numéricas— de dos elementos del universo de
discurso, 1 · p <1 y w = hw1; : : : ; wni es una n-tupla ordenada de índices ponderales que permite distinguir
entre criterios más o menos relevantes. Como las estructuras de preferencia generadas por la cercanía a la ideal
y la lejanía a la anti-ideal pueden ser diferentes, Hwang and Yoon [991] de…nieron la razón de similitud a la
ideal («relative closeness to ideal solution») de cualquier alternativa A:

S(A; I) =
dwp (A; I)

dwp (A; I) + d
w
p (A; I)

(10.113)

Lo que proponemos es modi…car (10.113) reemplazando dwp por una disimilaridad horizontal entre ®-cortes:

S(A; I) =
DH(A; I; p; w; dH® ; x)

DH(A; I; p; w; dH® ; x) +D
H(A; I; p; w; dH® ; x)

(10.114)

donde DH se de…ne según §7.1.3, p es el subconjunto …nito de [0; 1] de…nido como la unión de todos los conjuntos
de nivel de las alternativas, w : p ! [0;+1) es la función ponderal constante w(®) = 1= jpj, y la función de
disimilaridad entre ®-cortes indicadores ponderados —cfr. Ec. 10.111— es la misma para todo ® 2 [0; 1].
Denominamos TOPSIS-0/1 a esta modi…cación de TOPSIS.

10.9 Estudio ilustrativo:
Elección por valoración de criterios igualmente importantes

Para cualquiera de los ejemplos y situaciones relacionadas con la elección de personal, podemos asumir que
disponemos de un servidor intranet para recursos humanos, seguramente con posibilidad de extensión a una
extranet (como SABRE, ECONOMOST o ASAP —cfr. Short y Venkatraman [1189]), sobre la que pueda
implantarse un IIS (Interorganizational Information System), quizás debida a una estructura coyuntural virtual
de red temporal de empresas —cfr. Vásquez Bronfman [871]; Punset [866]—. Microsoft HR Web —
cfr. Honeycutt [1190] (pp. 70ss., de la edición española)—, por cierto, integrado en SAP R/3, uno de los
ERP (Enterprise Resource Planning) más conocidos, puede servir como núcleo sobre el que desarrollar un
sistema de gestión de base de datos que use ODMG. En de…nitiva, un sistema como infraestructura técnica
que ponga a disposición de los usuarios autorizados de la empresa los datos e información de la misma —cfr.
García Bravo [1191] (p. 225)— para ser procesados y trabajar con ellos posteriormente19, seguramente

19 El concepto de Data Warehouse es prácticamente sinónimo. En palabras de Félix Cuesta Fernández [1192] —citado
por Daniel García Bravo [1191] (p. 225): [...] es el de un almacén de datos que recoge información, tanto interna como
externa, reorganizando dichos datos y almacenándolos en un nuevo repositorio, haciéndola accesible a cualquier ubicación para su
explotación.»
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mediante aplicaciones que caerán dentro de las categorías estándar DSS (Decision Support Systems), GDSS
(Group Decision Support Systems), EIS (Executive Information Systems), ESS (Executive Support Systems) o
MIS (Management Information Systems) —cfr. García Bravo [1191] (pp. 93ss., 97ss, 102ss., 102ss., 85ss.,
respectivamente).

Trabajemos de nuevo con el supuesto recogido en §10.1.7. La unión de los conjuntos de niveles es:

¤(A1) [ ¤(A2) [ ¤(A3) = f:4; :5; :6; :7; :8; :9g

La Tabla 10.8 muestra este conjunto de ®-cortes considerados.

®-cortes considerados
:4A1 = fC1; C2; C3g :4A2 = fC1; C2; C3g :4A3 = fC1; C2; C3g
:5A1 = fC1; C3g :5A2 = fC1; C2; C3g :5A3 = fC1; C3g
:6A1 = fC1; C3g :6A2 = fC2; C3g :6A3 = fC1; C3g
:7A1 = fC1; C3g :7A2 = fC2; C3g :7A3 = fC3g
:8A1 = fC1g :8A2 = fC1g :8A3 = ?
:9A1 = fC1g :9A2 = fC1g :9A3 = ?

Tabla 10.8: Tabla que muestra los ®-cortes considerados en el supuesto recogido en
§10.1.7.
— Fuente: Elaboración propia.

En la Tabla 10.9 se recogen las matrices de presencia-ausencia correspondientes a las comparaciones dos
a dos entre los ®-cortes indicadores ponderados de las alternativas —cfr. 10.7—. De cara a simpli…car la
notación, los notamos como ®A, en vez de ®AwÂ .

Relaciones de coocurrencia entre objetos
s12 s13 s23

:4A1 = (1; 1; 1)
:4A2 = (1; 1; 1)

:4A3 = (1; 1; 1)

µ
3 0
0 0

¶ µ
3 0
0 0

¶ µ
3 0
0 0

¶
:5A1 = (1; 0; 1)

:5A2 = (1; 1; 1)
:5A3 = (1; 0; 1)

µ
2 0
1 0

¶ µ
2 0
0 1

¶ µ
2 1
0 0

¶
:6A1 = (1; 0; 1) :6A2 = (0; 1; 1) :6A3 = (1; 0; 1)

µ
1 1
1 0

¶ µ
2 0
0 1

¶ µ
1 1
1 0

¶
:7A1 = (1; 0; 1) :7A2 = (0; 1; 1) :7A3 = (0; 0; 1)

µ
1 1
1 0

¶ µ
1 1
0 1

¶ µ
1 1
0 1

¶
:8A1 = (1; 0; 0)

:8A2 = (1; 0; 0)
:8A3 = (0; 0; 0)

µ
1 0
0 2

¶ µ
0 1
0 2

¶ µ
0 1
0 2

¶
:9A1 = (1; 0; 0)

:9A2 = (1; 0; 0)
:9A3 = (0; 0; 0)

µ
1 0
0 2

¶ µ
0 1
0 2

¶ µ
0 1
0 2

¶
Tabla 10.9: Tabla de doble entrada que recoge, entre el objeto i y el objeto j,

la relación de co-ocurrencia (acuerdo-desacuerdo, presencia-ausencia),
con respecto al supuesto recogido en §10.1.7.
— Fuente: Elaboración propia.

Las Tablas 10.10 y 10.11, muestran, para las «alternativas» ideal y anti-ideal, los ®-cortes y sus repre-
sentaciones bivalentes. En la Tabla 10.12 aparecen las matrices de presencia-ausencia correspondientes a las
comparaciones entre los ®-cortes indicadores ponderados de las alternativas con los de las «alternativas» ideal
y anti-ideal.

En este ejemplo, elegimos, en base a su frecuente uso en la literatura, cinco coe…cientes de disimilaridad de
entre todos los relacionados en §10.2:

² «Simple-Matching» (±sm) —cfr. Ec. 10.27—,

² «Sneath-Sokal(1)» (±SS1) —cfr. Ec.10.28—,

de la clase Dd —cfr. Ec. 10.92—, y
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Ideal: ®-cortes considerados
:4I = fC1; C2; C3g :4I = (1; 1; 1)
:5I = fC1; C2; C3g :5I = (1; 1; 1)
:6I = fC1; C2; C3g :6I = (1; 1; 1)
:7I = fC1; C2; C3g :7I = (1; 1; 1)
:8I = fC1; C3g :8I = (1; 0; 1)
:9I = fC1g :9I = (1; 0; 0)

Tabla 10.10: Caso de la «alternativa» ideal. ®-cortes considerados y sus representa-
ciones bivalentes, en el supuesto recogido en §10.1.7.
— Fuente: Elaboración propia.

Anti-ideal: ®-cortes considerados
:4I = fC1; C2; C3g :4I = (1; 1; 1)
:5I = fC1; C3g :5I = (1; 0; 1)
:6I = fC3g :6I = (0; 0; 1)
:7I = fC3g :7I = (0; 0; 1)
:8I = ? :8I = (0; 0; 0)
:9I = ? :9I = (0; 0; 0)

Tabla 10.11: Caso de la «alternativa» anti-ideal. ®-cortes considerados y sus repre-
sentaciones bivalentes, en el supuesto recogido en §10.1.7.
— Fuente: Elaboración propia.

² «Jaccard-Tanimoto» (±J) —cfr. Ec. 10.34—,

² «Czekanowski-Sørensen-Dice-Bray» (±Cz) —cfr. Ec. 10.35—, y

² «Sneath-Sokal(3)» (±SS3) —cfr. Ec. 10.36—,

de la clase D:d —cfr. Ec. 10.93.

Consideramos:

S(A;I) = DH(A;I; f0; 1g; (1=2; 1=2); dH® ; x)
DH(A;I; f0; 1g; (1=2; 1=2); dH® ; x) +DH(A;I; f0; 1g; (1=2; 1=2); dH® ; x)

(10.115)

donde p = f:4; :5; :6; :7; :8; :9g, w : p ! R+0 es la función constante w(®) = 1= jpj = 1=6, y el coe…ciente de
disimilaridad entre ®-cortes indicadores ponderados que empleamos, a saber, dH® 2 f±sm; ±SS1; ±J; ±Cz; ±SS3g, es
el misma para todo ® 2 [0; 1]. De este modo, obtenemos los resultados que aparecen en la Tabla 10.13.

Es decir, obtenemos la estructura de preferencias —cfr. Tabla 10.13:

A2 > A1 > A3 (10.116)

Observación 164 Podemos apreciar una relación de proximidad o a…nidad entre alternativas, hallando una
ordenación de las posibles parejas, según su a…nidad. Usando las medidas horizontales de disimilitud DH';w,
obtenemos lo que muestra la Tabla 10.14.

Es decir dos ordenaciones diferentes, correspondientes a las dos «subfamilias» de disimilaridades usadas
—cfr. Tabla 10.14:

±sm;SS11;3 < ±sm;SS11;2 < ±sm;SS12;3 (10.117)

±J;Cz;SS31;2 < ±J;Cz;SS31;3 < ±J;Cz;SS32;3 (10.118)

La primera ordenación (esto es, teniendo en cuenta las coincidencias en ausencias) obtiene como más
similares entre sí las alternativas A1 y A3, mientras que la segunda ordenación (obviando las coincidencias
en ausencias) propone como más similares entre sí las alternativas A1 y A2. Obsérvese que en ambos casos,
las menos similares son A2 y A3. Obsérvese también la coherencia de estos resultados con el orden dado por
(10.116). No sería coherente por ejemplo una mayor proximidad entre A2 y A3, pues A1 está «en medio».

Observación 165 En la identi…cación que hemos hecho entre ®-cortes y vectores binarios, ¿0 signi…ca «ausente»
y 1 «presente»?. El hecho de que C1 no esté presente en :7A2 = fC2; C3g ni en :7A3 = fC3g, ¿hace a estos
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Relación de coocurrencia respecto de los ®-cortes ponderados de la
«alternativa» ideal «alternativa» anti-ideal

® (A1;I) (A2;I) (A3;I) (A1;I) (A2;I) (A3;I)
:4

µ
3 0
0 0

¶ µ
3 0
0 0

¶ µ
3 0
0 0

¶ µ
3 0
0 0

¶ µ
3 0
0 0

¶ µ
3 0
0 0

¶
:5

µ
2 0
1 0

¶ µ
3 0
0 0

¶ µ
2 0
1 0

¶ µ
2 0
0 1

¶ µ
2 1
0 0

¶ µ
2 0
0 1

¶
:6

µ
2 0
1 0

¶ µ
2 0
1 0

¶ µ
2 0
1 0

¶ µ
1 1
0 1

¶ µ
1 0
1 1

¶ µ
1 1
0 1

¶
:7

µ
2 0
1 0

¶ µ
2 0
1 0

¶ µ
1 0
2 0

¶ µ
1 1
0 1

¶ µ
1 1
0 1

¶ µ
1 0
0 2

¶
:8

µ
1 0
1 1

¶ µ
1 0
1 1

¶ µ
0 0
2 1

¶ µ
0 1
0 2

¶ µ
0 1
0 2

¶ µ
0 0
0 3

¶
:9

µ
1 0
0 2

¶ µ
1 0
0 2

¶ µ
0 0
1 2

¶ µ
0 1
0 2

¶ µ
0 1
0 2

¶ µ
0 0
0 3

¶
Tabla 10.12: Tabla de doble entrada que recoge la relación de co-ocurrencia entre

la alternativa Ai y las alternativas ideal y anti-ideal, en el supuesto
recogido en §10.1.7.
— Fuente: Elaboración propia.

Ejemplo de aplicación de TOPSIS-0/1
±sm ±SS1 ±J

I I S I I S I I S
A1 :2222 2=9 1=2 2=15 2=15 1=2 1=4 1=2 2=3
A2 :1667 5=18 5=8 1=10 1=6 5=8 7=36 5=9 20=27
A3 :3889 1=18 1=8 4=15 1=30 1=9 5=9 1=12 3=23

±Cz ±SS3

I I S I I S
A1 7=45 4=9 20=27 13=36 5=9 20=33
A2 11=90 43=90 43=54 5=18 23=36 23=33
A3 29=60 1=18 10=97 19=30 1=9 10=67

Tabla 10.13: Resultados de TOPSIS-0/1 utilizando diferentes coe…cientes de disimi-
laridad para el supuesto recogido en §10.1.7.
— Fuente: Elaboración propia.

dos ®-cortes más similares? Es decir, ¿es C1 una característica de similaridad para ellos? En principio, si
la respuesta es sí, elegiríamos medir con alguna disimilaridad de Dd —cfr. Ec. 10.92—, mientras que si la
respuesta es no, utilizaríamos alguna disimilaridad de D:d —cfr. Ec. 10.93.

Observación 166 Un índice genérico debido a Gower [1193], particularmente útil cuando se usan variables
de diferentes tipos (binarias, ordinales y numéricas), es el siguiente:

sij =

Pp
k=1wijksijkPp
k=1wijk

(10.119)

Los pesos wijk suelen ser 1 o 0, dependiendo de si se considera o no la comparación entre i y j en el atributo
o variable k. Si la variable k se desconoce para uno o ambos individuos, wijk = 0. En el caso de variables
categóricas, si valen lo mismo en ambos individuos, entonces sij = 1, y en caso contrario, sij = 0. Para
variables numéricas:

sijk = 1¡ jxik ¡ xjkj
Rk

(10.120)

En nuestro ejemplo, su estructura de preferencias no coincide con la hallada anteriormente. Observando la
Tabla 10.15, vemos que la estructura de preferencias que se obtiene es:

A3 > A1 > A2 (10.121)
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180£DH';w(A;B; u; w; dH® ; ')
±sm ±SS1 ±J ±Cz ±SS3

(A1; A2) 50 36 50 36 63
(A1; A3) 30 18 15 70 80
(A2; A3) 60 39 105 91 119

Tabla 10.14: Cálculo de la disimilitud horizontal basada en ®-cortes indicadores
ponderados, utilizando diferentes coe…cientes de disimilaridad, en el
supuesto recogido en §10.1.7.
— Fuente: Elaboración propia.

Razones de similaridad
Candidatos I I

A1 :3333 :6666
A2 :6666 :3333
A3 :0833 :9166

Tabla 10.15: Cálculo de la disimilitud horizontal basada en ®-cortes indicadores
ponderados, utilizando diferentes coe…cientes de disimilaridad, en el
supuesto recogido en §10.1.7.
— Fuente: Elaboración propia.

Observación 167 Algo sobre lo que re‡exionar son los valores en sí mismos. Por ejemplo, todos los valores
que proporciona ±sm son menores que 1=2, lo que podría interpretarse como que los miembros de cualquiera de
las tres parejas de objetos están entre sí «más cerca que lejos». Ocurre lo mismo con ±SS1. Los coe…cientes
de disimilaridad de f±J; ±Cz; ±A1g actúan similarmente entre ellas, con respecto a lo que estamos comentando,
sin embargo su actuación es diferente a la de ±sm y ±SS1. En este caso: A1 está «más cerca que lejos» de A2,
también A1 está «más cerca que lejos» de A3, pero A2 y A3 están entre sí «más lejos que cerca». ¿Es esta
interpretación válida?

Observación 168 Diremos que dos índices de similaridad son conjuntamente monótonos, precisamente si
inducen la misma ordenación en el conjunto de parejas. Obviamente esto ocurre si están relacionados por una
función monótona en [0; 1], por ejemplo, el coe…ciente de similaridad de Hamann (sH) —cfr. 10.57— está
monótamente relacionado con el de coincidencia simple (ssm) —cfr. «Simple-Matching», Ec. 10.27:

sH = 2ssm ¡ 1 (10.122)

¿Es extensible lo comentado en la observación anterior a las clases Dd —cfr. Ec. 10.92— y D:d —cfr. Ec.
10.93? Es decir, ¿son conjuntamente monótonas todas las disimilaridades pertenecientes a Dd? ¿Y todas las
de D:d?

De todas maneras, seguramente que en el conjunto de índices de disimilaridad que elijamos habrá de Dd y
D:d. En general, no habrá monotonicidad sobre el espacio de trabajo. En 1982, Hubalek [1194] apuntaba la
realización de un análisis de agrupamientos de los coe…cientes, donde los coe…cientes residentes en un mismo
agrupamiento son conjuntamente monótonos. Más recientemente, se ha sugerido usar estos agrupamientos
para elegir coe…cientes y mejorar la inferencia aplicando técnicas de fusión sobre ellos —cfr. Holliday, Hu y
Willett [1156]; Ginn, Willett y Bradshaw [1195].

10.10 Estudio ilustrativo:
Elección por valoración de criterios desigualmente importantes

Para medir la disimilaridad entre los ®-cortes, hemos utilizado un total de 17 coe…cientes de disimilaridad
distintos, a saber, todas las disimilitudes que …guran en el apéndice §10.2, en las familias Dd —cfr. (10.92)—,
y D:d —cfr. (10.93).

Tenemos pues 17 ordenaciones. Para cada alternativa, esto es, para cada candidato, consideramos la media
aritmética de las posiciones en cada una de las posibles ordenaciones. De este modo, construimos una ordenación
«consensuada», que comparamos con la ordenación «consensuada» a partir de 37 métodos multicriterio, para
el supuesto propuesto en la sección §10.1.8. De entre estas estrategias, las señaladas con «s» intervendrán en
una simulación posterior —cfr. §10.12.
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Junto a TOPSIS («Technique for Order Preference by Similarity to Ideal Solution») —cfr. sección
§10.1.6—, será un total de 26 los métodos que participarán en dicha simulación.

10.10.1 Suma ponderada (Laplace) s
Llamado weighted average por Vincke [104] (pp. 107-108) —cfr. v. gr. Leal Millán, Sánchez-Apellániz,
Roldán Salgueiro y Vázquez Sánchez [1196] (pp. 258-259); Barba-Romero y Pomerol [1081, 1082]
(pp. 92ss, de la edición española); White [79] (p. 45).

Es el método que habitualmente se emplea para evaluar estudiantes —acerca de esto puede leerse a Schärlig
[1197] (cap. 6). Su de…nición es:

bA = argmax
A2A

X
C2C

w(C)A(C) (10.123)

En la literatura aparece frecuentemente denominado como weighted sum model (WSM) o simple additive
weighting (SAW), Lo habitual es que la primera denominación se re…era a que se haya normalizado según NOR3

y la segunda, a que se haya hecho según NOR2.

Para el supuesto propuesto en la sección §10.1.8, la ordenación que se obtiene es:

Germán Â Daniel Â Hilario Â Blanca Â Alberto Â Emilia (10.124)

10.10.2 Suma ponderada (con normalización por el máximo) s
El software DECISION PAD usa suma ponderada pero con normalización por el máximo —cfr. Kepner y
Tregoe [649]; Barba-Romero y Pomerol [1081, 1082] (pp. 310-316, de la edición española).

Para el supuesto propuesto en la sección §10.1.8, la ordenación que se obtiene es:

Germán Â Daniel Â Blanca Â Hilario Â Emilia Â Alberto (10.125)

10.10.3 Producto ponderado s
El resultado de aplicar este método es algo menos dependiente de los procedimientos de normalización que el
anterior, aunque siguen teniendo demasiada in‡uencia los valores extremos —cfr. Leal Millán, Sánchez-
Apellániz, Roldán Salgueiro y Vázquez Sánchez [1196] (pp. 260-262); Barba-Romero y Pomerol
[1081, 1082] (pp. 97ss, de la edición española):

bA = argmax
A2A

Y
C2C

w(C)A(C) (10.126)

Para el supuesto propuesto en la sección §10.1.8, la ordenación que se obtiene es:

Germán Â Daniel Â Hilario Â Alberto Â Blanca Â Emilia (10.127)

10.10.4 Agregación de Borda s
Este método fue propuesto en 1770 por Jean-Charles de Borda —cfr. Borda [1198]; Barba-Romero y
Pomerol [1081, 1082] (pp. 124ss, de la edición española).

Se conoce también como «diferencia de rangos» —cfr. Vansnick [1199] (p. 289); Barba-Romero y
Pomerol [1081, 1082] (pp. 131-132, de la edición española)—, «suma de rangos» —cfr. Vincke [104] (p.
109)—, y por otros que veremos a continuación.

La estructura de preferencias se de…ne:

A Â A0 ()
X
C2C

rC(A) >
X
C2C

rC(A
0) (10.128)

A ¼ A0 ()
X
C2C

rC(A) =
X
C2C

rC(A
0) (10.129)
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para toda A;A0 2 A, siendo rC(X) la posición de la alternativa X según el criterio C.

La Tabla 10.16 muestra el cálculo de la estructura de preferencias, según el método de Borda, para el
supuesto propuesto en la sección §10.1.8, utilizando los coe…cientes canónicos de Borda 6 > 5 > 4 > 3 > 2 > 1
para seis alternativas. La última columna muestra el cálculo de la estructura de preferencias, si introducimos
directamente ponderaciones en el método de Borda, para el mismo supuesto —la idea es la misma que nos
permitió de…nir el indicador ponderado equivalente (cfr. §10.7).

Alternativas r1 r2 r3 r4 r5
P
rj 4

P
(100£wj)rj 4

Alberto 1; 2; 3 4 4 5 6 20; 21; 22 6 385; 410; 435 6
Blanca 6 5 1 1 1; 2 14; 15 2 325; 345 2
Daniel 4; 5 2 6 2 5 19; 20 5 350; 375 3
Emilia 1; 2; 3 6 3 4 4 18; 19; 20 4 365; 390; 415 5
Germán 1; 2; 3 1 5 3 1; 2 11; 12; 13; 14 1 180; : : : ;250 1
Hilario 4; 5 3 2 6 3 18; 19 3 375; 400 4
Pesos: 0:25 0:25 0 :10 0:20 0: 20

Tabla 10.16: Estructura de preferencias, según el método de agregación de Borda,
correspondiente al supuesto propuesto en la sección §10.1.8
— Fuente: Elaboración propia.

Barba-Romero y Pomerol [1081, 1082] (pp. 129-131, de la edición española), proponen interpretar la
agregación de Borda, según lo que ellos denominan «votación a lo Borda»: ordenar las alternativas según
el número de votos favorables (vf ) —cfr. Tabla 10.17 (columna 4f ), siendo el número de votos a favor el que
no aparece entre paréntesis, utilizando, en caso de igualdad de rangos, la media aritmética de los rangos, como
propuso Kendall.

Como comentan Barba-Romero y Pomerol [1081, 1082] (pp. 132-133, de la edición española), el
«método de los votos a favor menos los votos en contra» de Luce y Raïffa [538] —también llamado
«método ajustado de Borda» por Black [122]—, también produce la misma estructura de preferencias
—cfr. Tabla 10.17 (columna 4fc); en este caso, en los empates no se suma.

Alberto Blanca Daniel Emilia Germán Hilario A favor (vf ) 4f vf ¡ vc 4fc
Alberto 0 2 2 1; 5(1) 1 2 8; 5(8) 6 ¡8 6
Blanca 3 0 3 4 2; 5(2) 3 15; 5(15) 2 6 2
Daniel 3 2 0 2 1 2; 5(2) 10; 5(10) 5 ¡4 5
Emilia 3:5(3) 1 3 0 1; 5(1) 2 11(10) 4 ¡3 4
Germán 4 2; 5(2) 4 3; 5(3) 0 4 18(17) 1 11 1
Hilario 3 2 2; 5(2) 3 1 0 11; 5(11) 3 ¡2 3

vc 16; 5(16) 9; 5(9) 14; 5(14) 13; 5(13) 7(6) 13; 5(13)

Tabla 10.17: Estructuras de preferencias, según el método ajustado de Borda , bajo
las interpretaciones votación a lo Borda y votos a favor menos votos
en contra, correspondiente al supuesto propuesto en la sección §10.1.8.
Igual que vf representa los votos a favor, vc representa los votos en
contra.
— Fuente: Elaboración propia.

Resumiendo, para el supuesto propuesto en la sección §10.1.8, las ordenaciones que se obtienen son:

Borda 7¡! Germán Â Blanca Â Hilario Â Emilia Â Daniel Â Alberto (10.130)

Borda ponderado 7¡! Germán Â Blanca Â Daniel Â Hilario Â Emilia Â Alberto (10.131)

10.10.5 Votación por mayoría simple o agregación de Condorcet

Marie Jean Antoine Nicolas de Caritat Condorcet propone que A Â A0 precisamente cuando el número de
criterios (votantes) para los que A es mejor que A0, sea mayor que el número de criterios para los que A0 sea
mejor que A —cfr. Condorcet [1200]; Vincke [104] (p. 110).

La propuesta de Condorcet es votar sobre todas las parejas posibles de alternativas. La Tabla 10.19
muestra la estructura de preferencias, según el método de Condorcet, para el supuesto propuesto en la
sección §10.1.8. En ella …guran los votos. Por ejemplo, en la votación de Alberto contra Blanca, Alberto
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obtiene 2 votos, mientras que Blanca obtiene 3, por lo que gana Blanca. De este modo, observamos (…gura
destacada) la la relación de indiferencia entre Germán y Blanca. Además, Germán gana a cualquier alternativa
(salvo a Blanca) y Blanca gana a cualquier alternativa (salvo a Germán). Por tanto, a ellos se les asignan los dos
primeros puestos en el orden. Observamos también la relación de indiferencia entre Daniel e Hilario. Pero aquí
se genera un ciclo de preferencias (una intransitividad), puesto que, Daniel pierde contra Emilia, pero Emilia
pierde contra Hilario (que empata cuando se enfrenta con Daniel). Por ello, se les asignan, indiferentemente,
los puestos tercero, cuarto y quinto. Finalmente, Alberto pierde contra todos. En resumen, la ordenación que
se obtiene es:

Blanca ¼ Germán Â Daniel ¼ Emilia ¼ Hilario Â Alberto (10.132)

Alberto Blanca Daniel Emilia Germán Hilario 4
Alberto 0 2 2 1; 5(1) 1 2 6
Blanca 3 0 3 4 2;5(2) 3 1; 2
Daniel 3 2 0 2 1 2;5(2) 3; 4; 5
Emilia 3:5(3) 1 3 0 1; 5(1) 2 3; 4; 5
Germán 4 2;5(2) 4 3; 5(3) 0 4 1; 2
Hilario 3 2 2;5(2) 3 1 0 3; 4; 5

Tabla 10.18: Estructuras de preferencias, según el método de Condorcet , corre-
spondiente al supuesto propuesto en la sección §10.1.8
— Fuente: Elaboración propia.

Esta aparición de intransitividades ya la señaló Condorcet hace más de doscientos años. Actualmente este
hecho se conoce como «paradoja del voto» o «efecto Condorcet». A medida que se incrementa el número de
alternativas, aumenta la probabilidad de aparecer intransitividades —cfr. Gehrlein [1201]; Barba-Romero
y Pomerol [1081, 1082] (p. 144, de la edición española).

10.10.6 Método de Copeland s
El método de Copeland20 —cfr. Barba-Romero y Pomerol [1081, 1082] (pp. 141ss, de la edición es-
pañola)—, de agregación de preferencias o de «victorias menos derrotas», pues consiste en ordenar las alter-
nativas, de acuerdo al cálculo de la suma de las victorias menos las derrotas, para cada una de ellas, en una
votación por mayoría simple. Si el método de Condorcet genera un preorden total, entonces el de Copeland
genera el mismo preorden, y bastaría contar el número de victorias. Por tanto, es este último el método que
simulamos.

Por cierto, que, Peter C. Fishburn [1203] muestra mediante simulación, que los métodos de Borda y
Copeland están de acuerdo en más del 80 por ciento de los 1:000 casos que él genera.

La Tabla ?? muestra el cálculo de la estructura de preferencias, según el método de Copeland, para el
supuesto propuesto en la sección §10.1.8. La ordenación que se obtiene es:

Blanca ¼ Germán Â Hilario Â Emilia Â Daniel Â Alberto (10.133)

Alberto Blanca Daniel Emilia Germán Hilario V ¡D 4
Alberto 0 ¡1 ¡1 ¡1 ¡1 ¡1 ¡5 6
Blanca 1 0 1 1 0 1 4 1; 2
Daniel 1 ¡1 0 ¡1 ¡1 0 ¡2 5
Emilia 1 ¡1 1 0 ¡1 ¡1 ¡1 4
Germán 1 0 1 1 0 1 4 1; 2
Hilario 1 ¡1 0 1 ¡1 0 0 3

Tabla 10.19: Estructuras de preferencias, según el método de Copeland , correspon-
diente al supuesto propuesto en la sección §10.1.8
— Fuente: Elaboración propia.

20R. Duncan Luce y Howard Raïffa [538] a…rman —cfr. Barba-Romero y Pomerol [1081, 1082] (p. 141, de la edición
española)— que este método fue propuesto por Copeland en un seminario en la Universidad de Michigan —cfr. Copeland [1202].
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10.10.7 Método de Arrow y Raynaud s

Es un método que se basa en cinco axiomas. El tercero, denominado de respuesta positiva, a…rma que la
intensidad de la preferencia entre dos alternativas cualesquiera, es una función estrictamente creciente del
número de criterios que clasi…can una de las dos antes que la otra. De este modo, a partir de la matriz de
decisión, se construye una «matriz de clasi…cación» (aij), en la que cada «coe…ciente de clasi…cación» aij ,
representa el número de criterios para los que la alternativa Ai domina a Aj . Es claro que aji = jCj ¡ aij .
Puede consultarse su descripción, por ejemplo, en: Arrow-Raynaud [1204] (pp. 97ss de la edición española);
Leal Millán, Sánchez-Apellániz, Roldán Salgueiro y Vázquez Sánchez [1196] (pp. 282ss); Romero
[1205] (pp. 147-149).

Su operativa, a modo, de paso, de ejemplo de implementación, es la siguiente:

para i, desde i = 1 hasta i = jAj hacer
para j, desde j = i+ 1 hasta j = jAj ¡ 1 hacer
para k, desde k = 1 hasta k = jCj hacer
si Ai(Ck) > Aj(Ck) entonces aij Ã aij + 1;

si Aj(Ck) > Aj(Ck) entonces aij Ã aij + 1;

si Aj(Ck) = Aj(Ck) entonces aij Ã aij + 1=2;

fpara;
fpara;

fpara;
para i, desde i = 1 hasta i = jAj hacer
para j, desde j = i+ 1 hasta j = jAj ¡ 1 hacer
aji = jCj ¡ aij ;

fpara;
fpara;
k Ã 1;

repetir hasta que (aij) = ?
k Ã k + 1;

clasi…car la alternativa Abi = argminimaxj aij en la posición jAj ¡ k + 1;
{rede…nir (aij), eliminando la …la bi y la columna bi}
si k < jAj entonces
para i, desde i =bi hasta i = jAj ¡ 1 hacer
aij Ã a(i+1)j + 1;

para j, desde j =bi hasta j = jAj ¡ 1 hacer
aij Ã ai(j+1) + 1;

fsi;
frepetir;
Para el supuesto propuesto en la sección §10.1.8, la ordenación que se obtiene es:

Blanca ¼ Germán Â Hilario Â Emilia Â Daniel Â Alberto (10.134)

10.10.8 Multicriterio lexicográ…co s

Las conductas de elección de algunas empresas son lexicográ…cas, en un sentido eliminatorio. Esto es, una
vez ponderados los criterios según su relevancia, se procede a una aplicación secuencial y eliminatoria de los
mismos. White [79] (p. 37) cita el caso real de una empresa que ante un puesto vacante, donde primero busca
candidatos es entre sus empleados. Si hubiese más de un candidato de promoción interna, utiliza como segundo
elemento de decisión las cuali…caciones formales de los mismos. Si persiste el empate, considera el candidato
que aprecia como mejor para el puesto vacante. De no haber elegido uno aún, considera la repercusión en la
organización de las vacantes que dejarían los candidatos, eligiendo aquel cuya vacante ocasione menos trastorno.

El método lexicográ…co —cfr. Fishburn [1206]; Chankong yHaimes [1207]; Barba-Romero yPomerol
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[1081, 1082] (pp. 160-163, de la edición española); Vincke [104] (pp. 108-109)— consiste en construir la es-
tructura de preferencias:

A ¼ A0 , (8C 2 C)(A(C) = A0(C)) (10.135)

A Â A0 , (9C 2 C)(A(C) > A0(C) ^ (8C0 2 C)(w(C) < w(C 0)) A(C0) = A0(C 0)) (10.136)

Es decir, se ordenan los criterios de mayor a menor relevancia. Se ordenan las alternativas con respecto
al primer criterio. Se resuelven los empates entre alternativas acudiendo al siguiente criterio en importancia.
La Tabla 10.20 muestra el cálculo de la estructura de preferencias, según el método multicriterio lexicográ…co,
para el supuesto propuesto en la sección §10.1.8.

Alternativas C1 4 C2 4 C4 4 C5 4 C3 4
Alberto 6 1; 2; 3 5 2 5 5 28
Blanca 4 6 2 6 10 9 25
Daniel 5 4; 5 7 4 9 6 35
Emilia 6 1; 2; 3 1 3 6 7 27
Germán 6 1; 2; 3 8 1 7 9 30
Hilario 5 4; 5 6 5 4 8 26
Pesos: 5 5 4 4 2

Tabla 10.20: Método multicriterio lexicográ…co: la ordenación 8 > 5 > 1 en C2, permite resolver
el empate producido con respecto a C1.
— Fuente: Elaboración propia.

Como w(C1) = w(C2), podemos comenzar, alternativamente, por C2. En este caso no se producen empates,
pero el orden de preferencia es el de C2:

Alberto Blanca Daniel Emilia Germán Hilario
4 5 2 6 1 3

O sea:

Comenzando por C1 7¡! Germán Â Alberto Â Emilia Â Daniel Â Hilario Â Blanca (10.137)

Comenzando por C2 7¡! Germán Â Daniel Â Hilario Â Alberto Â Blanca Â Emilia (10.138)

10.10.9 Estrategia más cercana a la perfección s
Leal Millán, Sánchez-Apellániz, Roldán Salgueiro y Vázquez Sánchez [1196] (pp. 264-266) de-
nominan «alternativa perfección», a la que nosotros podríamos denominar «ideal absoluto». Su de…nición
dependerá del espacio de valores. Si, por ejemplo, éste es [0; 1], la alternativa perfección es (1; : : : ; 1). La
estrategia es de mínima disimilitud: elegida una función de disimilitud, el orden descendente de preferencia
será de menor a mayor disimilitud a la perfección.

Para el supuesto propuesto en la sección §10.1.8, se obtiene:

Utilizando d1 7¡! Germán Â Daniel Â Blanca Â Hilario Â Alberto Â Emilia (10.139)

Utilizando d2 7¡! Germán Â Daniel Â Blanca Â Hilario Â Alberto Â Emilia (10.140)

Utilizando d30 7¡! Germán Â Daniel Â Alberto Â Hilario Â Blanca Â Emilia (10.141)

10.10.10 Estrategia más lejana a la imperfección s
Leal Millán, Sánchez-Apellániz, Roldán Salgueiro y Vázquez Sánchez [1196] (pp. 262-264) denomi-
nan «alternativa imperfección», a la que nosotros podríamos denominar «anti-ideal absoluto». Su de…nición
dependerá del espacio de valores. Si, por ejemplo, éste es [0; 1], la alternativa imperfección es (0; : : : ; 0). La
estrategia es de máxima disimilitud: elegida una función de disimilitud, el orden descendente de preferencia
será de mayor a menor disimilitud a la imperfección.
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Para el supuesto propuesto en la sección §10.1.8, se obtiene:

Utilizando d1 7¡! Germán Â Daniel Â Blanca Â Hilario Â Alberto Â Emilia (10.142)

Utilizando d2 7¡! Germán Â Daniel Â Blanca Â Hilario Â Alberto Â Emilia (10.143)

Utilizando d30 7¡! Germán Â Blanca Â Daniel Â Hilario Â Emilia Â Alberto (10.144)

10.10.11 Estrategias maximin y maximin ponderado s

Wald (1950) de…nió el grado de seguridad correspondiente a una alternativa A, como el menor valor, tras
la elección de la alternativa A, entre los que proporcionan todos los criterios, o sea:

sA = min
C2C

vAC (10.145)

Wald (1950) sugirió elegir la alternativa con un mayor grado de seguridad asociado —cfr. v. gr. Hwang
y Yoon [991]; Barba-Romero y Pomerol [1081, 1082] (p. 259, de la edición española):

bA = argmax
A2A

min
C2C

vAC (10.146)

Si vAC = w(C)A(C), se conoce como estrategia maximin ponderado —cfr. v. gr. Lamata [1208] (p.
111); White [79] (p. 45).

Para el supuesto propuesto en la sección §10.1.8, se obtiene:

Maximin 7¡! Germán Â Daniel Â Alberto Â Hilario Â Blanca Â Emilia (10.147)

Maximin ponderado 7¡! Hilario Â Blanca Â Alberto Â Germán Â Daniel Â Emilia (10.148)

10.10.12 Estrategias maximax y maximax ponderado s
Se de…ne el grado de optimismo correspondiente a una alternativa A, como el mayor valor, tras la elección
de la alternativa A, entre los que proporcionan todos los criterios, o sea:

oA = max
C2C

vAC (10.149)

Si se elige la alternativa con un mayor grado de optimismo asociado, estamos ante la que se conoce como
estrategia maximax —cfr. Hwang y Yoon [991]; Barba-Romero y Pomerol [1081, 1082] (p. 260, de la
edición española):

bA = argmax
A2A

max
C2C

vAC (10.150)

Si vAC = w(C)A(C), se conoce como estrategia maximax ponderado —cfr. v. gr. Lamata [1208] (p.
111).

Para el supuesto propuesto en la sección §10.1.8, se obtiene:

Maximax 7¡! Germán Â Blanca Â Daniel Â Hilario Â Alberto ¼ Emilia (10.151)

Maximax ponderado 7¡! Germán Â Daniel Â Hilario Â Blanca Â Alberto ¼ Emilia (10.152)

10.10.13 Estrategia optimista-pesimista de Hurwicz s

Hurwicz (1951) sugirió que un decisor frecuentemente intentaría compensar los grados de seguridad y de opti-
mismo. Su recomendación fue elegir —cfr. v. gr. Lamata [1208] (p. 111); White [79] (p. 45):

bA = argmax
A2A

(®oA + (1¡ ®)sA) (10.153)

con ® 2 [0; 1].
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Las estructuras de preferencia que se obtienen, para el supuesto propuesto en la sección §10.1.8, para varios
valores del parámetro ®, son:

® = :050 7¡! Hilario Â Blanca Â Alberto Â Germán Â Daniel Â Emilia (10.154)

® = :075 7¡! Hilario Â Blanca Â Germán Â Alberto Â Daniel Â Emilia (10.155)

® = :100 7¡! Hilario Â Germán Â Blanca Â Alberto Â Daniel Â Emilia (10.156)

® = :200 7¡! Germán Â Hilario Â Blanca Â Alberto Â Daniel Â Emilia (10.157)

® = :300 7¡! Germán Â Hilario Â Daniel Â Blanca Â Alberto Â Emilia (10.158)

® = :400 7¡! Germán Â Daniel Â Hilario Â Blanca Â Alberto Â Emilia (10.159)

10.10.14 Minimización del máximo arrepentimiento (regret) s
Savage de…nió el valor del arrepentimiento (regret) rAC asociado al criterio C, tras la elección de la alternativa
A, como la diferencia entre el mayor valor posible del criterio C, entre los que proporcionan todas las alternativas,
y el valor vAC del criterio C al haber elegido la alternativa A, es decir:

rAC = max
A02A

vA0C ¡ vAC (10.160)

Propuso sustituir la matriz de decisión (vAC) por la matriz de arrepentimiento (rAC), y elegir en ella
según el criterio pesimista de Wald. Como los arrepentimientos son pérdidas, se le asocia, a cada alternativa,
el índice de máximo arrepentimiento:

½A = max
C2C

rAC (10.161)

que podemos interpretar como un valor indicativo de lo más que nos arrepentiremos por haber elegido la alter-
nativa A. De aquí que, deberemos elegir la alternativa que haga mínimo ½A. Así, el criterio de minimización
del máximo arrepentimiento sugiere elegir:

bA = arg min
A2A

max
C2C

µ
max
A02A

vA0C ¡ vAC
¶

(10.162)

La Tabla 10.21 muestra el cálculo de la estructura de preferencias, según el criterio de Savage de minimización
del máximo arrepentimiento, para el supuesto propuesto en la sección §10.1.8. La ordenación que se obtiene es:

Daniel Â Germán Â Emilia Â Alberto Â Hilario Â Blanca (10.163)

(vAC) = (wA) (rAC)
C1 C2 C3 C4 C5 C1 C2 C3 C4 C5 ½A 4

Alberto (A) :047 :043 :017 :024 :023 0 :026 :002 :025 :018 :026 4
Blanca (B) :031 :017 :019 :049 :041 :016 :052 0 0 0 :052 6
Daniel (D) :039 :060 :013 :044 :027 :008 :009 :006 :005 :014 :014 1
Emilia (E) :047 :009 :017 :029 :032 0 :060 :002 :020 :009 :020 3

Germán (G) :047 :069 :016 :034 :041 0 0 :003 :015 0 :015 2
Hilario (H) :039 :052 :018 :020 :036 :008 :017 :001 :029 :005 :029 5

maxA2Aw(C)A(C) :047 :069 :019 :049 :041

Tabla 10.21: Criterio de Savage de minimización del máximo arrepentimiento. La
tabla muestra la matriz de decisión (vAC), la matriz de arrepentimien-
to (rAC), el índice de arrepentimiento máximo ½A, y la estructura de
preferencia 4 que se deduce de su aplicación al supuesto propuesto en
la sección §10.1.8.
— Fuente: Elaboración propia.

10.10.15 Otras dos estrategias:
Semiorden lexicográ…co y permutaciones lexicográ…cas

Aunque describimos estos métodos, no los hemos implementado. Los resultados para el supuesto propuesto en
la sección §10.1.8, los recogemos de Barba-Romero y Pomerol [1081, 1082].
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² Semiorden lexicográ…co—cfr. Tversky [1209]; Pirlot y Vincke [1210]—. Todo consiste en aplicar
la estrategia multicriterio lexicográ…ca pero con una condición previa. Se trata de elegir un umbral
de indiferencia SC para cada criterio, de manera que consideremos indiferentes, respecto a un criterio,
aquellas alternativas cuya diferencia entre sus valores correspondientes a dicho criterio, sea menor o igual
que el umbral. De este modo, la estructura de preferencia está de…nida por:

A ¼ A0 , (8C 2 C) (jA(C)¡A0(C)j · SC)
A Â A0 , (9C 2 C)(jA(C)¡A0(C)j > SC

^(8C 0 2 C)(w(C) < w(C0)) jA(C)¡A0(C)j · SC)
(10.164)

Para el supuesto propuesto en la sección §10.1.8, considerando los umbrales de indiferencia: s1 = 1 (año),
s2 = 2 (años), s3 = 3 (años), s4 = 3 (puntos) y s5 = 3 (puntos), la ordenación que se obtiene es —cfr.
Barba-Romero y Pomerol [1081, 1082] (p. 163-165, de la edición española):

Germán Â Daniel Â Alberto ¼ Hilario Â Emilia Â Blanca (10.165)

Puede generar intransitividades; en concreto, en este supuesto: Germán Â Daniel Â Alberto ¼ Hilario Â
Germán.

² Permutaciones lexicográ…cas —cfr. Massam y Askew [1211]—. Se aplica el método lexicográ…co
básico a cada una de las jCj! permutaciones de los índices ponderales. Para cada alternativa, se cuenta
el número de veces en que aparece en primer lugar. La estructura de preferencia queda determinada, en
orden descendente, de mayor a menor recuento de apariciones. Para el supuesto propuesto en la sección
§10.1.8, la ordenación que se obtiene es —cfr. Barba-Romero y Pomerol [1081, 1082] (p. 166, de la
edición española):

Blanca (60) Â Germán (36) Â Emilia (18) Â Alberto (6) Â Daniel (0) ¼ Hilario (0) (10.166)

10.10.16 Cita de otros métodos:
UTA, ELECTREs, PROMETHEEs, AHP, QUALIFLEX

Como bien dice el título, nos limitamos a citar otras estrategias, cuya descripción puede encontrarse en las
referencias que hacemos. Los resultados para el supuesto propuesto en la sección §10.1.8, los recogemos de
Barba-Romero y Pomerol [1081, 1082].

² UTA («UTilité Additive») —cfr. Jacquet-Lagrèze y Siskos [1212]; Jacquet-Lagrèze [1213];
Barba-Romero y Pomerol [1081, 1082] (pp. 196-203, de la edición española); Vincke [104] (pp. 48-
50)—. Existe el software PREFCALC —cfr. Vincke [104] (pp. 50-54)—. Para el supuesto propuesto en
la sección §10.1.8, la ordenación que se obtiene es —cfr. Barba-Romero y Pomerol [1081, 1082] (p.
202, de la edición española):

Germán Â Hilario Â Daniel Â Alberto Â Blanca Â Emilia (10.167)

² ELECTRE I («ELimination Et Choix Traduisant la REalité») —cfr. Roy [1214, 1215]; Romero
[1205] (pp. 133-142); Vincke [104] (pp. 58-62); —cfr. Leal Millán, Sánchez-Apellániz, Roldán
Salgueiro y Vázquez Sánchez [1196] (cap. 3)—. Barba-Romero y Pomerol [1081, 1082] (pp.
211-223, de la edición española) citan cinco versiones diferentes. En Vincke [104] (pp. 63-69), encon-
tramos descritos también ELECTRE II (pp. 63-64) —también en Leal Millán, Sánchez-Apellániz,
Roldán Salgueiro y Vázquez Sánchez [1196] (cap. 3)—, cuyo origen son los trabajos de Roy y
Bertier [1216, 1217], ELECTRE III (pp. 64-67) —cfr. Roy [1218]—, y ELECTRE IV (pp. 68-69)
—cfr. Hugonnard y Roy [1219]—. El método que aquí citamos, ELECTRE I, no genera un preorden
total. La relación de preferencia …nal suele expresarse por un grafo de superación. Para el supuesto
propuesto en la sección §10.1.8, la ordenación que se obtiene es —cfr. Barba-Romero y Pomerol
[1081, 1082] (p. 202, de la edición española):

Alberto Blanca Daniel Emilia Germán Hilario
3(b) 2(a) 2(b,c) 3(a) 1 3(c)

Las letras entre paréntesis indican los cliques (subgrafos totales) del grafo de superación (mostrado en la
Fig. 10.2).
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Germán 

Blanca 

Emilia 

Daniel 

Hilario Alberto 

Figura 10.2: Método UTA. Grafo de superación correspondiente a su aplicación al
supuesto propuesto en la sección §10.1.8.
— Fuente: Adaptado de Barba-Romero y Pomerol [1081] (p. 217
de la edición española).

² PROMETHEE («Preference Ranking Organization Method for Enrichment Evaluations») —cfr. Brans,
Mareschal y Vincke [1220]; Brans y Vincke [1221]; Brans, Vincke y Mareschal [1222]; Briggs,
Kunsch y Mareschal [1223]; Barba-Romero y Pomerol [1081, 1082] (pp. 223-229, de la edición
española); Vincke [104] (pp. 73-76)—. Barba-Romero y Pomerol [1081, 1082] (p. 229, de la edición
española) citan cinco versiones diferentes de PROMETHEE. Existe el software PROMCALC (PROMethee
CALCulations) —cfr. Mareschal [1224]— y GAIA —cfr. Mareschal y Brans [1225]—, que per-
mite una representación geométrica del resultado proporcionado por PROMCALC. En nuestro supuesto,
los métodos PROMETHEE I y PROMETHEE II (1) consideran la edad como un pseudo-criterio
lineal21 con umbral de preferencia p = 5 y umbral de indiferencia q = 0 (un pseudo-criterio de tipo 3,
según la terminología del método PROMETHEE. En PROMETHEE II (2) se considera la edad como
un criterio «normal», en vez de como un pseudo-criterio lineal. El método PROMETHEE I genera un
preorden parcial, mientras que mediante PROMETHEE II se obtiene uno total.

Para el supuesto propuesto en la sección §10.1.8, aplicando los métodos PROMETHEE se obtienen las
ordenaciones —cfr. Barba-Romero y Pomerol [1081, 1082] (pp. 227-228, de la edición española):

I 7¡! Germán Â Blanca Â Daniel Â Emilia ¼ Hilario Â Alberto (10.169)

II(1) 7¡! Germán Â Blanca Â Daniel Â Emilia Â Hilario Â Alberto (10.170)

II(2) 7¡! Germán Â Blanca Â Daniel Â Hilario Â Emilia Â Alberto (10.171)

² AHP («Analytic Hierarchy Process») —cfr. Saaty [988, 1226]; Barba-Romero y Pomerol
[1081, 1082] (pp. 112-118, de la edición española); Romero [1205] (pp. 143-147)—. Existe el software EX-
PERT CHOICE —cfr. Barba-Romero y Pomerol [1081, 1082] (pp. 322-328, de la edición española)—.
Para el supuesto propuesto en la sección §10.1.8, con respecto a la jerarquía:

C12345[1] 7! (C123[0:6] 7! (C1[0:25]; C2[0:25]; C3[0:10]); C45[0:4] 7! (C4[0:20]; C5[0:20]))

la ordenación que se obtiene es —cfr. Barba-Romero y Pomerol [1081, 1082] (p. 326, de la edición
española):

Germán Â Daniel Â Hilario Â Blanca Â Alberto Â Emilia (10.172)

² QUALIFLEX —cfr. Paenlick [1227]; Janssen, Nijkamp y Rietvelt [1228]; Barba-Romero y
Pomerol [1081, 1082] (pp. 252-258, de la edición española)—. Existe el software MICROQUALIFLEX,
que recoge tres variantes del método —cfr. Barba-Romero y Pomerol [1081, 1082] (pp. 328-331, de
la edición española).

21Para cada par de alternativas Ai y Aj , para cada criterio C, y para cada par de umbrales p y q, de preferencia estricta
y de indiferencia, respectivamente, se de…ne el pseudo-criterio con función de preferencia lineal relativa a C, —cfr.
Barba-Romero y Pomerol [1081, 1082] (p. 224, de la edición española):

SC : A£A ¡! [0; 1]

(Ai; Aj) 7¡! SC(Ai; Aj) =

8<: 0 si Dij(C) · q
(Dij(C)¡ q)=(p¡ q) si q < Dij(C) · p
1 si p < Dij(C)

(10.168)

donde Dij(C) = Ai(C)¡Aj(C).
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Para el supuesto propuesto en la sección §10.1.8, la ordenación que se obtiene es —cfr. Barba-Romero
y Pomerol [1081, 1082] (p. 331, de la edición española):

Germán Â Blanca Â Daniel Â Hilario Â Emilia Â Alberto (10.173)

10.10.17 Dodo dice: ¡A correr!

La Tabla 10.22 recoge las ordenaciones de los candidatos según los análisis realizados por cada uno de los
métodos anteriores. Aunque en algunas celdas de la tabla aparecen rangos múltiples, en realidad trabajaremos
con rangos promedio.

Métodos Alberto Blanca Daniel Emilia Germán Hilario
TOPSIS 5 4 2 6 1 3
Suma ponderada 5 4 2 6 1 3
Suma ponderada (máx) 6 3 2 5 1 4
Producto ponderado 4 5 2 6 1 3
Borda 6 2 5 4 1 3
Borda ponderado 6 2 3 5 1 4
Condorcet 6 1,2 3,4,5 3,4,5 1,2 3,4,5
Copeland 6 1,2 5 4 1,2 3
Arrow y Raynaud 6 1,2 5 4 1,2 3
Multicriterio lexicográ…co (1) 2 6 4 3 1 5
Multicriterio lexicográ…co (2) 4 5 2 6 1 3
MCP (L1) 5 3 2 6 1 4
MCP (L2) 5 3 2 6 1 4
MCP (L30) 3 5 2 6 1 4
MLI (L1) 5 3 2 6 1 4
MLI (L2) 5 3 2 6 1 4
MLI (L30) 6 2 3 5 1 4
Maximin 3 5 2 6 1 4
Maximin ponderado 3 2 5 6 4 1
Maximax 5,6 2 3 5,6 1 4
Maximax ponderado 5,6 4 2 5,6 1 3
Hurwicz (:05) 3 2 5 6 4 1
Hurwicz (:075) 4 2 5 6 3 1
Hurwicz (:1) 4 3 5 6 2 1
Hurwicz (:2) 4 3 5 6 1 2
Hurwicz (:3) 5 4 3 6 1 2
Hurwicz (:4) 5 4 2 6 1 3
Savage 4 6 1 3 2 5
Semiorden lexicográ…co 3,4 6 2 5 1 3,4
Permutaciones lexicográ…cas 4 1 5,6 3 2 5,6
UTA 4 5 3 6 1 2
ELECTRE I 3(b) 2(a) 2(b,c) 3(a) 1 3(c)
PROMETHEE I 6 2 3 4,5 1 4,5
PROMETHEE II (1) 6 2 3 4 1 5
PROMETHEE II (2) 6 2 3 5 1 4
AHP 5 4 2 6 1 3
Quali‡ex 6 2 3 5 1 4

Tabla 10.22: Cuadro que resume los resultados de la aplicación de 37 métodos mul-
ticriterios al supuesto propuesto en la sección §10.1.8.
— Fuente: Elaboración propia.

Como muestra la Tabla 10.22, ocurre que no todos los métodos determinan una ordenación estricta de las
alternativas. Es por ello que, para cada alternativa A y para cada método de similaridad s, consideramos un
conjunto de posiciones Ks(A) en vez de una sóla. Sea S el número de métodos de similaridad bajo estudio.
A cada alternativa A le asociamos la colección de conjuntos de rangos fK1(A); : : : ;KS(A)g. Proponemos
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«fundir» los rangos para cada alternativa A mediante:

SUMOR(A) =

PS
s=1

P
k2Ks(A)

kPS
s=1 jKs(A)j

(10.174)

Estas nuevas puntuaciones de similaridad para las alternativas de…nen la estructura de preferencia «consen-
suada». En la literatura aparecen relatadas ciertas experiencias llevadas a cabo por varios autores en relación
a «consensuar métodos de puntuación» (similarity method fusion, consensus scoring methods), sobre todo en
el campo de la Química Informática —cfr. Kearsley, Sallamack, Fluder, Andose, Mosley y Sheri-
dan [1229]; Ginn, Turner, Willett, Ferguson y Heritage [1230]; Charifson, Corkery, Murcko y
Walters [1231]; Ginn, Willett y Bradshaw [1195].

El fundido de los 37 métodos proporciona la siguiente ordenación:

Alberto Blanca Daniel Emilia Germán Hilario
189=40 122=40 127=40 215=42 54=40 145=42

' 4; 725 ' 3; 05 ' 3; 175 ' 5; 1190 ' 1; 35 ' 3; 4524
Consenso de 37 5 2 3 6 1 4

o sea:

Germán Â Blanca Â Daniel Â Hilario Â Alberto Â Emilia (10.175)

El fundido de los 26 métodos que intervienen en la simulación (destacados con una s) —cfr. §10.12—
proporciona la siguiente ordenación:

Alberto Blanca Daniel Emilia Germán Hilario
130=28 91=29 80=28 152=30 40=29 81=26
' 4; 6429 ' 3; 1379 ' 2; 8571 ' 5; 0666 ' 1; 3793 ' 3; 1154

Consenso de 26 5 4 2 6 1 3

o sea:

Germán Â Daniel Â Hilario Â Blanca Â Alberto Â Emilia (10.176)

10.10.18 Resolución mediante TOPSIS-01

Recordemos, el supuesto es el de la Sección §10.1.8. La [0; 1]-normalización llevada a cabo hace que los per…les
de los candidatos puedan representarse por conjuntos borrosos. Concretamente, por los siguientes:

Alberto = :188=C1 + :172=C2 + :168=C3 + :122=C4 + :114=C5 (10.177)

Blanca = :125=C1 + :069=C2 + :188=C3 + :244=C4 + :205=C5 (10.178)

Daniel = :156=C1 + :241=C2 + :134=C3 + :220=C4 + :136=C5 (10.179)

Emilia = :188=C1 + :034=C2 + :174=C3 + :146=C4 + :159=C5 (10.180)

Germán = :188=C1 + :276=C2 + :156=C3 + :171=C4 + :205=C5 (10.181)

Hilario = :156=C1 + :207=C2 + :180=C3 + :098=C4 + :182=C5 (10.182)

Los per…les ideal (I) y anti-ideal (I) vienen representados por los conjuntos borrosos:

Ideal (I) = :188=C1 + :276=C2 + :188=C3 + :244=C4 + :205=C5 (10.183)

Anti¡ ideal (I) = :125=C1 + :034=C2 + :134=C3 + :098=C4 + :114=C5 (10.184)

La unión de los conjuntos de niveles es:

¤(Alberto) [¤(Blanca) [ ¤(Daniel) [¤(Emilia) [ ¤(Germán) [ ¤(Hilario) = (10.185)

f:034; :069; :098; :100; :114; :122; :125; :134; :136;
:146; :156; :159; :168; :171; :172; :174; :180; :182;

:188; :200; :205; :207; :220; :241; :244; :250; :276g
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Pueden verse los ®-cortes considerados en la Tabla 10.27 (pág. 330). El conjunto de índices ponderales es:

W =

½
5

20
;
5

20
;
2

20
;
4

20
;
4

20

¾
(10.186)

De este modo, la representación ponderada del conjunto fC1; C2; C3; C4; C5g es el multiconjunto:

fC1; C1; C1; C1; C1; C2; C2; C2; C2; C2; C3; C3; C4; C4; C4; C4; C5; C5; C5; C5g (10.187)

Ejemplo 169 Con el …n de comparar el per…l de Germán con el per…l ideal, debemos hacerlo para todos los
®-cortes. Por ejemplo, la Tabla 10.23 muestra sus :205-cortes indicadores ponderados —cfr. §10.7— corres-
pondientes a los :205-cortes :205Germán= fC2; C2; C2; C2; C2; C5; C5; C5; C5g y :205I = fC2; C2; C2; C2; C2g.

®-cortes C1 C1 C1 C1 C1 C2 C2 C2 C2 C2 C3 C3 C4 C4 C4 C4 C5 C5 C5 C5
:205GermánwÂ 0 0 0 0 0 1 1 1 1 1 0 0 0 0 0 0 1 1 1 1
:205IwÂ 0 0 0 0 0 1 1 1 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

Tabla 10.23: Los :205-cortes correspondientes a Germán y al ideal: :205Germán=
fC2; C2; C2; C2; C2; C5; C5; C5; C5g y :205I = fC2; C2; C2; C2; C2g, refe-
rentes al supuesto propuesto en la sección §10.1.8.
— Fuente: Elaboración propia.

La matriz de presencia-ausencia para estos ®-cortes es, por tanto:µ
5 4
0 11

¶
(10.188)

Los resultados para los 17 diferentes coe…cientes de disimilitud aparecen recogidos en la Tabla 10.29 (pág.
332).

Simplemente haciendo la media aritmética de las posiciones en las diferentes ordenaciones obtenemos:

Métodos Alberto Blanca Daniel Emilia Germán Hilario
Media aritmética 4; 8824 3; 3530 2; 1180 5; 9412 1 3; 7059
TOPSIS-0/1 5 3 2 6 1 4

De ello, se observa la estructura consensuada de preferencias:

Germán Â Daniel Â Blanca Â Hilario Â Alberto Â Emilia (10.189)

Asimismo, del fundido de (10.189) y de (10.176) podríamos sugerir que:

Germán Â Daniel Â Blanca ¼Hilario Â Alberto Â Emilia (10.190)

Observación 170 La aplicación de TOPSIS con diferentes métricas da lugar a diferentes estructuras de pref-
erencias. Observemos la Tabla 10.24, donde A, B, D, E, G y H, corresponden a las iniciales de Alberto, Blanca,
Daniel, Emilia, Germán e Hilario, respectivamente, y d1 es la distancia de Tchebycheff:

d1(X;Y ) = lim
p!1d

w
p ((x1; : : : ; xn); (y1; : : : ; yn))

= maxfjx1 ¡ y1j ; : : : ; jxn ¡ ynjg

Observación 171 La observación anterior nos proporciona un posible atajo. Debido a que para las familias
de métricas de Minkowski, se tiene la relación:

d21 < d
m
(2) < d

n
(2) < d

2
2 < d

2
q < d

2
p < d

2
1 · d2¤1 · d2¤p0 · d2¤p · d2¤1 (10.191)

podemos entonces considerar, como soluciones factibles fundamentales, la correspondiente a la distancia
menor (d21):

Â21 = arg min
A2AF

d21(A;I) (10.192)

= arg min
A2AF

1

jCj
X
C2C

jA(C)¡ I(C)j
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d(¢;I) d(¢;I)
A dw1 dw2 dw20 dw500 d1 dw1 dw2 dw20 dw500 d1 Sw1 Sw2 Sw20 Sw500 S1
A 5 4 4 3 3 5 5 5 5 4 5 4 4 4 4
B 4 5 5 5 5 4 4 4 4 2 4 5 5 5 5
D 2 2 2 1 1 2 2 2 2 6 2 2 2 2 2
E 6 6 6 6 6 6 6 6 6 1 6 6 6 6 6
G 1 1 1 2 2 1 1 1 1 5 1 1 1 1 1
H 3 3 3 4 4 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3

Tabla 10.24: Diferentes métricas, diferentes estructuras de preferencia. Aplicación al
supuesto propuesto en la sección §10.1.8. Los nombres aparecen abre-
viados por sus iniciales: Alberto(A), Blanca (B), Daniel (D), Emilia
(E), Germán(G) e Hilario (H).
— Fuente: Elaboración propia.

las distancias intermedias (d21 y d2¤1):

Â2¤1 = Â21
= arg min

A2AF

d21(A;I)
= arg min

A2AF

max
C2C

fjA(C)¡ I(C)jg

y la correspondiente a la distancia mayor (d2¤1 ):

Â2¤1 = arg min
A2AF

d2¤1 (A;I) (10.193)

= arg min
A2AF

X
C2C

jA(C)¡ I(C)j

Para el caso del supuesto con el que andamos trabajando, obsérvense las Tablas 10.24, 10.25 y 10.26.

d(¢;I) d(¢;I)
A d¤1 d¤500 d¤20 d¤2 d¤1 d¤1 d¤500 d¤20 d¤2 d¤1 S¤1 S¤500 S¤20 S¤2 S¤1
A 3 3 3 4 5 5 5 5 5 5 4 4 4 5 5
B 5 5 5 5 3 4 4 4 4 3 5 5 5 4 3
D 1 1 1 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2
E 6 6 6 6 6 6 6 6 6 6 6 6 6 6 6
G 2 2 2 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
H 4 4 4 3 4 3 3 3 3 4 3 3 3 3 4

Tabla 10.25: Diferentes métricas, diferentes estructuras de preferencia (continua-
ción). Aplicación al supuesto propuesto en la sección §10.1.8. Los
nombres aparecen abreviados por sus iniciales: Alberto(A), Blanca (B),
Daniel (D), Emilia (E), Germán(G) e Hilario (H).
— Fuente: Elaboración propia.

A Sw1 S1 S¤1 Posiciones posibles
Alberto 5 4 5 f4; 5g
Blanca 4 5 3 f3; 4; 5g
Daniel 2 2 2 f2g
Emilia 6 6 6 f6g
Germán 1 1 1 f1g
Hilario 3 3 4 f3; 4g

Tabla 10.26: Conjuntos de posiciones posibles determinados por la aplicación de las
distancias de Minkowski al supuesto propuesto en la sección §10.1.8.
— Fuente: Elaboración propia.

Observación 172



10.11. Una evaluación de TOPSIS-0/1 323

Observación 173 Mediante una rápida mirada a la Tabla 10.26 vemos que están todas las posibles estructuras
de preferencia que pueden generarse a partir de los conjuntos de posiciones posibles. Parece surgir de
inmediato también en este punto la necesidad de profundizar en la investigación.

Observación 174 Algo que seguramente esté emparentado con nuestra observación anterior es la idea de
«soluciones de compromiso» de Milan Zeleny [1070], soluciones que pertenezcan a la envolvente convexa
de un conjunto de soluciones básicas o fundamentales que, de alguna manera, «acoten» el resto.

Observación 175 Pero de lo que no hay lugar a dudas, es de que las distancias de Minkowski proporcionan
tres posiciones indiscutibles en la ordenación: el primero, Germán; el segundo, Daniel, y la sexta, Emilia
—cfr. Tabla 10.26.

Observación 176 La aplicación de TOPSIS-01, con cualquiera de los 17 índices de disimilitud, proporciona
como ganador indiscutible a Germán —véase la Tabla 10.29 (pág. 332).

10.11 Una evaluación de TOPSIS-0/1

Sea R el número total de ejecuciones del proceso de simulación. Sea r 2 f1; : : : ; Rg una ejecución concreta.
Denotemos mediante Mr la estructura de preferencia consensuada generada por la colección de los 26 métodos
«clásicos», según SUMOR —cfr. supra Ec. 10.174—. Sea Tr la estructura de preferencia generada por
TOPSIS-0/1. De cara a evaluar la actuación de TOPSIS-0/1, comparamos Mr con Tr midiendo el porcentaje
de ocurrencias en las que Mr y Tr encuentran la misma m-cadena. Por m-cadena entendemos una subrelación
de m elementos consecutivos en la estructura de preferencia.

Cuando m = 1, este primer índice mide el porcentaje de ocurrencias en las que Mr y Tr proponen la misma
alternativa como la mejor:

J1 =
1

R

XR

r=1
Â
M

¡1
r (1)=T ¡1

r (1)
(1) (10.194)

donde ÂP denota la función característica del predicado P , y X¡1
r (1) denota la alternativa que X propone

como la mejor, para X =M;T .

Dado i 2 f1; : : : ; ng, denotemos mediante X¡1
r (i) la alternativa que X sitúa en la posición i de la estructura

de preferencia, para X = M;T . En general, si m 2 f1; : : : ; ng, entonces, para todo i 2 f1; : : : ; n ¡m + 1g,
consideramos el predicado:

Pr(i) ´
³
M

¡1
r (i) = T ¡1r (i)

´
^ : : : ^

³
M

¡1
r (i+m¡ 1) = T ¡1r (i+m¡ 1)

´
(10.195)

Proponemos un índice que mide el porcentaje de ocurrencias en las queMr y Tr obtienen la misma estructura
m-parcial de preferencia, es:

Im =
1

(n¡m+ 1)R
XR

r=1

Xn¡m+1
i=1

ÂPr(i)(i) (10.196)

Destacamos tres casos:

² m = 1: cuando medimos el porcentaje de ocurrencias en las que Mr y Tr sitúan a una alternativa en la
misma posición en las estructuras de preferencia respectivas;

² m = 2 y m = 3: buscando las que llamamos «biords» (o sea, parejas de alternativas consecutivas) y
«triords» (o sea, tríadas de alternativas consecutivas);

² m = n: cuando medimos el porcentaje de ocurrencias en las que Mr y Tr generan la misma estructura
de preferencia.

Si suprimimos la condición de «ser consecutivas» de la noción de m-cadena, obtenemos el concepto de
subestructura dem-preferencia. Por ejemplo, los predicados para los casos de los «biords» (m = 2) y «triords»
(m = 3) son, respectivamente:

Pr(i; j) ´ Tr(M¡1
r (i)) < Tr(M

¡1
r (i+ j)) (10.197)

Pr(i; j; k) ´ Tr(M¡1
r (i)) < Tr(M

¡1
r (i+ j)) < Tr(M

¡1
r (i+ j + k)) (10.198)
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Los nuevos índices son:

J2 =
2

n(n¡ 1)R
XR

r=1

Xn¡1
i=1

Xn¡i
j=1

ÂPr(i;j)(i; j) (10.199)

J3 =
6

n(n¡ 2)R
XR

r=1

Xn¡2
i=1

Xn¡i¡1
j=1

Xn¡i¡j
k=1

ÂPr(i;j;k)(i; j; k) (10.200)

10.12 Simulaciones computacionales

Se ha llevado a cabo una simulación intensiva. Se han considerado 30 valores aleatorios del vector de índices
ponderales. Para cada valor, se han generado aleatoriamente 700 matrices de decisión, correspondientes a
9 alternativas y 5 criterios, con valores posibles dentro de los rangos del supuesto 10.1.8. Para cada matriz
se ha realizado un análisis de dominancia y uno posterior de satisfacción (los umbrales de satisfacción han
permanecido constantes). A cada uno de los 30 £ 700 = 21000 supuestos aleatoriamente generados, se les ha
aplicado TOPSIS-0/1 y los 26 métodos «clásicos». La computación se ha llevado a cabo en un sistema equipado
con un procesador AMD AthlonTM XP 1600+, bajo sistema operativo Windows 98.

Los resultados de los índices anteriores para TOPSIS-0/1 son: J1 = 1 (o sea, Mr y Tr siempre proponen la
misma alternativa como la mejor), I1 = 0:76 (o sea, Mr y Tr ordenan las alternativas en la misma posición una
media del 76%), I2 = 0:39 (o sea, Mr y Tr ordenan las 2-cadenas en la misma posición una media del 39%),
I3 = 0:17 (o sea, Mr y Tr ordenan las 3-cadenas en la misma posición una media del 17%), In = 0:05 (esto es,
Mr y Tr generan la misma estructura de preferencia una media del 5%), J2 = 0:92 (o sea, Mr y Tr generan la
misma estructura 2-parcial de preferencia una media del 92%), J3 = 0:68 (es decir, Mr y Tr generan la misma
estructura 3-parcial de preferencia una media del 68%).

Estamos convencidos de que estos valores obtenidos para J1, I1, J2 y J3, indican un alto grado de efectividad
para TOPSIS-0/1. También indican la consistencia de TOPSIS-0/1 con respecto a la colección de 26 métodos
«clásicos» de análisis multicriterio.

10.13 Generalización a objetos borrosos de tipo 2

Pensando, por ejemplo, en la administración con y para las personas, parece claro que a veces, resulta más
natural asignar un valor lingüístico concreto de una escala a la destreza de una capacidad (por ejemplo, escasa
o normal), en vez de un valor numérico (modelado borroso) o un intervalo numérico (modelado ©-borroso).
Este hecho puede formalizarse usando subconjuntos borrosos de tipo 2 para describir los per…les de atributos
de los objetos. Recordemos, no obstante, que tanto los subconjuntos borrosos como los ©-borrosos son casos
particulares de subconjuntos borrosos de tipo 2.

Como anteriormente —cfr. §10.2.1—, denotemos por pik el valor de la variable pk para el objeto Oi.
Asumimos que los pik son valores lingüísticos pertenecientes al conjunto de términos Lk. De este modo,
cualquier objeto puede describirse mediante un subconjunto borroso de tipo 2 de P . Los pik son los grados
borrosos de Oi.

A modo de ejemplo, …jémonos en un problema de elección de personal. Suponemos que tenemos acceso a un
sistema de conocimiento borroso donde reside la información que nos interesa. Los átomos del sistema son las
propiedades, en particular, los atributos, plausibles de ser satisfechos por el personal, de forma que el universo
de discurso, el referencial, es P = fp1; : : : ; png. Cada pi tiene asociado un conjunto de términos, que notaremos
con su mismo subíndice, Li.

p1 ´ Edad (se requiere ser joven);

p2 ´ Entrenamiento;

p3 ´ Experiencia;

p4 ´ Entrevista de trabajo;

L1 = fmuy viejo, viejo, muy joven, edad media, joveng;
L2 = fninguno(a), muy bajo(a), bajo(a), medio(a), alto(a), muy alto(a), fuera de serieg;
L3 = fninguno(a), escaso(a), mejorable, normal, considerable, destacable, fuera de serieg;
L4 = fe0, e1, e2, e3, e4, e5, e6, e7, e8, e9, f10g.
Imaginemos que los per…les profesionales, de acuerdo con P , de dos candidatas Marina y Sara están repre-
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sentados, respectivamente, por:

PPMarina = jovenÁEdad + altoÁEntrenamiento +

escasaÁExperiencia + e7ÁEntrevista de Trabajo
PPSara = muy jovenÁEdad +medioÁEntrenamiento +

mejorableÁExperiencia + e9ÁEntrevista de Trabajo
Suponemos que todos estos valores lingüísticos pik han sido generados, por ejemplo, según el modelo de

votación —cfr. Gaines [571]—. Proponemos, como candidatos a ser votados, un conjunto …nito de números
de [0; 1] (los mismos para todos los valores lingüísticos que pertenezcan al mismo conjunto de términos). De
este modo, todos los valores lingüísticos son discretos22. Entonces, dado un valor o etiqueta lingüística eL, el
valor de pertenencia eL(®) (para todo ® 2 [0; 1]) es la proporción de expertos que votan a ®. En el proceso
de estimación de la forma funcional de estos valores lingüísticos, como recogemos información de una votación,
podemos asegurar que habrá veces en las que estarán más cercanos los unos de los otros, y veces en las que se
alejarán. Una simple consideración ordinal no re‡eja este hecho. Esta es una de las razones por las que usamos
estructuras de preferencia basadas en números.

En de…nitiva, medimos la disimilaridad entre dos objetos borrosos de tipo 2, Oi y Oj , mediante —cfr. §7.1.3:

D(Oi; Oj) = Aggr
p2P

DH(Oi(p); Oj(p); u; w; d
H
® ; x) (10.201)

donde dH® es una función de disimilaridad entre los ®-cortes indicadores ponderados de dos valores lingüís-
ticos «emparejados» (en el sentido de que están asociados al mismo atributo potencial). En principio, el
®-percentilado que usamos es u, el uniforme.

10.14 Estudio ilustrativo:
Juegos23n-personales de votación ponderada

«El ajedrez no es un juego. Es una forma muy precisa y particular de cálculo. Quizá no puedas obtener
las soluciones(¤), pero en teoría hay una solución, un procedimiento correcto para cualquier posición. Sin
embargo, los juegos reales no son en absoluto así. El mundo real tampoco. La vida real consiste en echar
faroles, en llevar a cabo pequeñas tácticas para engañar al otro, en preguntarse qué va a pensar el otro que
voy a hacer. Y sobre este tema se ocupan los juegos de mi teoría.»
—John von Neumann, en respuesta a Jacob Bronowski, mientras circulaban por Londres en taxi, via
William Poundstone [1234].
(¤) Sólo en las cuatro primeras jugadas de una partida de ajedrez, los dos jugadores disponen de más de 318 mil
millones de posibles movimientos. Debido a esta «explosión combinatoria», ni siquiera uniendo la potencia de cálculo

de todos los ordenadores existentes, en la actualidad (2003), en nuestro planeta, podríamos calcular la solución al

«juego» del ajedrez.

22 Por conjunto borroso discreto entendemos, un conjunto borroso de…nido sobre un universo …nito de discurso, o un conjunto
borroso que puede expresarse por un número …nito de ®-cortes. Existen métodos para discretizar un número borroso continuo
—cfr. v. gr. Schmucker [1232]; o el método LIA (Level Interval Algorithm ) (también conocido como Vertex Method ) (cfr. Dong
y Wong [1233]).

23 Ni de esos juegos, a los que se re…ere John Von Neumann en la cita , como el ajedrez —que en de…nitiva no es más que un
tres en raya, pero de dimensiones descomunales—, ni de los juegos electrónicos —cuyo primer modelo, por cierto, fue una partida
de tenis, y fue realizado por Nolan Bushnell, en 1972—, trata, en principio, la teoría de juegos. Y matizamos «en principio»,
porque las dimensiones descomunales del ajedrez hacen, sin embargo, que posea interés para la teoría

Los juegos de salón, dependientes, no sólo del arte de los jugadores, sino también de factores aleatorios (las manos de cartas,
los dados, etc.) han sido y son una fuente inagotable de inspiración para la teoría. Podríamos decir que el póquer, cuyo primer
modelo fue propuesto por John Von Neumann en 1928 [1235], ha desempeñado un papel similar al que desempeñaron los dados
en el nacimiento de la teoría de la probabilidad.

Los juegos de los que hablamos re‡ejan situaciones en las se interrelacionan dos o más individuos, a los que llamaremos decisores.
La …nalidad de la teoría de juegos es ayudarnos a comprender y modelar tales situaciones. Podríamos decir que la teoría de juegos
es la teoría del comportamiento estratégico.

Algunas ideas básicas sobre la teoría de juegos surgieron muy temprano en la historia, pero, el mayor desarrollo se produjo en
la década 1920-1930, con los trabajos de Emile Félix Edouard Justin Borel y con la publicación en 1928 de un artículo de John
Von Neumann, mencionado anteriormente. Y quizás la fecha decisiva de comienzo, fue 1944, cuando Von Neumann y Oskar
Morgenstern publican su libro The Theory of Games and Economic Behavior [1236].

Desde 1950, ha sido creciente el número de campos en los que se ha utilizado la teoría de juegos: economía, ciencias políticas,
psicología, biología, plani…cación estratégica militar, etc.
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Sea N un conjunto de n jugadores. Un juego simple es —cfr. Bilbao Arrese, Fernández García,
Jiménez-Losada y López [1244] (p. 1)— una función de conjuntos v : P(N)! f0; 1g, tal que:

v(N) = 1 (10.202)

y tal que v es monótona no decreciente, o sea, que para cualesquiera A;B 2 P(N):

B µ A =) v(B) · v(A) (10.203)

Supongamos que cada jugador ni 2 N tiene un número de votos wi > 0, de manera que cada coalición

En 1994, y en reconocimiento a la gran in‡uencia en tantos campos que ha tenido la teoría de juegos, fue concedido el premio
Nobel de Economía a tres grandes teóricos de los juegos: John Charles Harsanyi (1920-2000), John Forbes Nash (Jr.) (1928-) y
Reinhard Selten (1930-).

La vida del segundo de ellos, de Nash, aparece relatada, por ejemplo, en el libro de Sylvia Nasar [1237]: A Beautiful Mind: A
Biography of John Forbes Nash, Jr., traducido como «Una Mente Prodigiosa», y más recientemente, en The Essential John Nash
[1238], de autor el propio Nash, y editado por Harold W. Kuhn y Sylvia Nasar. Su vida ha sido llevada al cine, en la película A
Beautiful Mind, traducida como «Una Mente Maravillosa», del director Ron Howard, siendo Russell Crowe el actor elegido para
interpretar el papel de John Forbes Nash (Jr.) El éxito alcanzado por la película, y las peculiaridades y avatares de su vida, han
hecho que el público se interese por sus contribuciones a la teoría de juegos, aportaciones que fundamentalmente se centran en la
teoría del equilibrio estratégico y en los modelos de negociación (tanto desde el punto de vista axiomático como desde el punto de
vista estratégico).

Un juego se describe por sus reglas (lo que cada uno puede hacer y cuando puede hacerlo), por sus estrategias (los planes de
acción para cada situación posible del juego) y por sus pagos (las cantidades que los jugadores ganan o pierden en una situación
particular del juego). Una vez conocidas las reglas, las estrategias y las ganancias y pérdidas, podemos pensar en hallar las mejores
estrategias. Por lo general, las mejores estrategias para un jugador dependen de lo que haga el resto de jugadores. Si una de tales
mejores estrategias no depende del resto, se llama estrategia dominante. La mejor estrategia o respuesta para un jugador es
aquella que, dadas las estrategias del resto de jugadores, maximiza los pagos al jugador.

El equilibrio de Nash se alcanza cuando la elección de cada jugador es la mejor respuesta a las elecciones de los demás
jugadores. Es decir, cuando cada jugador responde con su mejor estrategia. Como en un equilibrio de Nash, la estrategia elegida
por cada jugador es su mejor estrategia, los jugadores carecen de incentivos para cambiar de estrategia.

Los jugadores pueden alcanzar el equilibrio de Nash, básicamente de dos formas. Una manera —eductiva— en la que los
jugadores alcanzan el equilibrio pasa por razonamientos extraordinariamente profundos, que casi seguramente comenzarían «si
él piensa que yo pienso que él piensa que ...», o sea, supone que los jugadores «piensan todo de antemano». Otra manera —
evolutiva— corresponde a pensar que los jugadores ajustan su conducta por tanteo, a medida que juegan. La posición del jugador
humano suele ser intermedia entre lo eductivo y lo evolutivo.

En realidad, en muchas situaciones coexisten múltiples equilibrios de Nash, y el verdadero problema es el de la selección del
equilibrio «más equilibrado». Ténganse en cuenta las palabras de Nash: «cualquier teoría normativa del comportamiento racional
podrá considerarse acabada, cuando proporcione un medio para seleccionar un único punto de equilibrio para cada juego». El
problema es que para esta selección se necesita información extra, es decir, información proveniente de fuera del juego en sí. De
procedimientos para realizar esta selección tratan los trabajos de John Charles Harsanyi y Reinhard Selten [1239].

Un típico ejemplo de juego con múltiples equilibrios de Nash involucra a dos amigos —por ejemplo, Marina y Alejandro— que
desean salir juntos una noche. Se plantean dos posibilidades: ir a una …esta o al cine. Marina quiere ir a la …esta, pero Alejandro
quiere ir al cine. Lo realmente importante, lo que ellos valoran, es hacer algo juntos. La matriz de pagos (en unidades de felicidad )
puede ser la siguiente:

 
  AlejandroAlejandroAlejandroAlejandro    
     FiestaFiestaFiestaFiesta    CineCineCineCine    

FiestaFiestaFiestaFiesta    (2, 1) (-2, -2) MarinaMarinaMarinaMarina    
CineCineCineCine    (-2, -2) (1, 2) 

 

Esta matriz muestra que el juego tiene dos equilibrios de Nash, uno en el que ambos van a la …esta, y otro en el que ambos van
al cine.

En palabras de Juan Luis Arsuaga [1240], famoso por sus trabajos en Atapuerca —cfr. Arsuaga y Martínez [1241]— y el
descubrimiento del Homo antecesor, Nash «trata de ver cómo es posible que los individuos cooperen entre sí». Y observe el lector
que Arsuaga habla de individuos, que no de seres humanos.

De hecho, la teoría de juegos cada vez cobra un papel más protagonista en biología, antropología y etología, y en especial a la
hora de explicar la evolución de la vida en nuestro planeta. No sólo debemos pensar en el proceso de selección natural propuesto
por Charles Darwin [1242], quien a …n de cuentas, sólo hablaba de individuos, sino que la teoría de juegos, y en particular la
dedicada a juegos entre varios individuos, en los que se contemple la posibilidad de cooperación entre ellos, nos ayuda a comprender
el proceso de selección natural de grupos, y el porqué del triunfo de algunos de ellos. Quizás uno de los máximos ponentes de todo
ello sea John Maynard Smith [1243].

Y cómo no, la teoría de juegos parece fundamental para entender la sociología y la …losofía social. Los teóricos de los juegos
están seguros de poder demostrar que hasta el individuo más egoísta (ya se sabe, esa persona que de…ne al propio egoísta como
todo aquél o aquella que no piensa en ella), puede sacar provecho de cooperar con los demás, si no a corto plazo, seguro que
sí a medio o largo plazo. Para ello, los investigadores estudian los equilibrios de juegos que los jugadores juegan una y otra vez
(juegos con repetición).

En teoría de juegos, se conoce como nivel de seguridad de un jugador en un juego al mayor bene…cio o pago esperado que el
jugador o jugadora puede asegurarse con independencia de lo que haga el resto de jugadores. Para calcular su nivel de seguridad,
un jugador debe considerar el peor de los casos, o sea, debe suponer que cualquiera de los otros jugadores será capaz de predecir
su estrategia y que actuará para minimizar su bene…cio.
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S µ N reúne la suma de los votos de los jugadores que la componen

w(S) =
X
i2S

wi (10.204)

Establecida una cuota q —menor o igual que w1+w2+ : : :+wn— para adoptar decisiones, S es una coalición
ganadora, precisamente si:

w(S) ¸ q (10.205)

y es perdedora en caso contrario.

Un juego de votación ponderada (j.v.p.) —cfr. Algaba, Bilbao Arrese, Fernández García y y
López [1245] (p. 1).— es un juego simple v : P(N)! f0; 1g tal que:

v(S) =

½
1 si w(S) ¸ q
0 en otro caso

(10.206)

de manera que todo j.v.p. se puede representar por:

v ´ [q;w1; : : : ; wn] (10.207)

De…namos un juego borroso simple como una función de conjuntos ev : F(N)! [0; 1], tal que:

ev(N) = 1 (10.208)

y:

B µ A =) ev(B) · ev(A) (10.209)

para cualesquiera A;B 2 F(N).
Se satisface que si existe un juego simple v : P(N)! f0; 1g tal que para todo ® 2 ¤(A) [ ¤(B):

®B®A =) v(®B) · v(®A) (10.210)

entonces:

ev(A) = Aggr
®2¤(A)[¤(B)

v(®A) (10.211)

es un juego borroso simple (observemos que según los axiomas de una operación esencial de agregación Aggr
—cfr. Def. 69 (pág. 106)—, se tiene que ev(?) = 0 (si v(?) = 0) y que ev(N) = 1 (si v(N) = 1)).

Ejemplo 177 Consideremos un juego de votación ponderada en una de tantas asambleas políticas, cuya com-
posición fuese la siguiente: P1 posee 13 escaños, P2 tiene 12, P3 tiene 6 y P4 sólo cuenta con 2 escaños. En
principio, el juego está de…nido por:

v ´ [17; 13; 12; 6; 2] (10.212)

Dada la coalición N = fP1; P2g, sus miembros discuten entre las opciones A y B. De los 13 de P1, 6 pre…eren
A, 5 pre…eren B y 2 no saben; de los 12 de P2, los 12 preferirían B, pero si no quedase más remedio, 7 votarían
A. La opción B es la preferida, pues intuitivamente calculamos las esperanzas:

E[A] =
6

13

13

33
+
7

12

12

33
=
13

33
' :39394 (10.213)

E[B] =
5

13

13

33
+
12

12

12

33
=
17

33
' :51515 (10.214)

Pero, ¿por qué ha de suponer que el resto de jugadores quiere perjudicarle? ¿No resulta más coherente suponer que cualquier
jugador actuará para maximizar su bene…cio en vez de hacerlo para minimizar el de sus contrarios?

Puede que no siempre. Por ejemplo, un juego de dos jugadores en los que los intereses de ambos sean diametralmente opuestos
entre sí. En tal caso, maximizar el bene…cio de uno equivale a minimizar el bene…cio del otro. Estos juegos estrictamente
competitivos se conocen en la teoría como juegos de suma nula. A primera vista, por poner un ejemplo, podríamos pensar en
el póquer o en el backgammon. Sin embargo, la realidad es que depende del entorno donde se jueguen. En algunos casinos, la
banca se queda con un 10% de las apuestas. Por otro lado, hemos de considerar si los jugadores tienen o no aversión al riesgo. Si
no la tienen, es decir, si son neutrales al riesgo, podemos considerar estos juegos como de suma cero. Por ejemplo, es una buena
hipótesis si tales juegos se juegan en familia. Pero, en general, no deberían ser considerados como juegos de suma cero, pues las
personas muestran aversión al riesgo.

En de…nitiva, la hipótesis de racionalidad del decisor —cfr. pág. 8— puede ser un buen punto de partida.
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De manera alternativa, decidimos representar las opciones mediante los conjuntos borrosos:

A = (6=13)=P1 + (7=12)=P2 (10.215)

B = (5=13)=P1 + (12=12)=P2 (10.216)

Trabajemos con ®-cortes. La unión de los conjuntos de niveles es:

¤(A) [ ¤(B) = f5=13; 6=13; 7=12; 1g (10.217)

Los ®-cortes de A y B son:

5=13A = fP1; P2g; 6=13A = fP1; P2g; 7=12A = fP2g; 1A = ?
5=13B = fP1; P2g; 6=13B = fP2g; 7=12B = fP2g; 1B = fn2g (10.218)

por lo que, si por ejemplo, en la Ec. 10.211, usamos como Aggr la media aritmética, entonces:

ev(A) =
1 + 1 + 0 + 0

4
= 1=2 (10.219)

ev(B) =
1 + 0 + 0 + 0

4
= 1=4 (10.220)

resultado que es contrario a nuestra intuición anterior.

Apliquemos TOPSIS 0/1. La opción preferencial ideal es

I = (6=13)=P1 + 1=P2 (10.221)

y la anti-ideal es:

I = (5=13)=P1 + (7=12)=P2 (10.222)

De este modo:

5=13I = fP1; P2g; 6=13I = fP1; P2g; 7=12I = fP2g; 1I = fP2g
5=13I = fP1; P2g; 6=13I = fP2g; 7=12I = fP2g; 1I = ? (10.223)

El conjunto de pesos de los criterios en TOPSIS-0/1 es:

w =

½
13

33
;
12

33
;
6

33
;
2

33

¾
(10.224)

Entonces, en realidad, trabajamos con los ®-cortes indicadores ponderados; por ejemplo, el indicador ponderado
del 5

13 -corte del ideal I es:

5=13IwÂ = (
13 vecesz }| {
1; : : : ; 1;

12 vecesz }| {
1; : : : ; 1;

6 vecesz }| {
0; : : : ; 0; 0; 0) (10.225)

De…nimos así el juego borroso simple ev como la razón de similitud al ideal modi…cada —cfr. Ec. 10.6:
ev(A) = ±J(A;I)

±J(A;I) + ±J(A;I) (10.226)

El cálculo de las razones de similitud al ideal —cfr. Ec. 10.6— para A y B, usando, por ejemplo, la disimilitud
±J —correspondiente al coe…ciente ¾J de Jaccard-Tanimoto (cfr. 10.34)— provee la elección de B por:

ev(B) ' :65789
frente a:

ev(A) ' :34211
El empleo, aquí ejecutado, de TOPSIS-0/1 constituye, sin duda, un incremento del apoyo empírico a su

utilidad —en el sentido de la variedad argumentada por Carl G. Hempel [41] (p. 58).
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10.15 Síntesis re‡exiva del capítulo

En este capítulo, desarrollamos y evaluamos TOPSIS-0/1, una técnica modi…cadora de TOPSIS, que nos
permitirá eludir los argumentos basados en subsunción en los sistemas basados en conocimiento borroso, que
han sido los que hemos elegido para interpretar el papel de los sistemas de conocimiento basados en unidades
vagamente per…ladas.

Como decíamos en §2.3, suponemos que cualquier objeto y cualquier clase —de cara a nuestros …nes, clase
será sinónimo de tipo, e incluso de vista (clase virtual)—, se representa en el sistema por un per…l descriptivo
consistente en un conjunto de puntuaciones relativas a unos atributos pertenecientes a una colección …nita
preestablecida. Cada una de estas puntuaciones denota el grado en el que el atributo al que se re…ere la
puntuación es satisfecho por el objeto o clase.

Comenzamos recordando TOPSIS —cfr. §10.1.6—, ilustrando nuestra exposición mediante su aplicación a
dos situaciones, según que los criterios posean igual o distinta relevancia —cfr. §10.1.7 y §10.1.8, respectiva-
mente.

Algo básico para TOPSIS-0/1 es que de…nimos la presencia o ausencia de cualquier propiedad en la descrip-
ción borrosa de un objeto o de una clase a partir de la combinación de los resultados de la evaluación de la
presencia o ausencia de la propiedad en todos los ®-cortes del objeto o clase. En el proceso, proponemos iden-
ti…car cada ®-corte con una tupla bivalente que llamaremos ®-corte indicador ponderado —cfr. §10.7—.
La bivalencia expresa para cada propiedad corresponde a su presencia o ausencia en el ®-corte según el grado
en el que el objeto la satisfaga. Para medir la distancia entre ®-cortes indicadores ponderados, utilizamos
índices de disimilaridad entre conjuntos bivalentes …nitos; por ello, dedicamos §10.2 a su estudio, analizando
cómo conceder mayor importancia a algunas características —cfr. §10.3—, aplicando nuestros resultados al
caso de conjuntos nítidos …nitos —cfr. §10.4— y al de subintervalos de [0,1] —cfr. §10.5—, como antesalas
del posterior desarrollo de TOPSIS-0/1. A continuación, en §10.6, vemos un ejemplo de aplicación de TOPSIS
sobre per…les bivalentes en diagnosis clínica: la discriminación entre tipos de personalidad A y B (según la
tipología de Friedman, Rosenman y Carroll).

En §10.8 entramos de lleno en la descripción de nuestra propuesta TOPSIS-0/1, basada en que de…nimos
la presencia o ausencia de cualquier propiedad en la descripción borrosa de un objeto o de una clase a partir
de la combinación de los resultados de la evaluación de la presencia o ausencia de la propiedad en todos los
®-cortes del objeto o clase. La bivalencia expresa para cada propiedad corresponde a su presencia o ausencia
en el ®-corte según el grado en el que el objeto la satisfaga. De este modo, proponemos identi…car cada ®-corte
con un ®-corte indicador ponderado —cfr. §10.7—. Como resultado, TOPSIS-0/1 proporciona una estructura
de preferencia, basada en el mecanismo de TOPSIS —cfr. §10.1—, o sea, en la razón de similitud al ideal —cfr.
§10.8.

A modo de ejemplo, trabajamos con supuestos de elección de personal, distinguiendo entre valorar criterios
igualmente importantes —cfr. §10.9—, o desigualmente importantes —cfr. §10.10—. En este último supuesto
hacemos un estudio extenso. Medimos la disimilaridad entre los ®-cortes indicadores ponderados mediante 17
índices de disimilaridad entre conjuntos bivalentes …nitos. Tenemos pues 17 ordenaciones. Proponemos como
posición …nal de cada candidato la media aritmética de las posiciones en cada una de las posibles ordenaciones.

Esta ordenación «consensuada», a su vez, la «consensuamos» con la deducida a partir de 37 métodos
«clásicos» de análisis multicriterio, y en especial de 26 de ellos, para el supuesto propuesto en la sección §10.1.8.
De entre estas estrategias, las señaladas con s intervendrán en una simulación posterior —cfr. §10.12—. Junto
a TOPSIS, será un total de 26 los métodos que participarán en dicha simulación.

Esta simulación pretende ser un primer acercamiento a la evaluación de TOPSIS-0/1. Concretamente, para
evaluar TOPSIS-0/1 —cfr. §10.11—, de…nimos varios indicadores relativos a su e…ciencia y consistencia, y
lo comparamos con los 37 métodos clásicos de análisis multicriterio considerados. Los resultados obtenidos
—cfr. §10.12— indican un alto grado de efectividad para TOPSIS-0/1. También indican la consistencia de
TOPSIS-0/1 con respecto a la colección de 26 métodos participantes en la simulación. Finalmente, en §10.13,
extendemos estas ideas a objetos descritos por subconjuntos borrosos de tipo 2.

Por último, en §10.14, vemos un ejemplo ilustrativo de aplicación de TOPSIS-0/1 en el ámbito de los
juegos de votación ponderada para n jugadores, en concreto, para la elección de una opción conjunta de
posicionamiento, entre los miembros de una coalición de dos partidos en una cualquiera de tantas asambleas
políticas.

¤ ¤ ¤

Lo propuesto en este capítulo evita que tengamos que usar argumentos de subsunción al trabajar en sistemas
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:034 A A A A A A
:069 A A A fC1; C3; C4; C5g A A
:098 A fC1; C3; C4; C5g A fC1; C3; C4; C5g A A
:100 A fC1; C3; C4; C5g A fC1; C3; C4; C5g A fC1; C2; C3; C5g
:114 A fC1; C3; C4; C5g A fC1; C3; C4; C5g A fC1; C2; C3; C5g
:122 fC1; C2; C3; C4g fC1; C3; C4; C5g A fC1; C3; C4; C5g A fC1; C2; C3; C5g
:125 fC1; C2; C3g fC1; C3; C4; C5g A fC1; C3; C4; C5g A fC1; C2; C3; C5g
:134 fC1; C2; C3g fC3; C4; C5g A fC1; C3; C4; C5g A fC1; C2; C3; C5g
:136 fC1; C2; C3g fC3; C4; C5g fC1; C2; C4; C5g fC1; C3; C4; C5g A fC1; C2; C3; C5g
:146 fC1; C2; C3g fC3; C4; C5g fC1; C2; C4g fC1; C3; C4; C5g A fC1; C2; C3; C5g
:156 fC1; C2; C3g fC3; C4; C5g fC1; C2; C4g fC1; C3; C5g A fC1; C2; C3; C5g
:159 fC1; C2; C3g fC3; C4; C5g fC2; C4g fC1; C3; C5g fC1; C2; C4; C5g fC2; C3; C5g
:168 fC1; C2; C3g fC3; C4; C5g fC2; C4g fC1; C3g fC1; C2; C4; C5g fC2; C3; C5g
:171 fC1; C2g fC3; C4; C5g fC2; C4g fC1; C3g fC1; C2; C4; C5g fC2; C3; C5g
:172 fC1; C2g fC3; C4; C5g fC2; C4g fC1; C3g fC1; C2; C5g fC2; C3; C5g
:174 fC1g fC3; C4; C5g fC2; C4g fC1; C3g fC1; C2; C5g fC2; C3; C5g
:180 fC1g fC3; C4; C5g fC2; C4g fC1g fC1; C2; C5g fC2; C3; C5g
:182 fC1g fC3; C4; C5g fC2; C4g fC1g fC1; C2; C5g fC2; C5g
:188 fC1g fC3; C4; C5g fC2; C4g fC1g fC1; C2; C5g fC2g
:200 ? fC4; C5g fC2; C4g ? fC2; C5g fC2g
:205 ? fC4; C5g fC2; C4g ? fC2; C5g fC2g
:207 ? fC4g fC2; C4g ? fC2g fC2g
:220 ? fC4g fC2; C4g ? fC2g ?
:241 ? fC4g fC2g ? fC2g ?
:244 ? fC4g ? ? fC2g ?
:250 ? ? ? ? fC2g ?
:276 ? ? ? ? fC2g ?

Tabla 10.27: ®-cortes de los per…les de cada candidato considerando criterios de igual
importancia. Cfr. supuesto propuesto en la sección §10.1.8.
— Fuente: Elaboración propia.

de bases de datos orientados a objetos borrosos, y por tanto, evita los problemas que suelen acompañarlos. De
nuevo, llamamos la atención del lector sobre la ventaja conceptual de ver un conjunto borroso como una colección
de conjuntos nítidos apilados. Suponiendo los objetos representados por conjuntos borrosos, y teniendo esto en
cuenta, hemos estudiado la presencia o ausencia de cualquier propiedad, en particular de cualquier atributo,
en el objeto a partir de la coalescencia de los resultados de evaluar la presencia o la ausencia de la misma
propiedad en todos los ®-cortes del objeto. Estamos reivindicando la composicionalidad de los conceptos, que
la sintaxis y el contenido de un concepto complejo está normalmente determinado por la sintaxis y el contenido
de sus constituyentes —cfr. Fodor [652]—. Las propiedades (en nuestro caso, atributos) también pueden
de…nirse mediante per…les descriptivos cuyos referentes sean propiedades (atributos) secundarias. Entonces,
parece adecuado representar cualquier objeto mediante un subconjunto borroso de nivel 2 cuyos referentes (las
propiedades) sean subconjuntos borrosos de tipo 2 del conjunto de características secundarias (el universo de
discurso). Este punto de vista permite expresiones más naturales.

En cuanto a TOPSIS-0/1, decir que es necesario continuar las simulaciones computacionales, al menos con
dos comprobaciones inmediatas:

² Hacer el estudio de todos los índices propuestos, pero variando el número de alternativas y el número de
criterios.

² Analizar la estabilidad, robustez o sensibilidad de TOPSIS-0/1, relativa al cambio de una alternativa, que
no sea la mejor, por otra peor que ella. Esto nos indicaría la proporción en la que TOPSIS-0/1 cambia
su propuesta de mejor alternativa cuando se ha realizado tal operación. En de…nitiva, debemos analizar
la estabilidad de TOPSIS-0/1 relativa a la mejor alternativa.

Diversos autores, por ejemplo Markova [1246] y Ozernoy [1247] nos recuerdan la cuestión de que pregun-
tarnos qué método elegir para un problema concreto de decisión multicriterio, puede plantearse como
un nuevo problema de decisión multicriterio que deberá ser abordado, a su vez, utilizando algún método de
decisión multicriterio. Desconocemos si existen modelos estándares establecidos, pero, en cualquier caso, éstos
debieran referirse no sólo a las cualidades teóricas y técnicas sino también a la tecnología de desarrollo software.
Hobbs [1248] establece algunos criterios básicos, como adecuación y aplicabilidad al problema concreto, coste
computacional, validez de los resultados o facilidad de uso —su amabilidad (user-friendliness).
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I I
:034 A A
:069 A fC1; C3; C4; C5g
:098 A fC1; C3; C4; C5g
:100 A fC1; C3; C5g
:114 A fC1; C3; C5g
:122 A fC1; C3g
:125 A fC1; C3g
:134 A fC3g
:136 A ?
:146 A ?
:156 A ?
:159 A ?
:168 A ?
:171 A ?
:172 A ?
:174 A ?
:180 A ?
:182 A ?
:188 A ?
:200 fC2; C4; C5g ?
:205 fC2; C4; C5g ?
:207 fC2; C4g ?
:220 fC2; C4g ?
:241 fC2; C4g ?
:244 fC2; C4g ?
:250 fC2g ?
:276 fC2g ?

Ta bla 10.28: ®- cor tes de l os per…les del ideal y del anti-ideal, con sid era n do cr it erios
de igual importancia. Cfr. supuesto propuesto en la sección §10.1.8.
— Fu e n t e : Elaboración propia.

DH';w(A;B; u; w; d
H
® ; ')

Alberto Blanca Daniel

dH® I I S O I I S O I I S O

±sm :3926 :2815 :4176 5 :3426 :3315 :4918 4 :2463 :4278 :6346 2

±SS1 :6629 :5274 :4431 5 :7143 :6623 :4811 3 :4821 :6993 :5919 2

±RT :5168 :3856 :4273 5 :4889 :4663 :4882 4 :3409 :5558 :6199 2

±BUB :5556 :5076 :4774 5 :3803 :7009 :6483 3 :3232 :7259 :6919 2

±SS4 :8148 :5875 :4189 5 :7507 :7126 :4870 3 :5375 :8519 :6131 2

±SS5 :8148 :6208 :4324 5 :7997 :7608 :4876 3 :5568 :8519 :6047 2

±tam :2107 :1331 :3872 5 :1412 :1427 :5026 4 :1132 :2395 :6790 2

±fo :1819 :1483 :4492 5 :2014 :1888 :4839 3 :1331 :1882 :5859 2

±di 39:2593 28:1481 :4176 5 34:2593 33:1481 :4918 4 24:6296 42:7778 :6346 2

±E 2:4925 1:906 :4333 5 2:4821 2:3394 :4852 4 1:7155 2:6625 :6082 2

±J :5555 :5264 :4865 5 :4256 :7278 :6310 3 :3393 :7259 :6815 2

±Cz :4788 :4902 :5059 5 :2915 :6979 :7054 3 :2626 :6906 :7245 2

±SS3 :6332 :5651 :4716 5 :5692 :7601 :5718 3 :4200 :7616 :6446 2

± MC : 2593 : 1190 :3 146 3 : 3886 : 0981 :2 017 6 : 2281 : 1333 :3 689 2

± K2 : 4259 : 4669 :5 229 5 : 2313 : 6787 :7 458 2 : 2252 : 6593 :7 454 3

± OC : 4544 : 4797 :5 135 5 : 2623 : 6892 :7 243 3 : 2445 : 6772 :7 347 2

± SI : 9648 : 6860 :4 155 5 : 9408 : 9062 :4 906 2 : 9468 : 8741 :4 800 3

Ta bla 10.29:  Primera parte de la tabla. En la siguiente página se comenta.
— Fu e n t e : Elaboración propia.
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DH
';w(A;B; u; w; d

H
® ; ')

Emilia Germán Hilario

dH® I I S O I I S O I I S O

±sm :4296 :2444 :3626 6 :1111 :5630 :8352 1 :3130 :3611 :5357 3

±SS1 :7635 :4634 :3777 6 :3426 :7934 :6984 1 :6711 :6218 :4809 4

±RT :5712 :3335 :3686 6 :1797 :6728 :7892 1 :4480 :4745 :5143 3

±BUB :5926 :4755 :4452 6 :1169 :8370 :8774 1 :4329 :6122 :5858 4

±SS4 :9630 :4566 :3216 6 :3351 :9630 :7419 1 :8056 :6472 :4455 4

±SS5 :9630 :5068 :3448 6 :3748 :9630 :7198 1 :8339 :7035 :4576 4

±tam :2269 :1196 :3453 6 :0267 :4017 :9377 1 :1294 :1975 :6042 3

±fo :2028 :1248 :3810 6 :0844 :1613 :6564 1 :1836 :1636 :4712 4

±di 42:9630 24:4444 :3626 6 11:1111 56:2963 :8352 1 31:2963 36:1111 :5357 3

±E 2:8092 1:6642 :3720 6 1:0552 3:1924 :7516 1 2:3081 2:3159 :5008 3

±J :5926 :4988 :4570 6 :1553 :8370 :8435 1 :4546 :6343 :5825 4

±Cz :5034 :4741 :4850 6 :9432 :8018 :8947 1 :3624 :6006 :6237 4

±SS3 :6876 :5245 :4327 6 :2317 :8728 :7902 1 :5591 :6713 :5456 4

±MC :2963 :0914 :2357 5 :1553 :1333 :4619 1 :2695 :1157 :3005 4

±K2 :4444 :4531 :5048 6 :0776 :7704 :9084 1 :3199 :5764 :6430 4

±OC :4762 :4650 :4941 6 :0861 :7883 :9015 1 :3422 :5901 :6330 4

±SI :9648 :6846 :4150 6 :9278 :9852 :5150 1 :9550 :7977 :4551 4

Tabla 10.29: En la columna dH® se listan los diferentes coe…cientes de disimilitud
empleados. A continuación, las disimilitudes ponderadas al ideal (I)
y al anti-ideal (I), la razón de similitud al ideal (S) y la ordenación
de las alternativas (O). La co-monotonía de la distancia euclidea ±E

y su cuadrado ±E2 es trivial, de ahí que la segunda no aparezca en la
tabla. La «diferencia de patrones»±pat no se lista porque no decide: en
todos los casos es cero (bc = 0). Cfr. supuesto propuesto en la sección
§10.1.8.
— Fuente: Elaboración propia.



«Los hombres se distinguen
por lo que muestran,

y se parecen por lo que ocultan.»
—Paul Valéry (1871-1946) <Misceláneas>

Como decíamos en páginas anteriores, empezando por el capítulo 5, una de nuestras metas
es la de…nición de un marco de trabajo adecuado para comparar conjuntos borrosos, ordinarios o
no. Dedicábamos el comienzo de dicho capítulo, a de…nir los conceptos de asignación de medida de
comparación, de similitud y de disimilitud entre objetos. En este capítulo, seguimos construyendo
dicho marco, extendiendo las ideas anteriores para objetos al caso de conjuntos nítidos. Estas
de…niciones se establecen para los conjuntos de una ¾-álgebra M(U), aunque las extendemos, de
manera natural, a una colección cualquiera S de subconjuntos de U . Usando una asignación básica
de medida ¹, en lugar de la medida discreta (el cardinal), extendemos, de manera natural, las
de…niciones de coe…ciente de similaridad y de coe…ciente de disimilaridad, que resultarán ser casos
particulares de las medidas de parecido y distinción, respectivamente, que aquí también de…niremos.
Las de…niciones anteriores pueden extenderse al caso de conjuntos borrosos, utilizando la ¾-álgebra
borrosa en vez de la ¾-álgebra nítida. Finalizamos considerando valoraciones lingüísticas de una
comparación, como es natural en nuestros actos corrientes de lenguaje, por lo que proponemos la
de…nición de asignación básica de medida de conjuntos con valoración borrosa. En el capítulo 17,
concretamente en §17.2, completamos estos conceptos, de…niendo los de asignación lingüística de
medida de conjuntos, cuasi-probabilidad lingüística, y probabilidad lingüística.

11.1 Asignación de comparación entre subconjuntos

Comencemos por establecer la de…nición demedida de comparación entre conjuntos. SegúnBouchon-Meunier,
Rifqi y Bothorel [1249], una medida de comparación entre dos conjuntos A y B, en el sentido más general,
debe tener en cuenta características comunes (relativas a A\B), y distintivas (relativas a los conjuntos A¡B
y B ¡A).

Pero, al ser posible reescribir:

A = ((A \B) [ (A¡B))¡ (B ¡A) (11.1)

B = ((A \B) [ (B ¡A))¡ (A¡B) (11.2)

tal a…rmación es vana.
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Por nuestra parte, proponemos la siguiente de…nición de asignación (parcial o total) de comparación entre
conjuntos, que extiende la noción de asignación (parcial o total) de comparación entre objetos —cfr. Def. 43—.
Sea U un conjunto referencial o universal no vacío. Sea P = (C;¹) un conjunto parcialmente ordenado (c.p.o.).

De…nición 178 Denominamos asignación (parcial o total) de comparación entre subconjuntos de U, a
cualquier función (parcial o total) m : P(U)£P(U)! P , tal que satisfaga las siguientes condiciones:

1. Ranm, el recorrido o rango de la función m, es completo en el c.p.o., o sea, que posee mínimo y máximo;

2. (8A 2 P(U)) (m(A;A) = minRanm) _ (8A 2 P(U)) (m(A;A) = maxRanm).

Observación 179 Sea S µ U. Dada una asignación básica de similitud —cfr. Def. 44— o de disimilitud
—cfr. Def. 45— h : S £ S ! Ranh, entonces:

m(fxg; fyg) = h(Â¡1fxg(1); Â¡1fyg(1)) (11.3)

es una asignación de comparación entre conjuntos unitarios, siendo Â¡1A (1) la imagen recíproca1 de 1 por ÂA,
y ésta la función característica de un conjunto dado A.

Recíprocamente, dada una asignación de comparación, no constante —cfr. Prop. 46—, entre conjuntos
unitarios m : S(S)£S(S)! Ranm, entonces2 :

h(x; y) = m(fxg; fyg)

donde:

h m(fxg; fxg)¡m1

m0 ¡m1
d+

m(fxg; fxg)¡m0

m1 ¡m0
s

es, o bien una asignación básica de similitud:

m(fxg; fxg) = m1

o bien, una asignación básica de disimilitud:

m(fxg; fxg) = m0

Es decir, a nuestro parecer, debemos exigir que al comparar un objeto consigo mismo, el valor de la asig-
nación de comparación sea el «máximo» o el «mínimo» permitido. Estos casos extremos corresponden, como
apreciamos en el ejemplo anterior, respectivamente, a considerar únicamente las coincidencias (por ejemplo,
una similitud) y a tener en cuenta sólo las diferencias (por ejemplo, una disimilitud).

11.2 Asignaciones básicas de medida de conjuntos

Según las de…niciones de los coe…cientes de similaridad —Def. 155— y disimilaridad —Def. 156—, y las de
las funciones a; b; c y d —Ecs. 10.10-10.13—, y notando mediante ° un coe…ciente, ya sea de similaridad o
disimilaridad, éste está de…nido funcionalmente como:

°(A;B) = g°(jA \Bj ;
¯̄
A \B¯̄ ; ¯̄A \B¯̄ ; ¯̄A \B¯̄) (11.4)

1Dada una aplicación f : A ! B, si la imagen recíproca f¡1(b) de b 2 B, consta de un único elemento, se llamará imagen
recíproca de b a dicho único elemento y no al conjunto formado por él —cfr. v. gr. Burgos [1250] (p. 15)— De este modo, si
Âfag es la función característica de un conjunto unitario fag, entonces Â¡1fag(1) = a. En de…nitiva, una forma fácil de «quitar
formalmente las llaves» a un conjunto unitario, de extraer el elemento.

2El poder «poner las llaves» a un objeto del universo y «transformarlo» así en un subconjunto unitario suyo, puede considerarse
un axioma de la teoría de conjuntos —cfr. Levy [398]; Alonso, Borrego, Pérez, Ruiz [267] (p. 6); Reinhardt y Soeder [1251]
(v. 1, p. 29); Mosterín [548] (pp. 191ss.)—. No obstante, como sentencia René Thom [1252] (p. 77), no es habitual la
preocupación por los fundamentos, ni siquiera en el quehacer matemático habitual (a no ser, claro está, que tal quehacer incluya
precisamente la investigación en los fundamentos):

«Todo el mundo usa la teoría de conjuntos desde el momento en que existe, igual que M. Jourdain, en Le
Bourgeois Gentilhomme de Moliere, usa la prosa sin conocerla.»



11.2. Asignaciones básicas de medida de conjuntos 335

Si, como debe ser, consideramos los coe…cientes de similaridad y disimilaridad, casos particulares de asig-
naciones de comparación entre subconjuntos —cfr. Def. 178—, entonces:

°(A;A) = g°(jAj ; 0; 0;
¯̄
A
¯̄
) 2 fminRan g° ;maxRan g°g (11.5)

y como, para todo A 6= ?, debe ocurrir:

±(A;A) < ¾(A;A) (11.6)

entonces:

g¾(jAj ; 0; 0;
¯̄
A
¯̄
) = maxRan g¾ (11.7)

g±(jAj ; 0; 0;
¯̄
A
¯̄
) = minRan g± (11.8)

El cardinal de un conjunto es una medida particular, la medida discreta («counting measure»), también
llamada medida cardinal, de un conjunto —cfr. Rudin [1253] (p. 12); Ash [1254] (p. 7).

Recordemos que una medida, de…nida sobre una ¾-álgebra M, es —cfr. Rudin (p. 11); Ash [1254] (p.
6)— una función ¹ :M ! [0;+1] numerablemente aditiva, o sea, que si fAig es una colección numerable de
elementos de M, disjuntos dos a dos, entonces:

¹

Ã 1[
i=1

Ai

!
=

1X
i=1

¹(Ai) (11.9)

Quizás la suposición de la aditividad sea desmesurada como punto de partida. Toda medida de…nida sobre
una ¾-álgebra M, veri…ca la propiedad de minimalidad:

¹(?) = 0 (11.10)

y la propiedad de monotonía, 8A;B 2M:

B µ A =) ¹(B) · ¹(A) (11.11)

—cfr. Rudin [1253] (teor. 1.5.2).

Pensando en el cardinal de conjuntos, como medida del número de elementos, la reunión de estas dos
propiedades parece ser algo tan básico, o más, que la propiedad de aditividad numerable. Esta intuición
elemental hace que propongamos la siguiente de…nición:

De…nición 180 Sea U un universo no vacío de discurso yM(U) una ¾-álgebra en U. Decimos que una función
¹ : M(U) ! [0;+1] es una asignación básica de medida de conjuntos en M(U), precisamente si, para
todo A;B 2M(U):

i) ¹(?) = 0
ii) B µ A =) ¹(B) · ¹(A)

De…nición 181 Sea U un universo no vacío de discurso y M(U) una ¾-álgebra en U. Llamamos asignación
básica normalizada de medida de conjuntos en M(U), a toda asignación básica de medida de conjuntos
¹ :M(U)! Ran¹ tal que, para todo A;B 2M(U),

iii) Ran¹ µ [0; 1]
iv) ¹(U) = 1

Observación 182 Una atenta mirada a nuestro concepto de asignación básica de medida de conjuntos hace
que observemos lo siguiente:

1. Toda medida —en el sentido clásico— es una asignación básica de medida, mas el recíproco no tiene por
qué ser cierto.

2. Lo más parecido sintácticamente a una asignación básica de medida de conjuntos, puede ser una medida
exterior —cfr. Ash [1254] (p. 16); Ibarrola, Pardo y Quesada [417] (p. 88)—. No obstante, una
medida exterior se de…ne en la potencia del universal y no en una ¾-álgebra cualquiera suya. Por otro
lado, y de ahí procede su nombre, una medida exterior es subaditiva numerable.
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3. Si en vez de una ¾-álgebra M(U), usamos una colección genérica no vacía C de subconjuntos de U —que
usualmente satisfará ciertas propiedades convenientes (anillos, semianillos, ¾-álgebras, etc.)—, entonces
vemos una asignación básica normalizada de medida de conjuntos como un caso particular de una medida
borrosa3 en U —cfr. Sugeno [1256]; Wang y Klir [1257]; Klir y Yuan [46] (pp. 177ss.).

Ejemplo 183 Sea U un conjunto de trabajadores de una empresa. Supongamos que producen los mismos
productos. Sea A ½ U un subconjunto de trabajadores cuyo desempeño es altamente efectivo. Sea ¹(A) el
número de productos que produce A en una hora. La medida ¹ puede ser considerada como una medida
de productividad. Si se normaliza ¹ dividiendo entre ¹(U) se obtiene una medida borrosa —cfr. Reche y
Salmerón [1255].

Observación 184 Quizás inspirado por el principio …losó…co de la navaja de William de Ockham: «Lo
que puede hacerse partiendo de menos [hipótesis], se hace en vano a partir de más», o quizás por nuestra
observación 182.3, acerca del concepto de información parcial coherente, propuesto por Fernando Reche y
Antonio Salmerón [1255] (Def. 2), puede que alguien nos acuse de exigir demasiado por requerir de la
colección referente de conjuntos a medir, sea ¾-álgebra. Sin embargo, a nuestro entender, si así no lo hiciésemos,
sería del todo inapropiado utilizar el término «medida».

11.3 Propuesta de extensión a S ¡M(U) de una asignación básica
de medida de conjuntos

En un sistema de información imperfecta puede ocurrir que no todo conjunto sea medible con la medida estándar
del sistema. Una idea de cómo aproximarnos a su medida nos la proporciona la de…nición de contenido de Jordan
—cfr. Reinhardt y Soeder [1258] (p. 357)—. Esta idea puede ser utilizada para extender de manera natural
la de…nición de una asignación básica de medida de conjunto en una ¾-álgebra M(U) a otra colección S de
subconjuntos de U . Esta idea tiene sus puntos de coincidencia con la expuesta por Reche y Salmerón [1255].

La extensión natural es un procedimiento matemático genérico para calcular nuevas previsiones a partir
de juicios iniciales —cfr. Walley [1259]—. En esta sección proponemos un método para inferir, de manera
parecida a una extensión natural, la medida de un elemento de SnM(U), a partir de la asignación básica
(normalizada) de medida conocida de los elementos de la ¾-álgebra M(U).

De…nición 185 Sea U un universo no vacío de discurso, M(U) una ¾-álgebra en U , ¹ una asignación básica
de medida de conjuntos en M(U) y S µ P(U). De…nimos la extensión natural interior de ¹ a S como
¹¤ : S ! [0;+1], como una medida interior, y la de…nimos, para todo A 2 S, como:

¹¤(A) = Â(9B2M(U))(BµA) £ supf¹(B) : B 2M(U) ^B µ Ag (11.12)

Proposición 186 Sean U un universo no vacío de discurso, M(U) una ¾-álgebra en U y ¹ una asignación
básica normalizada de medida de conjuntos en M(U). Entonces, ¹¤, su extensión natural interior a P(U), es
una asignación básica normalizada de medida de conjuntos en P(U) —es decir, una medida borrosa en U (cfr.

3Recordemos que una medida borrosa se dice que es continua desde abajo, precisamente si ocurre que para cualquier sucesión
de elementos de C:

A1 ½ A2 ½ : : : ½ An ½ : : :
sucede que:

1[
i=1

Ai 2 C ) lim
i!1

¹(Ai) = ¹

Ã 1[
i=1

Ai

!

que es continua desde arriba, precisamente si ocurre que para cualquier sucesión de elementos de C:
A1 ¾ A2 ¾ : : : ¾ An ¾ : : :

sucede que:

1\
i=1

Ai 2 C ) lim
i!1

¹(Ai) = ¹

Ã 1\
i=1

Ai

!

y que es semicontinua, precisamente si es continua desde abajo o desde arriba. Para las medidas borrosas en universos …nitos,
Fernando Reche y Antonio Salmerón proponen el nombre de información parcial coherente [1255] (Def. 2).
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Obs. 182.3)—. Es decir, ¹¤ satisface las propiedades de acotación:

¹¤(?) = 0 (11.13)

¹¤(U) = 1 (11.14)

y la propiedad de monotonía:

B µ A) ¹¤(B) · ¹¤(A) (11.15)

Demostración. En efecto, siendo A = ? en (11.17), entonces, Â(9B2M(U))(Bµ?) ´ 1 (por ser M(U) una
¾-álgebra en U , ? 2M(U), por lo que B = ?). Así:

¹¤(?) = supf¹(B) : B 2M(U) ^B µ ?g
= ¹(?)
= 0

por ser ¹ una asignación básica normalizada de medida de conjuntos en M(U).
Veamos que ¹¤(U) = 1. Siendo A = U en (11.17), entonces, Â(9B2M(U))(BµU) ´ 1. Por otro lado, al ser

M(U) una ¾-álgebra en U , U 2M(U), por lo que el supremo de las medidas será la medida de B = U , que por
ser ¹ una asignación básica normalizada de medida de conjuntos en M(U), vale 1:

¹¤(U) = supf¹(B) : B 2M(U) ^B µ Ug
= ¹(U)
= 1

De…nición 187 Sea U un universo no vacío de discurso, M(U) una ¾-álgebra en U, ¹ una asignación básica
de medida de conjuntos en M(U) y ½ una asignación básica normalizada de medida de conjuntos en P(U) —es
decir, una medida borrosa en U (cfr. Obs. 182.3)—. Diremos que ½ extiende a ¹ de M(U) a U, si para todo
A 2M(U), ½(A) = ¹(A).

Proposición 188 Sean U un universo no vacío de discurso, M(U) una ¾-álgebra en U, ¹ una asignación
básica de medida de conjuntos en M(U), ¹¤ su extensión natural interior a P(U), y ½ una medida borrosa en
U, que extiende a ¹. Entonces, para todo A 2 P(U):

¹¤(A) · ½(A) (11.16)

Demostración. Supongamos que A =2 M(U) (el caso contrario es trivial, debido a que ½ extiende a ¹).
Si (8B 2M(U))(B * A), entonces, 0 = ¹¤(A) · ½(A). Así que supongamos que (9B 2 M(U))(B µ A). Por
extender ½ a ¹, coinciden en M(U), por lo que supf¹(B) : B 2M(U)^B µ Ag = supf½(B) : B 2M(U)^B µ
Ag. Por ser ½ una medida borrosa en U , (8B 2 M(U))(½(B) · ½(A)). Finalmente, por la monotonía del
supremo, se tiene que (8A =2M(U))(¹¤(A) · ½(A)).

De…nición 189 Sea U un universo no vacío de discurso, M(U) una ¾-álgebra en U, ¹ una asignación básica
normalizada de medida de conjuntos en M(U) y S µ P(U). De…nimos la extensión natural exterior de ¹ a
S como ¹¤ : S ! [0; 1], como una medida exterior, y se de…ne, para todo A 2 S, como:

¹¤(A) = Â(9B2M(U))(AµB) £ inff¹(B) : B 2M(U) ^A µ Bg+ Â(8B2M(U))(A*B) (11.17)

Proposición 190 Sean U un universo no vacío de discurso, M(U) una ¾-álgebra en U y ¹ una asignación
básica normalizada de medida de conjuntos en M(U). Entonces, ¹¤, su extensión natural exterior a P(U), es
una medida borrosa en U. Es decir, ¹¤ satisface las propiedades de acotación:

¹¤(?) = 0 (11.18)

¹¤(U) = 1 (11.19)

y la propiedad de monotonía:

B µ A ¡! ¹¤(B) · ¹¤(A) (11.20)
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Demostración. En efecto, siendo A = ? en (11.17), entonces, Â(9B2M(U))(?µB) ´ 1 y Â(8B2M(U))(?*B) ´
0. Por otro lado, al ser M(U) una ¾-álgebra en U , ? 2M(U), y por tanto:

¹¤(?) = inff¹(B) : B 2M(U) ^? µ Bg
= ¹(?)
= 0

por ser ¹ una asignación básica normalizada de medida de conjuntos en M(U).
Veamos que ¹¤(U) = 1. Siendo A = U en (11.17), entonces, Â(9B2M(U))(UµB) ´ 1 (por ser M(U) una

¾-álgebra en U , U 2M(U), por lo que B = U), lo que también implica que Â(8B2M(U))(U*B) ´ 0. Así:

¹¤(U) = inff¹(B) : B 2M(U) ^ U µ Bg
= ¹(U)
= 1

porque el único B 2M(U) tal que U µ B, es B = U , y al ser ¹ una asignación básica normalizada de medida
de conjuntos en M(U), se tiene …nalmente que ¹(U) = 1.

Proposición 191 Sean U un universo no vacío de discurso, M(U) una ¾-álgebra en U, ¹ una asignación
básica normalizada de medida de conjuntos en M(U), ¹¤ su extensión natural exterior a P(U), y ½ una medida
borrosa en U, que extiende a ¹. Entonces, para todo A 2 P(U):

½(A) · ¹¤(A) (11.21)

Demostración. Supongamos que A =2 M(U) (el caso contrario es trivial, debido a que ½ extiende a ¹).
Si (8B 2 M(U))(A * B), entonces, ½(A) · ¹¤(A) = 1. Así que supongamos que (9B 2 M(U))(A µ B). Por
extender ½ a ¹, coinciden enM(U), por lo que inff¹(B) : B 2M(U)^A µ Bg = supf½(B) : B 2M(U)^A µ Bg.
Por ser ½ una medida borrosa en U , (8B 2M(U))(½(A) · ½(B)). Finalmente, por la monotonía del supremo,
se tiene que (8A =2M(U))(½(A) · ¹¤(A)).

De…nición 192 Sea U un universo no vacío de discurso, M(U) una ¾-álgebra en U , ¹ una asignación básica
normalizada de medida de conjuntos en M(U) y S µ P(U). De…nimos la extensión natural de ¹ a S como
el par (¹¤; ¹¤).

Proposición 193 Sean U un universo no vacío de discurso, M(U) una ¾-álgebra en U, ¹ una asignación
básica normalizada de medida de conjuntos en M(U), (¹¤; ¹¤) su extensión natural a P(U) y } un operador
idempotente en [0; 1] —esto es, (8x 2 [0; 1])(}(x; x) = x)— y monótono en [0; 1] —esto es, (8x; y; x0; y0 2
[0; 1])(x · x0 ^ y · y0 ¡! }(x; y) · }(x0; y0))—. Sea:

½(A) = }(¹¤(A); ¹¤(A)) (11.22)

Entonces, ½ es una medida borrosa en U, que extiende a ¹.

Demostración. Primero, veamos que ½ es una medida borrosa en U . En efecto, por las proposiciones 186
y 190, y por ser } idempotente en [0; 1]:

½(?) = }(¹¤(?); ¹¤(?))
= }(0; 0)
= 0

½(U) = }(¹¤(U); ¹¤(U))
= }(1; 1)
= 1

Las proposiciones 186 y 190, junto al hecho de ser } monótono en [0; 1], implican la monotonía de ½. Si
B µ A, entonces:

¹¤(B) · ¹¤(A) ^ ¹¤(B) · ¹¤(A)
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de donde:

½(B) = }(¹¤(B); ¹¤(B))
· }(¹¤(A); ¹¤(A))
= ½(A)

Finalmente, veamos que ½ es una extensión de ¹. En efecto, para todo A 2M(U):
¹¤(A) = ¹(A) = ¹

¤(A)

de donde:

½(A) = }(¹¤(A); ¹¤(A))
= }(¹(A); ¹(A))
= ¹(A)

por ser } idempotente en [0; 1].

De este modo, conseguimos inferir, de manera parecida a una extensión natural, y basándonos en la idea de
contenido de Jordan, una asignación de medida borrosa de un subconjunto nítido de U , elemento de S y no
de M(U), donde S µ P(U), a partir de la medida conocida de los elementos de la ¾-álgebra M(U).

11.4 Asignaciones de similaridad y disimilaridad entre conjuntos
nítidos

Si en lugar de la medida discreta (el cardinal), usamos una asignación básica de medida ¹, entonces podemos
extender, de manera natural, las de…niciones de coe…ciente de similaridad y de coe…ciente de disimilaridad
—cfr. Defs. 155 y 156—, a las de asignación de medida de similaridad y asignación de medida de disimilaridad
entre conjuntos nítidos.

De…nición 194 Decimos que una función total f : P(U)£P(U)! R es una asignación básica de (medida
de) similaridad, precisamente si existe una asignación básica de medida de conjuntos ¹ en P(U), y una
función total gf : [0;+1)£ [0;+1)£ [0;+1)£ [0;+1)! Ran gf µ R, tal que:

i) f(A;B) = gf (¹(A \B); ¹(A \B); ¹(A \B); ¹(A \B))
ii) 8a; d 2 [0;+1); gf (a; 0; 0; d) = maxRan gf

De…nición 195 Decimos que una función total f : P(U)£P(U) ! R es una asignación (de medida) de
similaridad, precisamente si es una asignación básica de similaridad cuya función asociada gf satisface:

iii) 8a; b 2 (0;+1);8c 2 [0;+1); gf es no decreciente en a
iv) 8b 2 (0;+1);8c 2 [0;+1); gf es no creciente en b
v) 8b 2 (0;+1);8c 2 [0;+1); gf es no creciente en c

De…nición 196 Decimos que una función total f : P(U)£P(U)! R es una asignación básica de disim-
ilaridad, precisamente si existe una asignación básica de medida de conjuntos ¹ en P(U), y una función total
gf : [0;+1)£ [0;+1)£ [0;+1)£ [0;+1)! Ran gf µ R, tal que:

i) f(A;B) = gf (¹(A \B); ¹(A \B); ¹(A \B); ¹(A \B))
ii) 8a; d 2 [0;+1); gf (a; 0; 0; d) = minRan gf

De…nición 197 Decimos que una función total f : P(U)£P(U)! R es una asignación de disimilaridad,
precisamente si es una asignación básica de disimilaridad cuya función asociada gf satisface:

iii) 8a 2 (0;+1); gf es no creciente en a
iv) 8b 2 (0;+1); gf es no decreciente en b
v) 8c 2 [0;+1); gf es no decreciente en c

Notaremos por ¾ cualquier asignación de similaridad y por ± las asignaciones de disimilaridad. Los coe…-
ciente de similaridad (resp., disimilaridad) es un caso particular de asignación de medida de similaridad (resp.,
disimilaridad), considerando la medida discreta (el cardinal) como asignación básica de medida de conjuntos.
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Observación 198 Observemos que las condiciones de minimalidad —cfr. Def. 196 (ii): ±(A;A) = minRan g±;
y Def. 194 (ii): ¾(A;A) = maxRan g¾—, implican que:

1. toda asignación (básica o no) de similaridad es una asignación básica de similitud —cfr. Def. 44;

2. toda asignación (básica o no) de disimilaridad es una asignación básica de disimilitud —cfr. Def.
45;

3. los recíprocos no son ciertos.

Observación 199 Dada una asignación de similaridad ¾, una regla sencilla para de…nir una asignación de
disimilaridad basada en aquella es que el valor de la asignación de disimilaridad entre dos objetos disminuya a
medida que aumente el correspondiente a la asignación de similaridad entre ambos. En particular, asociada a
toda asignación de similaridad acotada entre 0 y 1, podemos considerar la asignación de disimilaridad:

±(x; y) = 1¡ ¾(x; y) (11.23)

Es una relación de complemento a la unidad. Algunos autores utilizan el pre…jo «co-» (de complemento) para
este tipo de relaciones. Así, en este caso, y por ejemplo, dada ¾, ellos dirían que ± es una «co-similaridad».

11.4.1 Rede…nición a partir de la diferencia simétrica

Debido al comportamiento parejo de gf en b y c, las de…niciones de asignación de similaridad y disimilaridad
pueden enunciarse, de manera equivalente, en función de la operación diferencia simétrica ¢ entre conjuntos,
de…nida por:

A¢B = (A \B) [ (A \B) (11.24)

= (A [B) \ (A [B) (11.25)

Para ello, una condición su…ciente es que la asignación básica de medida de conjuntos ¹ en P(U), sea existen-
cial4:

8A 2 P(U); ¹(A) = 0() A = ? (11.26)

y …nitamente aditiva:

¹(A [B) = ¹(A) + ¹(B) (11.27)

Por ejemplo, en el caso de las asignaciones de disimilaridad, las de…niciones (o caracterizaciones, como se
pre…era), que proponemos, son las siguientes.

De…nición 200 Decimos que una función total f : P(U)£P(U)! R es una asignación básica de disimi-
laridad, precisamente si existe una asignación básica existencial y …nitamente aditiva de medida de conjuntos
¹ en P(U), y una función total hf : [0;+1)£ [0;+1)£ [0;+1)! Ranhf µ R, tal que:

i) f(A;B) = hf (¹(A \B); ¹(A¢B); ¹(A \B))
ii) 8u;w 2 [0;+1); hf (u; 0; w) = minRanhf

De…nición 201 Decimos que una función total f : P(U)£P(U)! R es una asignación de disimilaridad,
precisamente si es una medida básica de disimilaridad cuya función asociada hf satisface:

iii) 8u 2 (0;+1); hf es no creciente en u
iv) 8v 2 (0;+1); hf es no decreciente en v

Ejemplo 202 Si ¹ es una asignación básica existencial y …nitamente subaditiva de medida de conjuntos (por
ejemplo, la medida discreta), entonces, ¹ ±¢ : P(U)£P(U)! [0;+1), de…nida como:

(¹ ±¢)(A;B) = ¹(A¢B)
4Este nombre para esta propiedad, lo hemos tomado de Didier Dubois y Henri Prade [783] (p. 6).
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es una métrica entre conjuntos. En efecto:

i) ¹(A¢B) = 0
¹ existencial() A¢B = ? Def. de ¢() A = B

ii) A¢B
Def. de ¢
= B¢A

¹ monótona
=) ¹(A¢B) = ¹(B¢A)

iii) A¢C
álgebra
µ

de conjuntos
(A¢B) [ (B¢C) ¹ monótona=) ¹(A¢C) · ¹((A¢B) [ (B¢C))

¹ subaditiva
=) ¹(A¢C) · ¹(A¢B) + ¹(B¢C)

Si, además, ¹ es …nitamente superaditiva —la Def. 201 exige la aditividad …nita de ¹—, entonces ¹ ± ¢
es asignación de disimilaridad, además de métrica; proponemos decir que es una asignación métrica de
disimilaridad.

11.4.2 Concordancias y discrepancias

La similaridad total o concordancia absoluta corresponde a:

¾(A;A) = maxRan g¾

es decir, a+ d = n, o sea, b+ c = 0.

La disimilaridad total o discrepancia absoluta corresponde a:

¾(A;B) = minRan g¾

o sea, a+ d = 0, o lo que es lo mismo, b+ c = n.

Desde una perspectiva de conjuntos:

¾(A;B) = maxRan g¾, si jA¢Bj = 0 (11.28)

es decir, precisamente si sólo hay elementos en la intersección (concordancia positiva) y en el complementario
de la unión (concordancia negativa). Análogamente:

¾(A;B) = minRan g¾, si
¯̄
A¢B

¯̄
= 0 (11.29)

esto es, si no existe ninguna coincidencia, ni positiva ni negativa.

11.4.3 Parecidos y distinciones

De…nición 203 Decimos que una asignación (básica) de similaridad ¾ es una asignación (básica) de
parecido en U, precisamente si ¾ es simétrica en b y c, es decir, precisamente si es tal que g¾(a; b; c; d) =
g¾(a; c; b; d).

Decimos que una asignación (básica) de disimilaridad ± es una asignación (básica) de distinción en U,
precisamente si ± es simétrica en b y c, es decir, precisamente si es tal que g±(a; b; c; d) = g±(a; c; b; d).

Ejemplo 204 Recordemos el Análisis Jerárquico de Agrupamientos. Los coe…cientes de similaridad uti-
lizados en él son asignaciones de parecido. Los coe…cientes de disimilaridad son asignaciones de distinción.

Observación 205 Si ° es una asignación de similaridad o disimilaridad, entonces, la simetría g°(a; b; c; d) =
g°(a; c; b; d) equivale a la simetría °(A;B) = °(B;A). Por ello:

1. toda asignación de parecido (básica o no) es una asignación de similitud —cfr. Def. 48;

2. toda asignación de distinción (básica o no) es una asignación de disimilitud —cfr. Def. 49;

3. los recíprocos no son ciertos.

Observación 206 Pero nada obliga a que ±(A;B) = minRan g±, implique A = B. Por tanto:

1. Una asignación básica de distinción ± : P(U)£P(U)! R, es una distancia (de Birkhoff), si Ran g± =
[0;+1], y si además, para todo A;B 2 P(U), ±(A;B) = 0 implica A = B.
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2. Una asignación básica de distinción ± : P(U)£P(U)! R, es unamétrica, si es distancia (de Birkhoff)
y además veri…ca la desigualdad triangular.

Observación 207 De aquí en adelante, nos permitiremos abusar del lenguaje y usar similaridad por asig-
nación (no básica) de similaridad, disimilaridad por asignación (no básica) de disimilaridad, parecido por
asignación (no básica) de parecido y distinción por asignación (no básica) de distinción.

Con la Fig. 14.3 (pág. 398) intentamos mostrar algunas de las relaciones de inclusión entre las
diferentes asignaciones de medida que hemos propuesto en este primer ensayo y que propondremos en los
siguientes.

11.5 Extensión de las asignaciones de similaridad y disimilaridad a
conjuntos borrosos

Las de…niciones anteriores pueden extenderse al caso de conjuntos borrosos. Dado un universo no vacío de
discurso U , la de…nición de ¾-álgebra borrosa M(U) en U , es análoga a la de ¾-álgebra, sólo que las operaciones
de unión y complementariedad son entre conjuntos borrosos, siendo las dos primeras una t-norma y una t-
conorma, respectivamente. En la literatura, se han establecido, al menos dos denominaciones, correspondientes
a dos casos particulares de las asignaciones básicas de medidas de conjuntos:

² Las medidas de conjuntos borrosos —cfr. Bouchon-Meunier, Rifqi y Bothorel [1249]; Rick, Both-
orel, Bouchon-Meunier, Muller y Rifqi [1260] (p. 320)—, son un caso particular de nuestras
asignaciones básicas de medida de conjuntos. Estas «medidas» se de…nen en un subconjunto F(U), y
se valoran en R+. Pueden, por tanto, de…nirse en F(U), la mayor de las ¾-álgebras borrosas, en vez de
en una ¾-álgebra borrosa genérica M(U). En todo caso, preferimos utilizar el nombre de «asignación
básica de medida», y evitar así la posible confusión, sobre todo para conjuntos nítidos, con la de…nición
de medida en una ¾-álgebra, que supone aditividad (11.9).

² Los evaluadores escalares de conjuntos borrosos («scalar fuzzy set evaluators») de Didier Dubois y Henri
Prade [783] (p. 6), son un caso particular de nuestras asignaciones básicas normalizadas de medida de
conjuntos. Tales «evaluadores» se de…nen en F(U) (la mayor de las ¾-álgebras borrosas), en vez de en
una ¾-álgebra genérica M(U), y se valoran en [0; 1]. Veri…can además que la valoración del universal es 1.

Observemos que la comparación entre dos conjuntos la hemos hecho en base a una partición del espacio
basada en ambos conjuntos: ¦ = fA \ B;A \ B;A \ B;A \ Bg. En vez de esta partición, podríamos coger
«sintácticamente», otra cualquiera. El problema es semántico, la partición ¦ es fácilmente interpretable.

La extensión de las asignaciones de similaridad y disimilaridad de P(U)£P(U) a F(U)£F(U), exige además,
la existencia de una medida ¹ de conjuntos borrosos (en el sentido de Bouchon-Meunier et alii, cfr. supra),
esto es, de una asignación básica de medida de conjuntos.

Una segunda posibilidad es hacer la extensión de las asignaciones de similaridad y disimilaridad a partir de
la de…nición de diferencia simétrica —Def. 11.24—, es decir, extender las de…niciones (200) y (201). En este
caso, la diferencia simétrica resultante, una vez introducida la borrosidad, además de depender de la t-norma y
de la t-conorma usadas, es imprecisa. Si, por ejemplo, usamos la t-norma min y la t-conorma max, se mantiene
la igualdad (11.24):

(Ae¢B)(x) = maxfminf1¡A(x); B(x)g;minfA(x); 1¡B(x)gg (11.30)

= minfmaxfA(x); B(x)g;maxf1¡A(x); 1¡B(x)gg (11.31)

Sin embargo, si se usan la t-norma maxf0; x+ y ¡ 1g y la t-conorma minf1; x+ yg, entonces:

(A \B) [ (A \B) Ã (Ae¢¡B)(x) = jA(x)¡B(x)j (11.32)

(A [B) \ (A [B) Ã (Ae¢+B)(x) = minfA(x) +B(x); 2¡A(x)¡B(x)g (11.33)

y, en general, para cada pareja (t-norma, t-conorma) se obtienen otras expresiones. Los conjuntos borrosos
Ae¢¡B y Ae¢+B acotan al conjunto borroso diferencia simétrica que buscamos, es decir, lo que vamos a
obtener en general es que Ae¢B está acotada entre dos conjuntos borrosos diferencia simétrica, uno inferior y
otro superior, o sea, para todo x 2 U se satisface:

(Ae¢¡B)(x) · (Ae¢B)(x) · (Ae¢+B)(x) (11.34)
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11.6 Asignaciones valoradas borrosamente

Hasta ahora la valoración de las medidas que hemos propuesto ha sido nítida, esto es, ha venido dada por
números reales. Opcionalmente, podemos usar números borrosos. Así, en vez de [0;+1] podríamos utilizar
N(R+0 ), el conjunto de todos los números borrosos no negativos, entendiendo por estos últimos aquéllos cuyo
valor modal es mayor o igual a cero.

Por ejemplo, en el caso de la asignación básica de medida de conjuntos tendremos:

De…nición 208 Sea U un universo no vacío de discurso yM(U) una ¾-álgebra en U. Decimos que una función
¹ :M(U)! N(R+0 ) es una asignación básica de medida de conjuntos con valoración borrosa («fuzzy-
valued basic set measure assignment» sería una expresión posible en inglés), precisamente si:

i) ¹(?) = e0
ii) (8A;B 2M(U)) (B µ A =) ¹(B) 4 ¹(A))

donde 4 es un orden de…nido en N(R+0 ).

De…nición 209 Sea U un universo no vacío de discurso y M(U) una ¾-álgebra en U. Llamamos asignación
básica normalizada de medida de conjuntos con valoración borrosa, a toda asignación básica de
medida de conjuntos ¹ :M(U)! Ran¹ tal que:

iii) Ran¹ µ N([0; 1])
iv) ¹(U) = e1

De…nición 210 Decimos que una asignación básica normalizada de medida de conjuntos con valoración bo-
rrosa, ¹ :M(U)! N([0; 1]) es subaditiva, precisamente si:

(8A;B 2M(U)) (A \B = ? =) ¹(A [B) µ ¹(A)© ¹(B)) (11.35)

aditiva, precisamente si:

(8A;B 2M(U)) (A \B = ? =) ¹(A [B) = ¹(A)© ¹(B)) (11.36)

y superaditiva, precisamente si:

(8A;B 2M(U)) (A \B = ? =) ¹(A)© ¹(B) µ ¹(A [B)) (11.37)

siendo µ una relación de inclusión entre ubconjuntos borrosos —cfr. Obs. 41—, y © la operación suma
entre números borrosos —cfr. Ec. 4.31—. A estas de…niciones les añadimos los cali…cativos de …nitud o de
numerabilidad según se trate de una colección …nita (más de dos) o numerable de elementos de M(U). Así se
dirá, por ejemplo, numerablemente subaditiva (o ¾-subaditiva) precisamente si:

8fAngn2N ½M(U) :
Ã
(8i; j 2 N)(Ai \Aj(6=i) 6= ?) =) ¹

Ã[
n2N

An

!
µ
M
n2N

¹(An)

!
(11.38)

Proposición 211 Sea ¹ : M(U) ! N([0; 1]) una asignación básica normalizada de medida de conjuntos con
valoración borrosa, entonces, si ¹ es subaditiva:e1 µ ¹(A)© ¹(Ac) (11.39)

si ¹ es aditiva: e1 = ¹(A)© ¹(Ac) (11.40)

mientras que si ¹ es superaditiva:

¹(A)© ¹(Ac) µ e1 (11.41)

Obsérvese que, debido a la asociatividad de la suma de números borrosos, ser subaditiva (resp., aditiva)
implica ser …nitamente y numerablemente subaditiva (resp., aditiva). En §17.2, de…nimos los conceptos de
asignación lingüística de medida de conjuntos, de cuasi-probabilidad lingüística, y de probabilidad lingüística, y
explicamos por qué la subaditividad y la aditividad —y no la superaditividad— son de interés para nosotros.
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11.7 Resumen

Como decíamos en capítulos anteriores, empezando por el capítulo 5, una de nuestras metas es la de…nición de
un marco de trabajo adecuado para comparar conjuntos borrosos, ordinarios o no. Dedicábamos el comienzo
de dicho capítulo, a de…nir los conceptos de asignación de medida de comparación, de similitud y de disimilitud
entre objetos. En este capítulo, seguimos construyendo dicho marco, extendiendo las ideas anteriores para
objetos al caso de conjuntos nítidos. En §11.1, proponemos la de…nición de asignación (parcial o total)
de comparación entre conjuntos, que extiende la noción de asignación (parcial o total) de comparación
entre objetos —cfr. Def. 43—. En §11.2, proponemos la de…nición de asignación básica de medida de
conjuntos, basándola únicamente en la propiedad de minimalidad y en la de monotonía. Estas de…niciones
se establecen para los conjuntos de una ¾-álgebra M(U). Observamos, entre otras cosas, que si M(U) = P(U),
entonces una asignación básica normalizada de medida de conjuntos, no es más que una medida borrosa en
U .

En §11.3 extendemos, de manera natural, la de…nición de una asignación básica de medida de conjunto
en una ¾-álgebra M(U) a una colección S de subconjuntos de U , basándonos en la noción de contenido de
Jordan, de manera que podemos inferir la medida de un elemento de SnM(U), a partir de la asignación básica
(normalizada) de medida conocida de los elementos de la ¾-álgebra M(U).

En §11.4, usando una asignación básica de medida ¹, en lugar de la medida discreta (el cardinal), extende-
mos, de manera natural, las de…niciones de coe…ciente de similaridad y de coe…ciente de disimilaridad —cfr.
Defs. 155 y 156—, proponiendo las de asignación de medida de similaridad y asignación de medida de
disimilaridad entre conjuntos nítidos. En §11.4.1, rede…nimos los conceptos de asignación de similaridad
y de disimilaridad, de manera equivalente, en función de la operación diferencia simétrica entre conjuntos, y los
relacionamos con las nociones de similitud y disimilitud. Además, de…nimos lo que entendemos por asignación
métrica de disimilaridad. A continuación, de…nimos los conceptos de concordancia y discrepancia abso-
luta, positivas o negativas —cfr. §11.4.2—. En §11.4.3 de…nimos asignación (básica o no) de parecido
y asignación (básica o no) de distinción, relacionándolos con las nociones de similitud y disimilitud. Los
coe…cientes de similaridad y de disimilaridad —cfr. supra §10.2.2— son casos particulares de las medidas de
parecido y distinción, respectivamente, que aquí de…nimos.

Las de…niciones anteriores pueden extenderse al caso de conjuntos borrosos. Ésto lo hacemos en
§11.5, utilizando la ¾-álgebra borrosa en vez de la ¾-álgebra nítida. Las medidas de conjuntos borrosos y
los evaluadores escalares de conjuntos borrosos, nociones asentadas en la literatura, son un caso particular
de asignación básica de medida de conjuntos.y de asignación básica normalizada de medida de conjuntos,
respectivamente. En cualquier caso, esta extensión requiere la existencia de una medida de conjuntos borrosos,
como asignación básica a partir de la que poder de…nir la similaridad o la disimilaridad. Una posible forma
de evitar esto último, es hacer la extensión de las asignaciones de similaridad y disimilaridad a partir de la
de…nición de diferencia simétrica —cfr. Def. 11.24—, es decir, extender las de…niciones (200) y (201). En este
caso, la diferencia simétrica resultante, una vez introducida la borrosidad, además de depender de la t-norma
y de la t-conorma usadas, es imprecisa.

Finalmente, pensamos en la posibilidad de valorar lingüísticamente la comparación, por ejemplo con números
borrosos, por lo que proponemos, en §11.6, la de…nición de asignación básica de medida de conjuntos
con valoración borrosa. En §17.2, completamos estos conceptos, de…niendo los de asignación lingüística
de medida de conjuntos, cuasi-probabilidad lingüística, y probabilidad lingüística.



«El verdadero progreso democrático
no consiste en rebajar la élite al nivel de la plebe,

sino en elevar la plebe a la élite.»
—Gustave Le Bon (1841-1931) <Ayer y mañana>

En este capítulo, introducimos el concepto de relación de cercanía desde un punto de vista
intuitivo: si algo es cercano a nosotros dos, es que es cercano a tí o a mí, y recíprocamente, si
algo es cercano a tí o a mí, es cercano a nosotros dos (si lo es a mí, lo es a tí, a través de mí).
De manera similarmente intuitiva, introducimos la noción de relación de lejanía: si algo está lejos
de nosotros dos, es que está lejos de tí y de mí, recíprocamente, si algo está lejos de tí y de mí,
entonces, está lejos de nosotros dos.
Una relación de cercanía no tiene que ser simétrica. Por ejemplo, una relación de cercanía entre
diferentes puntos de una ciudad, bajo el supuesto de que todos los desplazamientos se hacen en
coche, cumpliendo el código de circulación. En este caso, el hecho de que un punto A esté cercano
a un segundo punto B, no implica el recíproco: basta con imaginar que A y B sean los puntos
extremos de una calle de una sola dirección, y que ir (en coche) desde B hasta A, suponga dar un
rodeo considerablemente largo.
Extendemos estas relaciones a conectivas distintas a la disyunción y la conjunción y, en §12.2, a
relaciones entre subconjuntos completos de un retículo, de…niendo la cercanía sup-inf entre dos de
ellos, como el agregado (según la conectiva elegida) entre las cercanías entre los extremos. Para
conseguir gradaciones intermedias en la valoración de verdad de «ser cercano a», introducimos, en
§12.3, la noción de cercanía borrosa, y demostramos que podemos interpretar el grado de pertenencia
como un grado de cercanía.
Prestando, en todo momento, una atención particular a los problemas de categorización de prototipos
y de clasi…cación de ejemplares, en §12.10, proponemos indicadores de cercanía y lejanía para
intervalos ®-percentilados; en §12.11, extendemos estos indicadores a intervalos de tipo 2; y en
§12.12, los extendemos a subconjuntos ©-borrosos, considerando dos aproximaciones: una basada
en secciones verticales, y la otra basada en ®-cortes.

12.1 Relaciones de cercanías y lejanías entre subconjuntos nítidos

Sea U un universo de discurso no vacío. Denote P(U) el conjunto potencia de U y S(U) la clase de todos los
conjuntos unitarios de U . En esta sección de…nimos los relaciones de cercanía entre subconjuntos de U .
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De…nición 212 Sean S un subconjunto de P(U), R : S £ S ! f0; 1g una relación binaria de…nida en S, y
A;B;C 2 S. Decimos que la relación R es:

i) re‡exiva elemental en S, precisamente si R(A;A)() A 6= ?;
ii) irre‡exiva elemental en S, precisamente si R(A;A)() A = ?;

iii) simétrica en S, precisamente si R(B;A) = R(A;B);
iv) aditiva en S, con respecto a la conectiva lógica ¦ precisamente si R(B [C;A)() R(B;A) ¦R(C;A);
v) subaditiva en S (resp., superaditiva en S) con respecto a la conectiva lógica ¦, precisamente si R(B [
C;A) =) R(B;A) ¦R(C;A) (resp., (=).

De…nición 213 Sea S un subconjunto de P(U). Llamamos cercanía en S a cualquier relación binaria º :
S £ S ! f0; 1g, tal que sea re‡exiva elemental y aditiva en S con respecto a _ (disyunción bivalente), o sea,
precisamente si1:

i) º(A;A)() A 6= ?
ii) º(B [C;A)() º(B;A) _ º(C;A)

para todo A;B;C 2 S. Si º es subaditiva (resp., superaditiva) diremos que º es una cercanía subaditiva
(resp., superaditiva) en S.

Ejemplo 214 Pensemos en dos agentes B y C que tengan que describir la coincidencia que existe entre ellos
mediante un conjunto de valores asignados a ciertos atributos. La descripción que haga B (intersección de B
hacia C) no tiene por qué coincidir con la que haga C (intersección de C hacia B). Ciertos atributos aparecerán
en una descripción y no en otra. Esta relación es re‡exiva, debido a la descripción que hace cualquier agente
A de la coincidencia consigo (independientemente de que el conocimiento de sí mismo sea o no completo,
seguro que será el mismo en el mismo instante de tiempo —la introducción de los dos argumentos A y A en
la evaluación de la cercanía º es simultánea—). Es aditiva, pues si a los agentes B y C originales, añadimos
un un tercer agente A, entonces si piensa que coincide por ejemplo con B, posiblemente pensará que alguna de
las características coincidentes con B esté también presente en el equipo fB;Cg. Recíprocamente, si encuentra
características comunes con el equipo fB;Cg, entonces seguro que compartirá alguna con alguno de ellos. El
universo de discurso U es un conjunto de características; A;B;C 2 P(U) son subconjuntos de características.

De…nición 215 Dado un subconjunto S de P(U) y una cercanía º en S, llamamos espacio de cercanía
al par (S; º). Si º es una cercanía subaditiva (resp., superaditiva) en S, diremos que (S; º) es un espacio de
cercanía subaditiva (resp., superaditiva).

Observación 216 Una relación de cercanía no tiene que ser simétrica, esto es, no tiene por qué veri…car la
propiedad (212.iii): º(A;B)() º(B;A). Por ejemplo, una relación de cercanía entre diferentes puntos de una
ciudad, bajo el supuesto de que todos los desplazamientos se hacen en coche, cumpliendo el código de circulación.
En este caso, el hecho de que un punto A esté cercano a un segundo punto B, no implica el recíproco: basta
con imaginar que A y B sean los puntos extremos de una calle de una sola dirección, y que ir (en coche) desde
B hasta A, suponga dar un rodeo considerablemente largo.

Observación 217 La única diferencia con una relación de proximidad, un concepto anterior bien estable-
cido, es que esta última es simétrica2. Observemos que la aditividad (213.ii) está «orientada»: la cercanía

1Acerca de esta de…nición, consideremos la opinión de August De Morgan (1806-1871), quien pensaba que la relación «de»,
es en ciertos aspectos, como la operación £ en Aritmética o Álgebra. Por ejemplo, la ley numérica a£ (b+ c) = (a£ b) + (a£ c)
es una tautología relacional si £;+;= se traducen por «de», «o» y ´, respectivamente. De este modo, el signi…cado de la ley de
aditividad de las cercanías —cfr. Def. 213.ii )— queda:

A está cerca de (B o C) precisamente si (A está cerca de B) o (A está cerca de C).

La Lógica de Relativos de Charles Sanders Peirce (1839-1914) subsume este hecho. La notación para expresar «B de A»
que él usaba era (A : B). La notación que nosotros adoptamos conserva la esencia de esta «orientación».

2La noción de espacio de proximidad se debe a Efremoviµc [1261], aunque claros precedentes son los pensamientos de T.
De Laguna [1262] (1922) y Alfred North Whitehead [1263] (1929). Una muy buena referencia sobre espacios de proximidad es el
libro de S.A. Naimpally and B.D. Warrak [1264].
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es desde A a B [ C. Observemos, que no se hace ninguna suposición sobre inclusión conjuntista. Es posible
pensar en situaciones en las que dado A, la conjunción de los hechos de que B ½ C y no º(C;A) no implica
que º(B;A) (aunque A ½ Cc). Tampoco se a…rma nada sobre distancias o conceptos similares, ni sobre
subsunción entre conceptos. Dada una ontología concreta, dos conceptos pueden ser considerados lejanos
según una distancia particular de…nida en un espacio representacional, pero cercanos de acuerdo a una cierta
relación de cercanía.

Observación 218 En cierta manera, podríamos ver una relación superaditiva como una cercanía infe-
rior, de manera similar a como lamedida de creencia (belief) de Dempster-Shafer—cfr. Shafer [1265];
Guan y Bell [1266, 1267]— es una probabilidad inferior —cfr. Dempster [1268]—, de un conjunto de
medidas de probabilidad. Un ejemplo de «cercanía superaditiva» es la inclusión conjuntista. Así, podríamos
escribir:

A µ B · º(A;B)
y decir que «es posible que A esté cerca de B (por ejemplo, si A interseca a B) aunque A no sea un subconjunto
de B.» Análogamente podríamos ver una relación subaditiva como una cercanía superior.

Ejemplo 219 Dado un universo de discurso no vacío U, entonces:

i) la intersección \, interpretada como la relación bivalente «tener intersección», es simétrica y aditiva en
P(U), respecto de _;

ii) la inclusión µ es superaditiva en P(U), respecto de _.

En este contexto, cobra de nuevo sentido lo trivial:

«aunque B no sea un subconjunto de A, B puede intersecar a A»,

o sea, que en un sentido aditivo, la intersección conjuntista \ es una cota superior de la inclusión conjuntista
µ. Esto es parecido a cuando decimos que una medida de creencia puede ser interpretada como una probabilidad
inferior que caracteriza un conjunto de medidas de probabilidad.

De…nición 220 Sea S un subconjunto de P(U). Llamamos lejanía en S a cualquier relación binaria ' :
S £ S ! f0; 1g, que sea irre‡exiva elemental y aditiva en S con respecto a ^ (conjunción bivalente clásica),
esto es, precisamente si3 :

i) '(A;A)() A = ?, y

ii) '(B [C;A)() '(B;A) ^ '(C;A).

para cualesquiera A;B;C 2 S. Si ' es subaditiva (resp., superaditiva) diremos que ' es una lejanía subaditiva
(resp., superaditiva) en S.

De…nición 221 Dado un subconjunto S de P(U) y una lejanía ' en S, llamamos espacio de lejanía al par
(S; '). Si ' es una lejanía subaditiva (resp., superaditiva) en S, diremos que (S; ') es un espacio de lejanía
subaditiva (resp., superaditiva).

Observación 222 Dados un subconjunto S de P(U) y una cercanía º de…nida en S, entonces :º (negación
de º) es una lejanía en S. Además, si º es subaditiva en S (resp., superaditiva en S), :º es superaditiva en S
(resp., subaditiva en S). Debido a esto, bastará estudias las relaciones de cercanía.

Ciertas generalizaciones de las relaciones de proximidad, se obtienen a partir de cercanías que son simétricas
y satisfacen ciertos axiomas complementarios —cfr. Poliakov [1269]—, por ejemplo, la proximidad de
Hausdor¤ :

º(fxg; fyg)() x = y (12.1)

3 En consonancia con la nota anterior, obsérvese que ley de aditividad de las lejanías queda:

A está lejos de (B o C) precisamente si (A está lejos de B) y (A está lejos de C).
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(y además, en lugar de la re‡exividad, basta aceptar su corolario :º(?;?)), o la proximidad normal:

:º(A;B) =) 9V;W 2 P(U);:º(A;UnV ) ^ :º(BUnW )

De…niendo una estructura topológica a partir de la estructura de proximidad:

x 2 adhK () º(fxg;K) (12.2)

puede sustituirse el axioma de normalidad por otros más débiles, por ejemplo, la proximidad de Lodato:

:º(A;B) =) :º(A; adhB) (12.3)

o la proximidad de Vitaly V. Fedorchuk (µ-proximidad): si O(U) son los abiertos de U en la topología
anterior, entonces:

:º(A;B)() 9O 2 O(U); int adhO = A ^ :º(A;Un adhO) (12.4)

Ejemplo 223 Obsérvese que toda disimilitud d de…nida en un conjunto U 6= ?, podría extenderse a P(U);
clásicamente se considera:

d(A;B) = inf
x2A;y2B

d(x; y) (12.5)

que como es bien sabido, no veri…ca (5.12). A partir de ella puede generarse una relación de cercanía, con la
propiedad de Hausdorff, entre subconjuntos de U, a saber, para todo A;B 2 P(U):

ºd(A;B)() d(A;B) = 0 (12.6)

Considerando un umbral " 2 R+, podemos de…nir alternativamente:
ºd;"(A;B)() d(A;B) < " (12.7)

Así, por ejemplo, podríamos de…nir una relación de cercanía entre intervalos de números reales, como
extensión de una relación de cercanía entre números reales. Esto es, para todo I; J 2 IR, y cualquier " 2 R+:

ºd;"(I; J)() inf
x2I;y2J

d(x; y) < " (12.8)

12.2 Cercanía y lejanía «sup-inf» entre subconjuntos completos de
un retículo

Sea (L;¹) un retículo y C(L) la colección de todos sus subconjuntos completos. Dado A 2 C(L), considerando
que puede ser interpretado como un prototipo, nos interesa conocer el signi…cado de «estar cerca de A», para
cualquier otro subconjunto B 2 C(L). Podríamos pensar de la siguiente manera:

B está cerca de A() (b0 está cerca de a0) ¦ (b1 está cerca de a1)

donde ¦ es una conectiva lógica.

Obsérvese que si ¦ es la conjunción, se daría mayor importancia a la lejanía (puesto que 0^ ¢ = 0), mientras
que la disyunción destaca la cercanía (1 _ ¢ = 1).

De…nición 224 Sea º : S(L) £ S(L) ! f0; 1g una relación re‡exiva elemental y ¦ una conectiva lógica
bivalente. Llamamos cercanía sup-inf en C(L) a cualquier relación º¦ : C(L) £ C(L) ! f0; 1g de…nida a
partir de º mediante:

º¦(A;B) = º(fa0g; fb0g) ¦ º(fa1g; fb1g) (12.9)

Observación 225 Notemos que:

i) si 0¦0 = 0, entonces º¦ es una relación re‡exiva elemental en C(L), o sea, para todo A 2 C(L), º¦(A;A);
ii) si ¦ es ^ o _, entonces º¦ es simétrica, es decir, º¦(A;B) = º¦(B;A);
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iii) º¦ es subaditiva4 con respecto a ¦ = _, y superaditiva con respecto a ¦ = ^.

De estas observaciones deducimos el siguiente resultado:

Corollary 226 La cercanía sup-inf º_ (resp., º^) es una cercanía simétrica y subaditiva (resp., superaditiva)
en C(L).

Un primer inconveniente de º¦, es que si (L ;¹) es un retículo completo, entonces el subconjunto A =
fa1; a2g µ L, está cerca de todo subconjunto B = fx : a1 ¹ x ¹ a2g µ L, independientemente del cardinal
de B. Por ejemplo, para números reales, tanto el conjunto …nito f0; 1g como el intervalo abierto ]0; 1[ están
cerca del intervalo cerrado [0; 1]. Sin embargo, la cercanía desde el intervalo cerrado ["; 1] a [0; 1], con " 2]0; 1[,
depende tanto de la cercanía desde " a 0, como de la conectiva lógica ¦ utilizada.

Observación 227 Si en la de…nición (12.9) usamos:

ºd;"(fxg; fyg)() d(fxg; fyg) < " (12.10)

en vez de º(fxg; fyg), entonces, siendo d una disimilitud y ºd;" una relación de cercanía en S(L), la relación
º¦d;" : C(L) £ C(L) ! f0; 1g es la que llamaremos "-cercanía sup-inf —suponiendo que d(fx; zg; fyg) =
inffd(fxg; fyg); d(fzg; fyg)g—. Esta relación º¦d;" veri…ca lo advertido en la observación (225) para º¦.

Observación 228 Consideremos la siguiente propiedad que podríamos denominar de «aditividad interior»:

º(B [C;A)() 9D µ A; º(B;D) _ º(C;AnD)
y las correspondientes propiedades de subaditividad interior (=)) y superaditividad interior ((=). La
subaditividad implica la subaditividad interior, así por ejemplo, la inclusión conjuntista es subaditiva interior-
mente. Tenemos el siguiente resultado: Si en (12.9) consideramos que º es aditiva interiormente, entonces º¦

es una relación de cercanía subaditiva interiormente. A partir de este punto, emplearemos el término relación
de cercanía para referirnos indistintamente a una relación de cercanía aditiva o aditiva interiormente.

12.3 Cercanías borrosas

Otro inconveniente signi…cativo de la cercanía sup-inf º¦ es que no permite representar gradaciones inter-
medias en la valoración de verdad de «ser cercano a», esto es, según ella, un conjunto es cercano a otro o
no lo es (dos grados de cercanía posibles, representados, por ejemplo, por 0 y 1). Para permitir tal gradación,
introducimos borrosidad en la cercanía sup-inf º¦.

De…nición 229 Sean S un subconjunto de P(U), eR : S£S ! [0; 1] una relación borrosa —cfr. supra Def. 14—
de…nida en S, y A;B;C 2 S. Las extensiones al caso borroso de las propiedades de…nidas en la Def. 212 son las
siguientes. Decimos que la relación eR es re‡exiva elemental en S precisamente si eR(A;A) = 1() A = ?,
irre‡exiva elemental en S precisamente si eR(A;A) = 0 () A 6= ? y simétrica en S precisamente sieR(B;A) = eR(A;B). Sea TC una t-conorma, se dice que eR es aditiva en S con respecto a la t-conorma TC
precisamente si eR(B[C;A) = TC( eR(B;A); eR(C;A)), subaditiva en S (resp., superaditiva en S) con respecto
a la t-conorma TC precisamente si eR(B [C;A) · TC( eR(B;A); eR(C;A)) (resp., ¸).
De…nición 230 Sea S un subconjunto de F(U) y TC una t-conorma. Llamamos cercanía borrosa en S a
cualquier relación borrosa ev : S £ S ! [0; 1], que sea re‡exiva elemental y aditiva en S con respecto a la t-
conorma TC. Si ev es subaditiva (resp., superaditiva) llamamos a ev una cercanía subaditiva (resp., superaditiva)
borrosa en S.

A continuación, proporcionamos varios ejemplos de cercanías borrosas, con los que trabajaremos en el futuro.

De…nición 231 Decimos que una función f : [0; 1]n ! [0; 1], satisface la propiedad TC, precisamente si,
para todo i 2 f1; : : : ; ng:

fi(a) = a (12.11)

donde fi(a) = f(0; : : : ;0;
(i)
a ; 0; : : : ; 0), para todo i 2 f1; : : : ; ng.

4 Tanto la subaditividad como la superaditividad se deben a que según (12.9) y por la de…nición de unión conjuntista, º¦(B [
C;A) = º(minfa0; b0g; c0) ¦ º(maxfa1; b1g; c1).
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Observación 232 La cercanía v es continua (también en 1), º1 es continua (también en 1). No obstante, º1

no es continua (discontinuidades tipo salto) en (x; 0); (0; y): º1(fxg; f0g) = º1(f0g; fyg) = º1(f0g; f0g) = 0,
pero º1(f' 0g; f' 0g) ' 1.

De…nición 233 Sea º una relación re‡exiva elemental en S([0; 1]) (def. 212). Sea º1 : S([0; 1])£S([0; 1])!
[0; 1] de…nida como:

º1(fxg; fyg) =
8<: 0 si minfx; yg = 0
v(fxg; fyg) si 0 < x; y < 1
minfx; yg si maxfx; yg = 1

(12.12)

Dada una operación de agregación Aggr : [0; 1] £ [0; 1] ! [0; 1] (def. 69), consideraremos aplicaciones del tipoev : F(U)£ F(U)! [0; 1], de…nidas por:

ev(A;B) = Aggr
u2U

º1(fA(u)g; fB(u)g) (12.13)

Observación 234 Para entender el signi…cado de (12.12) debemos pensar en [0; 1] como el espacio de valo-
ración de las funciones de pertenencia de…nitorias de los subconjuntos borrosos. Para interpretar la fórmula:

si minfx; yg = 0, entonces, º1(fxg; fyg) = 0 (12.14)

debemos entender x e y como los valores de pertenencia asociados por dos subconjuntos borrosos A y B, al
mismo referente u —cfr. Ec. 12.13: x = argA(u) e y = argB(u)—. De este modo, (12.14) signi…ca que si
algún valor de pertenencia x o y es nulo (esto es, el referente no pertenece nítidamente a A o a B), entonces
es nulo el aporte al valor …nal de la cercanía. Observemos la relación conceptual entre estos pensamientos y
los relativos a la in‡uencia de la concordancia negativa (esto es, entre variables ausentes de su de…nición
descriptiva) en el cálculo de disimilaridades en el Análisis Jerárquico de Agrupamientos.

Teorema 235 Si la operación de agregación Aggr, que …gura en la Ec. (12.13), satisface la propiedad TC
—cfr. Def. 231—, entonces, para todo A 2 F(U)nP(U) y para todo fcg 2 S(U):

ev(A; fcg) = ev(fcg; A)
= A(c) (12.15)

Demostración. En efecto. Sea Âfcg la función característica de fcg. Por de…nición, Âfcg(c) = 1, y
Âfcg(u) = 0, si u 6= c. Por tanto, si u 6= c, entonces, por (12.12), º1(fA(u)g; f0g) = 0. Por otro lado, por
(12.12), º1(fA(c)g; f1g) = minfA(c); 1g = A(c). Esquemáticamente:

ev(A; fcg) = Aggr
u2U

º1(fA(u)g; fÂfcg(u)g) (i)

= Aggr(0; : : : ; 0; º1(fA(c)g; f1g); 0; : : : ; 0) (ii)

= º1(fA(c)g; fÂfcg(c)g) (iii)

= º1(fA(c)g; f1g) (iv)

= minfA(c); 1g (v)

= A(c) (vi)

donde la satisfacción por parte de Aggr de la propiedad TC, permite deducir (iii) a partir de (ii).

De este modo, y a consecuencia de nuestra de…nición de cercanía borrosa (Def. 233):

Medimos lo cercano que está un subconjunto unitario de un referencial de un subconjunto borroso
del mismo referencial, mediante el valor de la función de pertenencia de…nitoria del subconjunto
borroso, evaluada en el referente integrante del subconjunto unitario.
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En esta Tesis, trabajamos con la cercanía de un ejemplar a un prototipo (problemas de clasi…cación de
ejemplares) y con la cercanía entre dos ejemplares (problemas de categorización de ejemplares). Respecto
a la categorización de prototipos, remitimos al lector a la Obs. 238 (infra).

El siguiente teorema demuestra que ev —def. (230)— es una cercanía borrosa, cuando se comparan
ejemplares entre sí o se calculan cercanías de ejemplares a prototipos.

Teorema 236 Consideremos ev : F(U)£F(U)! [0; 1], de…nida como en la Def. (230). Sea Aggr una operación
de agregación que satisface la propiedad TC y además es asociativa. Entonces:

i) ev es re‡exiva elemental en F(U), y
ii) si TC denota una t-conorma y si suponemos que dado (A;B) 2 F(U)£F(U), A y B no son prototipos a la

vez, entonces ev es aditiva con respecto a TC en F(U).
Demostración.

i) ev es re‡exiva elemental en F(U), porque º es re‡exiva elemental en S([0; 1]).

ii) Supongamos que queremos medir la cercanía desde un ejemplar puntual nítido a un prototipo puntual
borroso. En este caso, y suponiendo además que para de…nir la unión borrosa se usa la t-conorma TC:

ev(B [C; fag) = (B [C)(a)
= TC (B(a); C(a))
= TC(ev(B; fag); ev(C; fag))

Supongamos ahora que queremos comparar dos ejemplares nítidos. Entonces, por un lado:

ev(fbg [ fcg; fag)
= Aggr

³
º1(fÂfbg[fcg(a)g; fÂfag(a)g); º1(fÂfbg[fcg(b)g; fÂfag(b)g); º1(fÂfbg[fcg(c)g; fÂfag(c)g)

´
= Aggr

0@º1
0@8<: 1 (a = b)

1 (a = c)
0 (b = c)

9=; ; f1g
1A ; º1

0@f1g;
8<: 1 (a = b)
0 (a = c)
0 (b = c)

9=;
1A ; º1

0@f1g;
8<: 0 (a = b)
1 (a = c)
0 (b = c)

9=;
1A1A

=
Aggr (1; 1; 0) (a = b)
Aggr (1; 0; 1) (a = c)
Aggr (0; 0; 0) (b = c)

((¤))

Por otro lado:

TC(ev(fbg; fag); ev(fcg; fag))
= TC

Ã
Aggr

³
º1(fÂfbg(a)g; fÂfag(a)g); º1(fÂfbg(b)g; fÂfag(b)g)

´
;

Aggr(º1(fÂfcg(a)g; fÂfag(a)g); º1(fÂfcg(c)g; fÂfag(c)g))

!
((¤¤))

= TC

0BBBBBB@
Aggr

0@º1(f 1 (a = b)
0 (a = c)
0 (b = c)

g; fÂfag(a)g); º1(fÂfbg(b)g; f
1 (a = b)
0 (a = c)
0 (b = c)

g)
1A ;

Aggr(º1(f
0 (a = b)
1 (a = c)
0 (b = c)

g; fÂfag(a)g); º1(fÂfcg(c)g; f
0 (a = b)
1 (a = c)
0 (b = c)

g))

1CCCCCCA
=

TC(Aggr (1; 1) ;Aggr (0; 0)) (a = b)
TC(Aggr (0; 0) ;Aggr (1; 1)) (a = c)
TC(Aggr (0; 0) ;Aggr (0; 0)) (b = c)

(12.16)

=
TC(1; 0) (a = b)
TC(0; 1) (a = c)
TC(0; 0) (b = c)

(12.17)

=
1 (a = b)
1 (a = c)
0 (b = c)

(12.18)
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Como Aggr es asociativa y satisface la propiedad TC —aplíquense en la Ec. (¤)—, tenemos:

ev(fbg [ fcg; fag) = TC(ev(fbg; fag); ev(fcg; fag)) (12.19)

obteniendo así lo perseguido.

Observación 237 En este ambiente de ejemplares y prototipos, mediante el Teorema 235, podemos decir que
medimos lo cercano que está un ejemplar nítido de un prototipo borroso.

Observación 238 La aditividad (resp., subaditividad) de ev respecto de una t-conorma TC, en el caso de dos
prototipos equivale a que:

ev(B [C;A) = Aggr
u2U

º1(f(B [C)(u)g; fA(u)g)

= Aggr
u2U

º1(fTC (B(u); C(u))g; fA(u)g) (12.20)

sea igual a (resp., menor que):

TC(ev(B;A);ev(C;A)) = TCµAggr
u2U

º1(fB(u)g; fA(u)g);Aggr
u2U

º1(fC(u)g; fA(u)g)
¶

(12.21)

En el conjunto de condiciones su…cientes para llegar a la igualdad, además de ciertas hipótesis de distributividad,
quizás necesite estar la exigencia de que sólo puedan agregarse las pertenencias respecto a un mismo referente.
Quizás pudiera imponerse en la Def. 233, esta dependencia de º1 respecto de A y B:

(:9u 2 U)(x = argA(u) ^ y = argB(u)) =) º1(fxg; fyg) = 0 (12.22)

No obstante, si 9u; u0 2 U tal que x = argA(u) e y = argB(u) = argB(u0), sigue siendo indistinguible elegir el
y procedente de u, del y procedente de u0. Lo que parece claro es que no tenemos ningún interés en comparar
valores procedentes de referentes distintos. La integración de esta regla en nuestra construcción es uno de esos
…nes cuyo estudio se aplaza a tiempos posteriores a la elaboración de la presente Tesis.

12.4 Medida de un conjunto borroso mediante la agregación de su
función de pertenencia

La de…nición de ev subsume la idea de medir un conjunto borroso usando la cercanía borrosa desde él al universo
de discurso U . Así y debido a los requerimientos axiomáticos de la operación de agregación esencial Aggr —cfr.
Def. 69—, la medida de cualquier conjunto borroso A está entre la cercanía desde ? a U (que es 0), y la
cercanía desde U a U (que es 1). Estamos suponiendo también que ev(A;?) = ev(?; A) = 0 (la cercanía entre
nada y algo, o entre algo y nada, es 0).

Resumimos todo esto, a continuación, en el Teorema 240. Primero recordemos la de…nición de una medida
de conjuntos borrosos, propuesta por Bernadette Bouchon-Meunier, Rifqi y Bothorel [1249] —cfr. item
Rick, Bothorel, Bouchon-Meunier, Muller y Rifqi [1260] (p. 320).

De…nición 239 Sean U un universo de discurso y C una familia no vacía de subconjuntos borrosos de U. Se
denomina medida de conjuntos borrosos 5 en hU ;Ci a cualquier aplicación m : C ! [0;+1], tal que:

i) m(?) = 0 (condición de acotación inferior), y

ii) para todo A;B 2 C, si B µ A entonces m(B) ·m(A) (condición de monotonía).

Observemos que, si C fuese una ¾-álgebra borrosa en U , podríamos considerarla una extensión de una
asignación básica de medida de conjuntos —cfr. supra Def. 180; item supra §11.5.

Teorema 240 Sea U un universo …nito de discurso. La función h : F(U)! [0; 1] de…nida para todo A 2 F(U)
como h(A) = ev(U ; A) es una medida de conjuntos borrosos. Esta medida es:

h(A) = Aggr
u2U

A(u) (12.23)

5El modelo de contraste de Amos Tversky [239] —véase la Observación 274, en la pág. 393— es un ejemplo de medida de
conjuntos borrosos.
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Demostración. Según las de…niciones de función característica y de º1, obtenemos:

ev(U ; A) = Aggr
u2U

º1(fÂU(u)g; fA(u)g)

= Aggr
u2U

º1(f1g; fA(u)g)

= Aggr
u2U

A(u)

Por tanto, h se de…ne como h(A) = Aggru2U A(u). Las condiciones de contorno del operador Aggr implican la
condición de contorno de h, o sea, h(?) = Aggru2U ?(u) = 0 (obsérvese además que h(U) = Aggru2U U(u) = 1).
La monotonía de Aggr implica la monotonía de h: si B µ A entonces h(B) = ev(U ; B) = Aggru2U B(u) ·
Aggru2U A(u) = ev(U ; A) = h(A).
12.5 Lejanías borrosas

De…nición 241 Sea S un subconjunto de F(U) y T una t-norma. Llamamos lejanía borrosa en S a cualquier
relación borrosa e' : S £ S ! [0; 1], que sea irre‡exiva elemental y aditiva en S con respecto a T . Llamamos
espacio de lejanía borrosa al par (S; e'). Si e' is subaditiva (resp., superaditiva) recibe la denominación de
lejanía borrosa subaditiva (resp., superaditiva) en S y (S; e') es el espacio de lejanía borrosa subaditiva (resp.,
superaditiva).

Un ejemplo de lejanía borrosa con el que trabajaremos es el siguiente.

De…nición 242 Sea ' una relación irre‡exiva elemental en S([0; 1]) (def. 212). Sea '1 : S([0; 1])£S([0; 1])!
[0; 1] de…nida como:

'1(fxg; fyg) =
8<: 0 si minfx; yg = 0
'(fxg; fyg) si 0 < x; y < 1
maxf1¡ x; 1¡ yg si maxfx; yg = 1

(12.24)

Dada una operación de agregación Aggr : [0; 1]£ [0; 1] ! [0; 1] (def. 69), consideraremos aplicaciones del tipoe' : F(U)£ F(U)! [0; 1], de…nidas por:

e'(A;B) = Aggr
u2U

'1(fA(u)g; fB(u)g) (12.25)

Los comentarios que aparecen en la Obs. 234 son igualmente válidos para las lejanías borrosas. Observemos
además que, para los puntos x; y 2 [0; 1] tales que maxfx; yg = 1, el valor de '1 es el complementario borroso
estándar de º1:

'1(fxg; fyg) = maxf1¡ x; 1¡ yg
= 1¡minfx; yg
= 1¡ º1(fxg; fyg)

El siguiente teorema para lejanías borrosas, corresponde al Teorema 235 para cercanías borrosas.

Teorema 243 Si la operación de agregación Aggr, que …gura en la Ec. (12.25), satisface la propiedad TC
—cfr. Def. 231—, entonces, para todo A 2 F(U)nP(U) y para todo fcg 2 S(U):

e'(A; fcg) = e'(fcg; A)
= 1¡A(c) (12.26)

= A(c) (12.27)

Demostración. En efecto. Sea Âfcg la función característica de fcg. Por de…nición, Âfcg(c) = 1, y
Âfcg(u) = 0, si u 6= c. Por tanto, si u 6= c, entonces, por (12.12), '1(fA(u)g; f0g) = 0. Por otro lado, por
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(12.12), '1(fA(c)g; f1g) = 1¡minfA(c); 1g = 1¡A(c) = A(c). Esquemáticamente:

e'(A; fcg) = Aggr
u2U

'1(fA(u)g; fÂfcg(u)g) ((i))

= Aggr(0; : : : ; 0; '1(fA(c)g; f1g); 0; : : : ; 0) ((ii))

= '1(fA(c)g; fÂfcg(c)g) ((iii))

= '1(fA(c)g; f1g) ((iv))

= 1¡minfA(c); 1g ((v))

= 1¡A(c) ((vi))

= A(c) ((vii))

donde la satisfacción por parte de Aggr de la propiedad TC, permite deducir (iii) a partir de (ii).

La conjunción de los Teoremas 235 y 243 hace que podamos decir que la lejanía borrosa de un ejemplar
nítido a un prototipo borroso es igual a la cercanía borrosa del ejemplar al complemento estándar del
prototipo:

e'(A; fcg) = eº(A; fcg)
Por el siguiente teorema —el equivalente al Teorema 240 referente a cercanías borrosas—, establecemos

como medida de un conjunto borroso, en el sentido de Bouchon-Meunier, Rifqi y Bothorel [1249]
—cfr. supra Def. 239—, la negación estándar de su lejanía al universal.

Teorema 244 Sea U un universo …nito de discurso. La función h : F(U)! [0; 1] de…nida para todo A 2 F(U)
como:

h(A) = 1¡ e'(U ;A) (12.28)

es una medida de conjuntos borrosos. Esta medida es:

h(A) = 1¡Aggr
u2U

(1¡A(u)) (12.29)

Demostración. Según las de…niciones de función característica y de º1, obtenemos:

e'(U ; A) = Aggr
u2U

'1(fÂU(u)g; fA(u)g)

= Aggr
u2U

'1(f1g; fA(u)g)

= Aggr
u2U

(1¡A(u))

De…nimos, pues, para todo A 2 F(U), h(A) = 1¡Aggru2U (1¡A(u)). Las condiciones de contorno del operador
Aggr implican la condición de contorno de h, o sea, h(?) = 1¡Aggru2U (1¡?(u)) = 0 (obsérvese además que
h(U) = 1 ¡ Aggru2U (1¡U(u)) = 1). La monotonía de Aggr implica la monotonía de h: si B µ A entonces
h(B) = e'(U ; B) = 1¡Aggru2U (1¡B(u)) · 1¡Aggru2U (1¡A(u)) = e'(U ; A) = h(A).
Observación 245 La extensión de este resultado a negaciones que no sean la estándar se aplaza a momentos
de re‡exión posteriores a la terminación de la presente Tesis.

12.6 Introducción de borrosidad en la cercanía «sup-inf»

Sea (L ;¹) un retículo. Dado l 2 L, pensemos en él como en un prototipo. Entonces, podemos representar
«estar cerca de l» mediante la asignación de una función apropiada de pertenencia a l. Denotaremos por el,
el equivalente borrosi…cado de l. Si l 2 C(L), nuestro objetivo, en un principio, es introducir borrosidad en él
a partir de la introducción de borrosidad en sus puntos extremos l0 y l1. La introducción de borrosidad en la
descripción de un punto extremo lb puede interpretarse como la asignación del signi…cado «estar cerca de lb».
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Figura 12.1: «hj0; j1i cerca de h0; 3i» signi…ca {«j0 cerca de 0», «j1 cerca de 3»}.
En la …gura se muestran las funciones ¼(x; 0; 3) y ¼(x; 3; 3) represen-
tando «x es próximo a 0» y «x es próximo a 3», donde ¼(x; u; r) es la
conocida como función ¼ de Zadeh —cfr. vide supra.
— Fuente: Elaboración propia.

De…nición 246 Sean (L ;¹) un retículo y A;B 2 C(L). Si ev es una cercanía borrosa (Def. 230), podemos
modi…car º¦ (Ec. 12.9) en función de la cercanía sup-inf «borrosi…cada» ev¦(2) : C(L) £ C(L) ! [0; 1],
de…nida como:

ev¦(2)(A;B) = ev(ea0;eb0) ¦ ev(ea1;eb1) (12.30)

si A y B son ambos considerados como prototipos, y mediante:

ev¦(2)(A;B) = ea0(b0) ¦ ea1(b1) (12.31)

si A es un prototipo pero B no.

Recordemos que nuestro interés reside en este último caso. Al igual que con la cercanía borrosa (Def.
230), queremos de…nir la cercanía desde un ejemplar a un prototipo, desde un prototipo a un ejemplar y entre
ejemplares.

El siguiente teorema (similar al Teorema 236) establece la subaditividad de ev¦(2). Así parece natural
denominar cercanía sup-inf subaditiva «borrosi…cada» a ev¦(2). Necesitamos el siguiente lema previo:

Lema 247 Sea TC una t-conorma. Para todo a; b 2 [0; 1], TC(a; b) · TC(a;TC(b; c)).

Demostración. Este resultado se sigue del hecho de que para todo x; y 2 [0; 1], x = TC(x; 0) · TC(x; y)
(condiciones de contorno y de monotonía de TC), porque entonces, para x = TC(a; b), tenemos que TC(a; b) ·
TC(TC(a; b); y), que es igual a TC(a;TC(b; y)) por la asociatividad de TC.

Teorema 248 Sea ev¦(2) : C(L)£ C(L)! [0; 1] de…nida como en la def. (246). Entonces:

1. si 0 ¦ 0 = 0 entonces ev¦(2) es re‡exiva elemental en C(L), y
2. si TC denota una t-conorma y si suponemos que dado (A;B) 2 C(L)£C(L), A y B no son prototipos a la
vez, entonces ev¦(2) es subaditiva con respecto a TC en C(L).

Demostración. En efecto, a partir de la re‡exividad elemental de ev, ev¦(2) es re‡exiva elemental si 0¦0 = 0.
El punto (2) se sigue a partir de que (B [C)0 2 fb0; c0g, y (B [C)1 2 fb1; c1g y del lema previo.

Obsérvese que la de…nición de ev¦(2) depende de la conectiva lógica ¦, de una cercanía borrosa entre los
«borrosi…cados» de los puntos extremos (y por tanto de una cercanía entre los puntos extremos), y de una
función de borrosi…cado que denotaremos simplemente por e¢.
12.7 Cercanía a un tercero: algunos inconvenientes

A veces, ciertas propiedades son consideradas como esenciales, y por ello, puede ser importante que dado un
prototipo, la medida de cercanía logre diferenciar entre dos ejemplares respecto de una propiedad, mediante
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las cercanías de cada uno al prototipo. Por ejemplo, Carlo Bertoluzza, Norberto Corral y Antonia Salas
[681], destacaban el interés de ser capaz de distinguir entre intervalos concéntricos con un prototipo e intervalos
no concéntricos con él, en el proceso de medir distancias entre números borrosos en el entorno de la regresión
borrosa, a través de las distancias entre sus ®-cortes.

La lógica subyacente puede basarse en una cercanía: al decir «B y C están iguales de cerca de A», el término
«cerca», aplicado a los conjuntos, intentará cuanti…car la compartición de una propiedad, cuanto «más cerca»,
más cierta será la compartición de la propiedad. En el ejemplo anterior, en vez de la bivalencia

fconc¶entricos; no conc¶entricosg
emplearemos una relación de cercanía, cuya interpretación será la modi…cación lingüística de conc¶entricos:

B y C están iguales de cerca de A

(B y C son concéntricos con A)

()
(b0 y c0 están iguales de cerca de a0) ^ (b1 y c1 están iguales de cerca de a1)

Por ejemplo, consideremos el intervalo prototipo I = he0;e3i y como ejemplares los intervalos J1 = h1; 2i,
J2 = h¡1; 4i, J3 = h1; 4i y J4 = h¡1; 2i (obviamente podríamos trabajar con I = hi0; i1i, J1 = hi0 + "; i1 ¡ "i,
J2 = hi0 ¡ "; i1 + "i, J3 = hi0 + "; i1 + "i, J4 = hi0 ¡ "; i1 ¡ "i, donde " > 0). Deseamos evaluar la cercanía
desde cada ejemplar Jk al prototipo I. Obsérvese que I, J1 y J2 son concéntricos, mientras que J3 y J4
están desplazados con respecto al centro de I. Supongamos, por ejemplo, que como función introductora de
borrosidade¢ (Def. 246) que representa el signi…cado de «estar cerca de u», elegimos una función de pertenencia
¼(x;u; r), la ¼ de Zadeh6, siendo r el radio de la adherencia del soporte de la función, visto como intervalo
centrado en c (véase la Fig. 12.1). En particular, en este ejemplo, ¼(x;u; 3). Así, como prototipo tenemos el
intervalo de extremos conjuntos borrosos:

I = he0;e3i
= h¼(x; 0; 3); ¼(x; 3; 3)i

Como los Jk no son prototipos, no tenemos que introducir borrosidad en sus extremos, por lo que podemos
medir la cercanía desde Jk hasta I, usando la expresión (12.31), como resultado de la ecuación (12.30) y el
Teorema 235.

Las T-normas más usuales que representan a ^ son el producto algebraico y el mínimo. Podemos observar
cómo in‡uyen en la medida de cercanía en la siguiente …gura:

-3
-2

-1
0

1
2

3

0
1

2
3

4
5

6

0

1

-3
-2

-1
0

1
2

3

0
1

2
3

4
5

6

0

1

evpa(2)(h0; 3i; hx; yi) evmin(2)(h0; 3i; hx; yi)
6 La función ¼ : R! [0; 1] de Zadeh, se de…ne por:

¼(x;u; r) =

½
S(x; u¡ r; u¡ r=2; u) si x · u

1¡ S(x; u; u+ r=2; u+ r) si u · x (12.32)

donde u es el centro, r > 0 el radio, o sea, la amplitud a cada lado del centro y la función S : R! [0; 1] de Zadeh, es:

S(x;a; b; c) =

8>>>><>>>>:
0 si x · a

2
³
x¡a
c¡a

´2
si a < x · b

1¡ 2
³
x¡c
c¡a

´2
si b < x · c

1 si c < x

(12.33)
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Quizás sea lícito a…rmar que estamos pensando de una manera pesimista (en cierta forma, «cubriéndonos
las espaldas», al dar mayor importancia a la lejanía) si usamos una t-norma (la más pesimista, el mínimo), y
que lo hacemos de una manera optimista si utilizamos una t-conorma (la más optimista, el máximo).

Mostramos los resultados para siete t-normas habituales en la Tabla 12.1 (pueden verse sus de…niciones en
la Tabla 4.3). Empleando el índice triangular de disimilitud (4.52), obtendríamos los valores correspondientes
a una función de lejanía. Asimismo, mostramos los resultados para las cinco t-conormas más frecuentemente
usadas en la Tabla 12.2 (pueden verse sus de…niciones en la Tabla 4.4). Observemos que ninguna norma
diferencia entre las propiedades «ser concéntrico» (cn) y ser «co-cuartílico-1» (cq): para cada t-norma y para
cada t-conorma, los resultados, para todo k 2 N4, son iguales.

normas triangulares ev¦(2)(eI; Jk)
mínimo: :778

producto algebraico (t-norma probabilística): :605
producto acotado (×ukasiewicz): :556
producto drástico (t-norma débil): 0

Dubois-Prade [437]: :605
maxf°;:778g

Frank [511]:
ln °+°

14
9 ¡2° 79
°¡1
ln °

Hamacher [512]: :605
:049°+:951

Tabla 12.1: Cercanía Sup-Inf borrosi…cada desde
h1; 2i; h¡1; 4i; h1; 4i; h¡1; 2i a h0; 3i, calcula-
da con algunas t-normas habituales.
— Fuente: Elaboración propia.

conormas triangulares º¢»
(2)(I; Jk)

máximo: :778
suma algebraica: :951
suma acotada: 1
suma drástica: 1
suma disjunta: :222

Tabla 12.2: Cercanía Sup-Inf borrosi…cada
desde h1; 2i; h¡1; 4i; h1; 4i; h¡1; 2i
a h0; 3i, calculada con algunas
t-conormas habituales.
— Fuente: Elaboración propia.

12.8 Introducción de borrosidad en la cercanía sup-mid-inf

Parece obvio que el problema reside en el hecho de que la relación de cercanía sólo tiene en cuenta los elementos
extremos de un conjunto completo de un retículo. Como ya hemos mostrado anteriormente en esta Tesis, para
la familia de métricas de Minkowski, y el caso de intervalos de números reales, una solución posible es tener
en cuenta, además de los elementos extremos del intervalo, alguna colección de puntos intermedios.

Veamos que un argumento similar es válido para la cercanía sup-inf «borrosi…cada» (12.30).

De…nición 249 Dado un retículo normado (V;¹), en vez de (12.30), consideramos la cercanía sup-inf «bo-
rrosi…cada» ev¦(3) : IV £ IV ! [0; 1], de…nida por:

ev¦(3)(A;B) = §k2f0;1=2;1gev(eak;ebk) (12.34)

o sea, además de los elementos extremos, consideramos un único punto más, el punto medio. Así son las cosas
si A y B son prototipos, pero si sólo uno de ellos, por ejemplo A, se considera como un prototipo, entonces la
cercanía sup-inf «borrosi…cada» ev¦(3) : IV £ IV ! [0; 1] se de…ne como:

ev¦(3)(A;B) = §k2f0;1=2;1geak(bk) (12.35)

de acuerdo con la Ec. (12.31).
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El siguiente teorema —similar al Teor. 236— nos informa de la subaditividad de ev¦(3). Por ello, de manera
natural, llamamos a ev¦(3), cercanía sup-mid-inf subaditiva «borrosi…cada».

Teorema 250 Sea ev¦(3) : IV £ IV ! [0; 1] de…nida como en la Def. 249. Entonces:

1. si §k2f0;1=2;1g(0) = 0, entonces ev¦(3) es re‡exiva elemental en IV , y
2. si TC denota una t-conorma y suponiendo que dados A;B 2 IV , A y B no son considerados a la vez como
prototipos, entonces ev¦(3) es subaditiva con respecto a TC en IV .

Demostración. En efecto, debido a la re‡exividad elemental de ev, observamos que si §k2f0;1=2;1g(0) = 0,
entonces ev¦(3) es re‡exiva elemental. La subaditividad de ev¦(3) con respecto a la t-conorma TC en IV , se sigue
de veri…carse que (B [C)0 2 fb0; c0g, y que (B [C)1 2 fb1; c1g y del Lema 247.

Con respecto a nuestro ejemplo, la Fig. 12.2 representa las funciones ¼ de Zadeh asignadas a los extremos
y al punto medio del intervalo prototipo h0; 3i.

0
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Figura 12.2: En la …gura se muestran las funciones ¼(x; 0; 3),
¼(x; 3=2; 3) y ¼(x; 3; 3) representando «x es próxi-
mo a 0» y «x es próximo a 3=2» y «x es próximo
a 3», donde ¼(x;u; r) es la conocida como función
¼ de Zadeh —cfr. vide supra.
— Fuente: Elaboración propia.

En la Tabla 12.3 podemos ver los resultados para cada t-norma y t-conorma, en función de las cuales se
de…ne la cercanía sup-mid-inf «borrosi…cada».

Observación 251 La necesidad de ®-percentilados parece hacerse patente cuando consideramos puntos carac-
terísticos que no sean ni los extremos ni el centro. Por ejemplo, pensemos otra vez en la co-cuartilidad-1, es
decir en la coincidencia en el primer cuartil. Sea I = h1; 9i, que consideramos un prototipo y sean los ejemplares
siguientes: dos intervalos co-cuartílicos-1 con h1; 9i, J1 = h2; 6i y J2 = h0; 12i, y dos intervalos «desplazados»
con respecto al primer cuartil, J3 = h0; 8i y J4 = h2; 10i. Sean los ®-percentilados p(I) = f1; 3; 5; 7; 9g,
p(J1) = f2; 3; 4; 5; 6g, p(J2) = f0; 3; 6; 9; 12g, p(J3) = f0; 2; 4; 6; 8g, p(J4) = f2; 4; 6; 8; 10g. Si usamos la
cercanía sup-mid-inf no podemos distinguir entre los co-cuartílicos-1 y los que no lo son, pues ji0 ¡ jr0 j =¯̄̄
i1=2 ¡ jr1=2

¯̄̄
= ji1 ¡ jr1 j (r 2 f1; 2; 3; 4g).

12.9 Introduciendo borrosidad en el ®- y (®; ¯)-percentilado

Recordemos que de manera general, consideramos que dados dos subconjuntos A y B de un retículo (L ;¹), y
con el objetivo de conseguir medir la diferencia o disimilitud existente entre ellos, podríamos trabajar, al menos
de tres formas: a) considerando todos los puntos en A y en B, b) destacando sólo algunos puntos en A y en B,
y c) destacando algunos subconjuntos relevantes de A y de B.
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Cercanía sup-mid-inf «borrosi…cada» desde J a h0;3i: ev¦(3)(h0; 3i; J)
t-normas h1; 2i, h¡1; 4i h1; 4i, h¡1; 2i
mínimo: :778

producto algebraico: :605 :471
producto acotado¤: :556 :333
producto drástico: 0

Hamacher: :605
:049°+:951 (¦1) :471(:049°+:951)¡1

°+(1¡°)( :134
:049°+:951+:778)

(¦2)
Dubois-Prade: :605

max(®;1)max(®; :778
max(®;1) ;:778)

(¦3) :471
max(®;:778)max(®;:778; :605

max(®;:778))
(¦4)

t-conormas
máximo: 1 :778

suma algebraica: 1 :989
suma acotada: 1
suma drástica: 1
suma disjunta: :778

¦1 > ¦2, para todo ° ¸ 0, y ¦3 > ¦4 si ® > :778.
¤ ×ukasiewicz

Tabla 12.3: Resultados para la cercanía Sup-Mid-Inf borrosi…cada.
— Fuente: Elaboración propia.

En las dos primeras situaciones, si los subconjuntos A y B son completos, hablamos de ®-percentilado (Def.
79), mientras que en el tercer caso, de (®; ¯)-percentilado (véase §6.20.1). Este último sería el caso de por
ejemplo, conjuntos borrosos multimodales, donde cada subconjunto modal es un intervalo.

Ambas técnicas, en relación con las métricas de Minkowski y de Hausdorff, ya han sido estudiadas
anteriormente en esta Tesis. En esta sección, se propone la integración de estas ideas en el marco de las
cercanías borrosas, introduciendo borrosidad en ambas técnicas, para el ®-percentilado según la Def. 252 y
para el (®; ¯)-percentilado según la Def. 254.

De…nición 252 Sea (X; p) un conjunto ®-percentilado —cfr. Def. 79—. Decimos que hemos introducido
borrosidad en el ®-percentilado p precisamente si hemos asignado una función de pertenencia a cada elemento
x®, para todo ® de p. Denotamos mediante fx® el equivalente borroso de x®. Decimos entonces que ffx® : ® 2 pg
es el «borrosi…cado» del ®-percentilado p. Lo denotamos ep.
Ejemplo 253 Para el caso particular de ®-percentilado p = f0; 1=2; 1g, lo acabamos de hacer en la sección
anterior.

Si (X; h) es un conjunto (®; ¯)-percentilado —cfr. Def. 119—, podermos considerar los equivalentes borrosos
de los subintervalos nítidos que conforman h.

De…nición 254 Sea (X; h) un conjunto (®; ¯)-percentilado. Diremos que hemos introducido borrosidad en el
(®; ¯)-percentilado h, precisamente si hemos asignado una función de pertenencia a cada subintervalo (®; ¯)-

percentílico I(®;¯). Denotaremos mediante Î(®;¯) el equivalente borroso de I(®;¯).

Ejemplo 255 Podemos modi…car la cercanía sup-inf «borrosi…cada» ev¦(2) —cfr. Def. 246— entre dos interva-
los. Sean I y J dos intervalos de números reales, tales que I = hi0; i1i y J = hj0; j1i. Sean "I;0; "I;1; "J;0; "J;1 2
R. Consideremos los subintervalos de I:

SI1;0 = hi0; i0 + "I;0i (12.36)

SI1;1 = hi1 ¡ "I;1; i1i (12.37)

y los subintervalos de J:

SJ1;0 = hj0; j0 + "J;0i (12.38)

SJ1;1 = hj1 ¡ "J;1; j1i (12.39)

Observemos que SJi;j son conjuntos borrosos ordinarios. Suponiendo que hi0; i1i y hj0; j1i son representables por
hSI1;0; SI1;1i y hSJ1;0; SJ1;1i, respectivamente, podemos proponer usar ev¦(2) de la siguiente manera:ev¦(2)(I; J) = ev¦(2)(SI1;0; SJ1;0) ¦ ev¦(2)(SI1;1; SJ1;1) (12.40)
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Al igual que comentábamos en el Ejemplo 121, cuando consideramos una colección de subintervalos (®;¯)-
percentílicos ¡I = fI1; : : : ; IMg de un intervalo I = [i0; i1], suponemos que existen r y s, tales que 1 · r; s ·M,
ir;0 = i0, e is;1 = i1.

12.10 Indicadores de cercanía y lejanía para intervalos ®-percentilados

En esta sección, extendemos la Def. 249 de la cercanía sup-mid-inf «borrosi…cada» ev¦(3), basada en el ®-
percentilado f0; 1=2; 1g, a la siguiente de…nición basada en un ®-percentilado genérico p, siguiendo las directrices
de la Def. 252.

Dados dos conjuntos igualmente ®-percentilados (X; p) e (Y; p0), y notando x® = p(®) e y® = p0(®), una
regla de comparación será:

si
^
®2Dp

(x® es cercano a y®) entonces X ¼ Y

donde ^ denota una conjunción que habrá de ser modelada, seguramente por una t-norma, aunque dependiendo
del grado de vaguedad podrá usarse una t-conorma.

Sin lugar a dudas, otra cuestión fundamental consiste en la elección de las funciones de pertenencia que
modelen los borrosi…cados de los ®-percentiles para un conjunto dado (v. gr., en los ejemplos anteriores han
sido funciones ¼ de Zadeh).

De…nición 256 Sea (V;¹) un retículo normado y X;Y 2 IV , tales que X = hx0; x1i e Y = hy0; y1i. Sean ev
una cercanía borrosa —cfr. 230— y p un ®-percentilado sobre X e Y .

i) Si, tanto X como Y , pueden ser considerados prototipos, estamos ante un problema de categorización
de prototipos. Debemos introducir borrosidad en (X; p) y en (Y; p), midiendo su proximidad por el
indicador de cercanía N : IV £ IV ! [0; 1], de…nido como:

N(X;Y ; p; ¦) = §®2p(ev(fx®;fy®)) (12.41)

ii) Si suponemos que sólamente X puede ser considerado como prototipo, estamos ante un problema de
clasi…cación de ejemplares. Para medir lo cerca que está Y (un ejemplar) de X, introducimos borrosi-
dad sólamente en (X; p) y usamos el indicador de cercanía —basado en el Teorema 235— N : IV £ IV !
[0; 1] de…nido por:

N(X;Y ; p; ¦) = §®2p(fx®(y®)) (12.42)

Del mismo modo, podemos de…nir indicadores de lejanía F(X;Y ; p; ¦) usando una lejanía borrosa e'—cfr.
Def. 241— en vez de una cercanía borrosa ev. Si, tanto X como Y , pueden ser considerados prototipos, entonces,
introduciendo borrosidad en (X; p) y en (Y; p), proponemos el indicador de lejanía F : IV £ IV ! [0; 1], de…nido
como:

F(X;Y ; p; ¦) = §®2p(e'(fx®;fy®)) (12.43)

Si sólamenteX puede ser considerado como prototipo, entonces, para medir lo lejos que está Y (un ejemplar)
de X, introducimos borrosidad sólamente en (X; p) y usamos el indicador de lejanía —basado en el Teorema
243— F : IV £ IV ! [0; 1] de…nido por:

F(X;Y ; p; ¦) = §®2p(fx®(y®)) (12.44)

El siguiente teorema (similar al Teor. 236) establece la subaditividad del indicador de cercanía N(¢; ¢; p; ¦)
para los problemas de clasi…cación de ejemplares y de categorización de ejemplares. Por ello, llamamos a
N(¢; ¢; p; ¦) indicador de cercanía subaditivo basado en un ®-percentilado «borrosi…cado».

Teorema 257 Sea N : IV £ IV ! [0; 1] de…nido como en la Ec. 256. Entonces:

1. si §®2p(0) = 0, entonces N es re‡exiva elemental en IV , y
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2. si TC denota una t-conorma y si suponemos que dado (A;B) 2 IV £ IV , A y B no son prototipos a la vez,
entonces N es subaditiva respecto de TC en IV .

Demostración. En efecto, debido a la re‡exividad elemental de ev, observamos que si §®2p(0) = 0, entonces
N es re‡exiva elemental. La subaditividad de N respecto de TC en IV , se sigue de satisfacerse (B[C)0 2 fb0; c0g,
(B [C)1 2 fb1; c1g y el Lema 247.

12.11 Extensión de los indicadores a intervalos de tipo 2

Podemos extender las de…niciones anteriores a intervalos de tipo 2 —cfr. Ejemplo 25—. Dado un retículo
normado (V;¹), se dice que un intervalo es de tipo 1 si es un intervalo ordinario. Un intervalo de tipo n es
cualquier intervalo cuyos «puntos» extremos sean intervalos de tipo n¡ 1. Notamos el tipo por un superíndice
(n.

Dada la colección I(2V , de todos los intervalos de tipo 2 de V , seaX 2 I(2V tal queX = hhx00; x01i; hx10; x11ii.
Notemos X0 = hx00; x01i, X1 = hx10; x11i , X01 = hx00; x11i. De este modo, X = hX0;X1i, indicando los sub-
índices 0 y 1, sus extremos (de tipo 1) inferior y superior, respectivamente.

Dados un retículo normado (V;¹) y X;Y 2 I(2V , podemos considerar de…nir la cercanía entre ellos, basán-
donos sólamente en la agregación de las cercanías de los intervalos extremos:

º
(2
f0;1g(X;Y ) = Aggr

i2f0;1g
º(Xi; Yi) (12.45)

Así, por ejemplo, si N es un indicador de cercanía —cfr. Def. 256—, obtenemos la cercanía de tipo 2:

N(2(X;Y ; p; ¦) = Aggr
i2f0;1g

N(Xi; Yi; p; ¦) (12.46)

donde el cómputo de N(Xi; Yi; p; ¦) depende de que X e Y , sean ambos prototipos o sólo uno de ellos.

Los intervalos extremos X0 y X1 de un intervalo X, parecen ser los candidatos naturales a ser los intervalos
extremos de un (®; ¯)-percentilado en X. Pero también podemos considerar el intervalo «intermedio» X1=2 =
hx01; x10i, siendo entonces:

º
(2
f0;1=2;1g(X;Y ) = Aggr

i2f0;1=2;1g
º(Xi; Yi) (12.47)

pudiendo de…nir una cercanía sup-mid-inf de tipo 2:

N(2(X;Y ; p; ¦) = Aggr
i2f0;1=2;1g

N(Xi; Yi; p; ¦) (12.48)

Ejemplo 258 (Mixtura de ®- y (®; ¯)-percentilado) Podemos mezclar ambos tipos de percentilado, permitiendo
elegir, a la vez, puntos e intervalos. Por ejemplo, al comparar los ®-cortes de dos intervalos borrosos de tipo
LR (trapezoidales), podríamos elegir puntos como extremos y las ®-proyecciones de los núcleos como intervalos
intermedios —cfr. Fig. 12.3—. Obsérvese que los núcleos, esos intervalos modales intermedios no tienen
porqué ser concéntricos.

Podemos modi…car la cercanía subaditiva sup-inf «borrosi…cada» ev¦(2) —cfr. Def. 246—, de…nida entre
intervalos. Sean I y J dos intervalos de números reales, tales que, como es la norma en esta Tesis, I = hi0; i1i
y J = hj0; j1i. Sean "I;0; "I;1; "J;0; "J;1 números reales. Consideremos los subintervalos de I:

SI1;0 = hi0; i0 + "I;0i (12.49)

SI1;1 = hi1 ¡ "I;1; i1i (12.50)

y los subintervalos de J:

SJ1;0 = hj0; j0 + "J;0i (12.51)

SJ1;1 = hj1 ¡ "J;1; j1i (12.52)

Suponiendo que sea posible «mudar» hi0; i1i y hj0; j1i en
¡
SI1;0; S

I
1;1

¢
y
¡
SJ1;0; S

J
1;1

¢
, respectivamente, entonces,

proponemos modi…car, de una manera natural, ev¦(2):
ev¦(2)(I; J) = ev¦(2) ¡SI1;0; SJ1;0¢ ¦ ev¦(2) ¡SI1;1; SJ1;1¢ (12.53)
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Distancias entre los extremos
de los intervalos modales

Distancia entre los
intervalos modales

1

α

Figura 12.3: Distancia entre dos subconjuntos borrosos trapezoidales medida como
agregación de las distancias entre sus ®-cortes, y para cada par de estos,
a partir de las distancias entre sus extremos y la distancia entre las ®-
proyecciones de los núcleos de los subconjuntos borrosos (subintervalos
modales del ®-corte).
— Fuente: Elaboración propia.

Cualquier intervalo borroso X de tipo LR puede ser representado virtualmente en el proceso de cómputo, me-
diante la colección …nita de subintervalos (®; ¯)-percentílicos:

X! ffmX
l ¡ ®Xg; hmX

l ;m
X
r i; fmX

r + ¯Xgg

Debido a esto, podemos mezclar ambas clases de percentilado, permitiendo elegir, a la vez, puntos e intervalos.
Dados dos intervalos borrosos X e Y de tipo LR, y en la cercanía sup-mid-inf aparecerían puntos e intervalos
—cfr. Fig. 12.3:

ev¦(2)(X;Y ) = ev¦(3) ¡fmX
l ¡ ®Xg; fmY

l ¡ ®Y g¢
¦ev¦(3) ¡hmX

l ;m
X
r i; hmY

l ;m
Y
r i¢

¦ev¦(3) ³fmX
r + ¯Xg; fmY

r + ¯Y g
´

12.12 Indicadores de cercanía y lejanía entre subconjuntos ©-borrosos

12.12.1 Una aproximación basada en secciones verticales

De…nición 259 [443] Sea U un universo de discurso no vacío. La función de pertenencia de un subconjunto
©-borroso (también llamado subconjunto borroso con valoración en intervalos) X : U ! 2[0;1], se de…ne como
X(u) = [X(u);X(u)], un intervalo de…nido mediante una función de pertenencia inferior y una función de
pertenencia superior. O sea, brevemente, X = (X;X). Denotamos mediante F©(U) la colección de todos los
subconjuntos ©-borrosos de U .

Sea X un subconjunto ©-borroso de U . Sea X(u) = [X(u);X(u)]. Sea x®(u) el ®-percentil de X(u) (en
particular, x0(u) = X(u) y x1(u) = X(u)). La sección vertical de X es el intervalo de tipo 2, [0;X(u)]. En
este caso, la Ec. (12.46) se reduce a (12.41) o a (12.42), es decir, que N(2([0;X(u)]; [0; Y (u)]; p; ¦) es igual a
N(X(u); Y (u); p; ¦), una cercanía entre intervalos.

De…nición 260 Sean U un universo de discurso no vacío y X;Y 2 F©(U). Supongamos que para todo u 2
U, X(u) e Y (u) están ambos ®-percentilados mediante pu (obsérvese que los ®-percentilados pu pueden ser
diferentes para referentes u distintos). Sea pU = fpu : u 2 Ug. Sea ev una cercanía borrosa —cfr. Def. 230— y
Aggr : [0; 1] £ [0; 1] ! [0; 1] una operación de agregación —cfr. Def. 69.

i) [Problema de categorización de prototipos] Si X e Y pueden ser ambos considerados como prototipos
para la misma o diferentes clases de subconjuntos ©-borrosos de U, entonces, para todo u 2 U, X(u) e
Y (u) pueden ser también considerados como intervalos prototipo. Introduciendo borrosidad en pu, tanto
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para X(u) como para Y (u), para cualquier u 2 U, y aplicando (12.41), llegamos al indicador de cercanía
N© : F©(U) £ F©(U) ! [0; 1] de…nido por:

N©(X;Y ; pU ; ¦) = Aggr
u2U

§®2puev(fx®(u);fy®(u)) (12.54)

ii) [Problema de clasi…cación de ejemplares] Si suponemos que sólamente X puede ser considerado
como un prototipo (o sea, que Y es un mero ejemplar), entonces, para todo u 2 U, sólo X(u) puede ser
considerado como un intervalo prototipo. Por tanto, introducimos borrosidad únicamente en (X(u); pu),
para todo u 2 U. Aplicando (12.42), obtenemos el indicador de cercanía N© : F©(U) £ F©(U) ! [0; 1],
de…nido por:

N©(X;Y ; pU ; ¦) = Aggr
u2U

§®2pu(fx®(y®(u))) (12.55)

Construimos un indicador de lejanía entre subconjuntos ©-borrosos, de manera análoga, sólo que uti-
lizamos indicadores de lejanía borrosa —cfr. Obs. 12.10—, en vez de indicadores de cercanía borrosa —cfr.
Def. 256—. La negación de un indicador de cercanía borrosa entre subconjuntos ©-borrosos, es un indicador de
lejanía entre subconjuntos borrosos —la razón es la misma que si pensamos en relaciones esenciales de cercanía
y lejanía (cfr. Obs. 222).

12.12.2 Una aproximación basada en ®-cortes

Sea (V;¹) un retículo normado, tal que ¹ es total. Sean I; J 2 IV . El ®-corte de un subconjunto ©-borroso
A = (A;A) de V es el intervalo de tipo 2:

®A = [®A0;
®A1]

= [[®a0;
®a0]; [

®a1;
®a1]]

Extendemos la cercanía de tipo 2, N(2 de…nida entre estos ®-cortes —cfr. §12.11— a la cercanía NH©, de…nida
entre subconjuntos ©-borrosos:

NH©(X;Y ; pB; ¦) = Aggr
¯2(0;1]

N(2(¯X; ¯Y ; p¯; ¦) (12.56)

donde pB = fp¯ : ¯ 2 (0; 1]g.

12.13 Síntesis re‡exiva

En este capítulo, introducimos el concepto de relación de cercanía desde un punto de vista intuitivo: si algo es
cercano a nosotros dos, es que es cercano a tí o a mí, y recíprocamente, si algo es cercano a tí o a mí, es cercano
a nosotros dos (si lo es a mí, lo es a tí, a través de mí). De manera similarmente intuitiva, introducimos la
noción de relación de lejanía: si algo está lejos de nosotros dos, es que está lejos de tí y de mí, recíprocamente,
si algo está lejos de tí y de mí, entonces, está lejos de nosotros dos.

Una relación de cercanía no tiene que ser simétrica. Por ejemplo, una relación de cercanía entre diferentes
puntos de una ciudad, bajo el supuesto de que todos los desplazamientos se hacen en coche, cumpliendo el
código de circulación. En este caso, el hecho de que un punto A esté cercano a un segundo punto B, no implica
el recíproco: basta con imaginar que A y B sean los puntos extremos de una calle de una sola dirección, y que
ir (en coche) desde B hasta A, suponga dar un rodeo considerablemente largo.

Extendemos estas relaciones a conectivas distintas a la disyunción y la conjunción y, en §12.2, a relaciones
entre subconjuntos completos de un retículo, de…niendo la cercanía sup-inf entre dos de ellos, como el agregado
(según la conectiva elegida) entre las cercanías entre los extremos. Para conseguir gradaciones intermedias
en la valoración de verdad de «ser cercano a», introducimos, en §12.3, la noción de cercanía borrosa, obteniendo
un resultado particularmente interesante:

Medimos lo cercano que está un subconjunto unitario de un referencial de un subconjunto borroso
del mismo referencial, mediante el valor de la función de pertenencia de…nitoria del subconjunto
borroso, evaluada en el referente integrante del subconjunto unitario.
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En pocas palabras, el grado de pertenencia es un grado de cercanía.
En §12.4, demostramos que la de…nición de la cercanía borrosa subsume la idea de medir un conjunto borroso

usando la cercanía borrosa desde él al universo de discurso; esto es, la cercanía borrosa desde un conjunto hacia
el universo de discurso, es una medida borrosa, concretamente la agregación de todos los valores de pertenencia
de todos los referentes. En §12.5, mostramos resultados similares para las lejanías borrosas. Todo ello hace que
re‡exionemos sobre el hecho de que la cercanía a un prototipo (problema de clasi…cación) puede ser resuelto
mediante la elección de una función de pertenencia.

A veces, ciertas propiedades son consideradas como esenciales, y por ello, puede ser importante que dado
un prototipo, la medida de cercanía logre diferenciar entre dos ejemplares respecto de una propiedad, mediante
las cercanías de cada uno al prototipo. Por ejemplo, Carlo Bertoluzza, Norberto Corral y Antonia Salas
[681], destacaban el interés de ser capaz de distinguir entre intervalos concéntricos con un prototipo e intervalos
no concéntricos con él, en el proceso de medir distancias entre números borrosos en el entorno de la regresión
borrosa, a través de las distancias entre sus ®-cortes. Nuestra idea es que la lógica subyacente puede basarse
en una cercanía: al decir «B y C están iguales de cerca de A», el término «cerca», aplicado a los conjuntos,
intentará cuanti…car la compartición de una propiedad, cuanto «más cerca», más cierta será la compartición
de la propiedad (§12.7).

Al igual que hacíamos entre intervalos de números reales, introducimos ®- y (®;¯)-percentilados, e introduci-
mos borrosidad en las cercanías y lejanías de…nidas. Nótese que la necesidad de ®-percentilados parece hacerse
patente cuando consideramos puntos característicos que no sean ni los extremos ni el centro. Por ejemplo,
pensemos en la co-cuartilidad-1, es decir en la coincidencia en el primer cuartil.

Prestando, en todo momento, una atención particular a los problemas de categorización de prototipos
y de clasi…cación de ejemplares, en §12.10, proponemos indicadores de cercanía y lejanía para intervalos ®-
percentilados; en §12.11, extendemos estos indicadores a intervalos de tipo 2; y en §12.12, los extendemos a
subconjuntos ©-borrosos, considerando dos aproximaciones: una basada en secciones verticales, y la otra basada
en ®-cortes.



«Lo he dicho siempre: los hombres son iguales.
La verdadera distinción es tan sólo

la diferencia que puede existir entre ellos.»
—Henri Monnier (1799-1877)

<Grandeza y decadencia de M. Joseph Prudhomme>

«El ojo que ves
no es ojo porque tú lo veas;

es ojo porque te ve.»
—Antonio Machado [1270] (p. 136)

«Decir que dos cosas se parecen porque comparten una propiedad
determinada, lo único que signi…ca es que comparten la propiedad.»

—Nelson Goodman [1271]
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Varias han sido las aproximaciones que se han desarrollado para de…nir los conceptos de una
manera natural. Este tercer ensayo mantiene el espíritu engendrado, principalmente, por las aprox-
imaciones de Wittgenstein, Rosch y Zadeh.
Lo que proponemos y hacemos nosotros es que, en vez de relaciones de parecido, similaridades,
diferencias, etc., utilizamos los indicadores de cercanía y de lejanía vistos en el ensayo anterior. Los
primeros nos permiten tener una idea sobre la semejanza de un ejemplar no clasi…cado con respecto
a los miembros de una clase dada, mientras que con los segundos podemos determinar su diferencia
respecto del resto de las clases. El hecho de que no necesitemos una medida simétrica de cercanía
(resp., lejanías), nos conduce a la tercera idea en juego, las cercanías (resp., lejanías) dobles: Dado
un ejemplar, no sólo es importante encontrar el prototipo a cuyo per…l de características sea más
cercano el per…l del ejemplar, sino también encontrar el prototipo cuyo per…l sea el más cercano al
del ejemplar.
Clásicamente, la cuestión es la primera, o en todo caso, ambas son abordadas implícitamente debido
a la simetría de las medidas de parecido y semejanza más usadas. La aproximación por doble cer-
canía, considera ambas cuestiones a la vez, obteniendo un único prototipo, y permitiendo modular la
pertinencia o relevancia de cada cuestión en el prototipo …nalmente obtenido. Este tipo de asimetría
es bien conocido en las ciencias cognitivas.
La aproximación por doble cercanía está parametrizada por operadores de lógica borrosa, así como
por operaciones de agregación, algo que resulta frecuente en el desarrollo de Sistemas «Inteligentes»
Borrosos. Presentamos el marco de trabajo de las dobles cercanías/lejanías en el escenario de la ad-
ministración para y con las personas, en concreto, en relación a la Elección multicriterio de personal
o puestos. Analizamos cuatro situaciones de elección desde una perspectiva integradora y simultánea
de la elección de aspirantes por las organizaciones y su recíproco, la elección de las organizaciones
por los candidatos. Ambas situaciones son frecuentes, debido a los constantes cambios en el mer-
cado de trabajo. Finalmente, describimos el método brevemente en otros escenarios: Diagnosis y
prognosis médicas sintomáticas (§13.4), Comparación de imágenes digitales (§13.5) y Diagnosis y
prognosis médicas por imagen (§13.6). En todos ellos, la descripción …nal de los prototipos (lo
conocido) y de los ejemplares (los hechos) se lleva a cabo mediante subconjuntos ©-borrosos de tipo
2 (la pertenencia es expresada mediante un intervalo cuyos extremos son subconjuntos borrosos or-
dinarios). Como, en general, la negación de una cercanía es una lejanía, ya sea en intervalos, en
intervalos de tipo 2, en conjuntos borrosos, en conjuntos ©-borrosos o en conjuntos ©-borrosos de
tipo 2, reducimos el estudio principalmente a cercanías.

13.1 De…niciones de conceptos

«El signi…cado que se asigna a un concepto es una decisión asignada para servir ciertos intereses.»
—C. Churchman [81] (p. 445)

Varias han sido las aproximaciones que se han desarrollado para de…nir los conceptos de una manera natural.
En la aproximación aristotélica, un concepto está de…nido por una proposición lógica formada por conjunciones
de características semánticas (forma normal conjuntiva), que se consideran absolutamente necesarias para ca-
racterizar el concepto en cuestión.

² Inmanuel Kant [1272] sugiere que los únicos conceptos que pueden ser de…nidos son los conceptos
arti…ciales, es decir, aquellos que han sido inventados por algún individuo persiguiendo alguna meta
concreta.

Gregg C. Oden y Lola L. Lopes [1273] examinan cuatro tipos de aproximaciones alternativas.

² El parecido familiar, en el sentido de Ludwig Wittgenstein [1274], o sea, que un objeto pertenece a
una categoría porque comparte un parecido familiar con el resto de miembros de tal categoría: «Estas
cosas y todo lo que se parezca a ellas, son instancias del concepto.»

² La similaridad con ejemplares (similarity-to-instances), es decir, cuando una categoría se de…ne a
partir de miembros con…rmados de ella, sin ninguna abstracción descriptiva en base a reglas, por lo que
un objeto se caracteriza como miembro de X de acuerdo con la similitud global con los objetos que ya
están en la clase X —cfr. Brooks [1275, 1276]; Medin y Schaffer [1277]; Nosofsky [1278].

² La similaridad con un ideal, esto es, cuando se asocia a cada categoría algún ejemplar ideal, prototipo
o representante de la categoría, y la clasi…cación es posible por comparación con él —cfr. Posner y
Keele [1279]; Reed [1280]; Rosch y Mervis [1281]—. Este es el caso, por ejemplo, de la comparación
con plantillas (template matching) y de la propuesta Pandemonium de Selfridge [1282].
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² La aproximación borrosa, donde los conceptos son proposiciones borrosas, confundiéndose las fronteras
categoriales. En esta aproximación, el grado en el que pertenece un ejemplar a una categoría puede
describirse evaluando, para el ejemplar, las funciones de pertenencia asociadas a las propiedades relevantes
de la categoría. Lot… Asker Zadeh [1283] sostiene que un prototipo no es ni un ejemplar particular, ni
un grupo de ejemplares, sino un esquema borroso.

A veces se combinan las aproximaciones de similaridad con ejemplares y con ideal, lo que se lleva a la
práctica considerando más de un prototipo por categoría.

Eleanor Rosch (Heider) yMervis [1281] (véase también Rosch [1284] yMedin [1285]) proponen combinar
las aproximaciones basadas en el parecido familiar y en la similaridad con el ideal. Ellos sugieren que un
prototipo de una categoría debe poseer los atributos más representativos de los miembros de dicha categoría
y a la vez, los menos representativos de los no-miembros de tal categoría. Es decir, todo prototipo de una
categoría, debe «parecerse» a los miembros de la clase que pretende representar y ser diferente de los miembros
de las demás clases.

George Lakoff y Mark Johnson [653] destacan la importancia de las propiedades interaccionales en
el proceso de determinación del parecido familiar: «Las propiedades interaccionales relevantes para nuestra
comprensión de silla incluyen propiedades perceptuales (apariencia, tacto), propiedades funcionales (permitir
que nos sentemos), propiedades de actividad motora (lo que hacemos con nuestros cuerpos al sentarnos y
levantarnos, y cuando estamos sobre ellas), y propiedades intencionales (relajarse, comer, escribir cartas, etc.)»
(p. 164, ed. española). Que sepamos, son los primeros en combinar las ideas de Wittgenstein, Rosch
(Heider) y Zadeh.

Rick, Bothorel, Bouchon-Meunier,Muller y Rifqi [1260] combinan la propuesta de Rosch (Heider)
yMervis con la aproximación borrosa de Zadeh, proponiendo una técnica borrosa para la detección y análisis
de lesiones potenciales de cáncer en las mamas a partir de mamografías.

Por otro lado, algunos investigadores han aventurado explicaciones más difíciles sobre los conceptos. Por
ejemplo, el punto de vista que Komatsu [1286] denomina «basado en explicaciones» (explanation-based
view) —cfr. Johnson-Laird [1287]; Lakoff [230]; Murphy y Medin [1288]—. El propio Komatsu explica
este punto de vista citando a Keil:

«Ningún concepto individual puede entenderse sin comprender algo su relación con los demás conceptos.
Los conceptos no son distribuciones de probabilidad de características o propiedades, o re‡ejos pasivos de
frecuencias de características y correlaciones que suceden en el mundo; tampoco son simples listas de carac-
terísticas necesarias y su…cientes. No obstante, la mayoría se re…eren a cosas del mundo, y giran en torno a
relaciones no arbitrarias con frecuencias de características y correlaciones, a la vez que proporcionan expli-
caciones de tales características y correlaciones. Si es la naturaleza de los conceptos la que proporciona tales
explicaciones, entonces podemos considerar que encarnan conjuntos sistemáticos de creencias, creencias que,
en gran medida, son causales en la naturaleza.»
—F. C. Keil [1289] (p.1)

Muchos trabajos referentes a las relaciones entre conceptos y lenguaje estudian la presencia —cfr. McNa-
mara yMiller [1290]; Saussure [650]— o ausencia —cfr. Fodor, Garrett,Walker y Parkes [1291]— de
conexiones entre los conceptos. De igual forma, tantos otros estudios que unen los conceptos y el reconocimiento
de objetos se re…eren a las relaciones entre conceptos y entradas perceptivas, más que a las existentes entre
conceptos. De hecho, los conceptos parecen, por un lado, depósitos de conocimiento «auto-contenido», y por
otro, entidades intrincadamente interrelacionadas —cfr. Goldstone [1292]—. Los conceptos parecen coexistir
aisladamente los unos de los otros, cada uno actuando, quizás como detectores independientes a la manera de la
propuesta Pandemonium de Selfridge [1282], pero también parecen in‡uir los unos en los otros como en una
gran red de interconexiones —cfr. Collins y Quillian [1293]—. Por ejemplo, mientras que algunos contornos
son directamente reconocidos como ejemplares de perro, el propio concepto perro parece estar muy cercano y
muy in‡uido por otros conceptos como mamífero, cola y domesticado —cfr. Goldstone [1292].

La opinión de Jerry A. Fodor [652] es la más radical. Para él, el contenido de los conceptos está determinado
por entero por relaciones informacionales (mente-palabra), esto es, que los conceptos «típicos» son atómicos,
careciendo de una estructura interna analizable.

«Aunque los motivos para todo esto surgen dentro de la ciencia cognitiva, cambiar al atomismo conceptual
requiere cambiar el punto de vista del mundo. Si es así, que así sea.»
—Jerry A. Fodor [652] (p. viii)
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13.2 Acerca del porqué del apartado anterior

Este tercer ensayo mantiene el espíritu engendrado, principalmente, por Wittgenstein, Rosch (Heider) y
Zadeh. En vez de relaciones de parecido, similaridades, diferencias, etc., utilizamos los indicadores de
cercanía y de lejanía vistos en el ensayo anterior. Los primeros nos permiten tener una idea sobre la
semejanza de un ejemplar no clasi…cado con respecto a los miembros de una clase dada, mientras que con la
segunda podemos determinar su diferencia respecto del resto de las clases. El hecho de que no necesitemos
una medida simétrica de cercanía (resp., lejanías), nos conduce a la tercera idea en juego, las cercanías (resp.,
lejanías) dobles:

Dado un ejemplar,
no sólo es importante encontrar el prototipo
a cuyo per…l de características sea
más cercano el per…l del ejemplar,
sino también encontrar el prototipo
cuyo per…l sea
el más cercano al del ejemplar.

Clásicamente, la cuestión es la primera, o en todo caso, ambas son abordadas implícitamente debido a la
simetría de las medidas de parecido y semejanza más usadas. La aproximación por doble cercanía, considera
ambas cuestiones a la vez, obteniendo un único prototipo, y permitiendo modular la pertinencia o relevancia
de cada cuestión en el prototipo …nalmente obtenido. Este tipo de asimetría es bien conocido en las ciencias
cognitivas.

Comparado con un estímulo no prototípico, los estímulos prototípicos son mejor aprendidos y recordados.
Cuando se presenta una secuencia de estímulos, los sujetos son más dados a recordar estímulos prototípicos, son
más dados a asegurar (falsamente) que prototipos que no estaban en la secuencia, sí lo estaban; y de igual modo,
son más dados a asegurar (falsamente) que no-prototipos que sí estaban en la secuencia, no lo estaban. Los
individuos suelen juzgar un estímulo no-prototípico como más similar a un estímulo prototípico que viceversa.
Por ejemplo, la gente suele juzgar el color rosa como bastante similar al rojo, y sin embargo, juzgan el rojo
poco similar al rosa (¡tal como si el color rosa no fuese un color prototipo del color rosa!).

«La simetría perfecta sólo existe en la mente del matemático. Nunca se alcanza en el mundo real, ni en la
naturaleza, ni en los objetos fabricados por el hombre.»
—A. V. Shubnikov y V. A. Koptsik [1294]

La aproximación por doble cercanía está parametrizada por operadores de lógica borrosa, así como por
operaciones de agregación, algo que resulta frecuente en el desarrollo de Sistemas «Inteligentes» Borrosos.
Presentamos el marco de trabajo de las dobles cercanías/lejanías en el escenario de la administración para
y con las personas, en concreto, en relación a la Elección multicriterio de personal o puestos. Analizamos
cuatro situaciones de elección desde una perspectiva integradora y simultánea de la elección de aspirantes por
las organizaciones y su recíproco, la elección de las organizaciones por los candidatos. Ambas situaciones son
frecuentes, debido a los constantes cambios en el mercado de trabajo.

Finalmente, describimos el método brevemente en otros escenarios: Diagnosis y prognosis médicas sintomáti-
cas (§13.4), Comparación de imágenes digitales (§13.5) y Diagnosis y prognosis médicas por imagen (§13.6). En
todos ellos, la descripción …nal de los prototipos (lo conocido) y de los ejemplares (los hechos) se lleva a cabo
mediante subconjuntos ©-borrosos de tipo 2 (la pertenencia es expresada mediante un intervalo cuyos extremos
son subconjuntos borrosos ordinarios).

En general, la negación de una cercanía es una lejanía, ya sea en intervalos, en intervalos de tipo 2, en
conjuntos borrosos, en conjuntos ©-borrosos o en conjuntos ©-borrosos de tipo 2. Debido a esto, reducimos el
estudio principalmente a cercanías.

13.3 Desarrollo teórico ilustrado:
Escenario de elección de personal o puestos de trabajo

«Una cosa acerca de las dos etapas comentadas anteriormente debe quedar muy clara: tú eres el investigador
(screener), y los empleadores o las organizaciones que te interesan son los investigados (screenees) durante
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las dos primeras etapas. [...] Pero ahora, cuando alcanzas esta tercera etapa, cuando vuelves a los dos o
tres lugares que ya visitaste en tu segunda etapa, las cuales decidistes que eran las que se ajustaban a tu
per…l mejor que cualquier otra, ahora tú eres el investigado.»
—Richar Nelson Bolles [35] (p. 441).

En esta sección analizamos cuatro situaciones de elección desde una perspectiva integradora y simultánea
de la elección de aspirantes por las organizaciones y su recíproco, la elección de las organizaciones por los
candidatos. Ambas situaciones son frecuentes, debido a los constantes cambios en el mercado de trabajo.

Lyman W. Porter, Lawler y Hackman [1295] proponen un modelo de clasi…cación donde intervienen
cuatro fuerzas, correspondientes a las relaciones de atracción y elección existentes entre las dos partes
intervinientes, la empresa y los aspirantes. Cada aspirante podrá atraer y, hasta donde le sea posible, elegir,
entre diferentes empresas y diferentes puestos de trabajo. Del mismo modo, una empresa tratará de atraer a
los aspirantes y elegirá posteriormente entre ellos. Entendemos por oferta el conjunto de puestos de trabajo
pendientes de ser ocupados, por demanda el conjunto de aspirantes dispuestos a desempeñar tales puestos, y
por mercado de trabajo1 el sistema oferta-demanda en un entorno espacio-temporal concreto.

La intensidad con la que se presentan las cuatro fuerzas (elección-atracción, aspirantes-empresas), variará
según la dinámica del mercado laboral, que tendrá ‡uctuaciones más importantes en aquellos sectores más
in‡uenciados por el desarrollo de las nuevas tecnologías —cfr. Gil [900]—. Los dos modelos básicos son:

² Si la oferta es inferior a la demanda, las fuerzas principales serán la atracción ejercida por el aspirante y
la elección llevada a cabo por la empresa, es decir:

– el aspirante se esforzará por ser atractivo para las empresas, y

– las empresas elegirán aspirantes, entre los más atractivos.

² Si la oferta es superior a la demanda, o sea, si hay escasez de profesionales, entonces, como apunta Gil
[900], se produce un aumento de rotación, revalorizándose la experiencia de los profesionales especializados,
aumentando el número de ofertas de trabajo hacia ellos. Esto implica una in‡ación de salarios (para hacer
más atractivas tales ofertas) y una in‡ación de categorías (se exige demasiada cuali…cación para puestos de
trabajo que realmente no necesitan tanta). A su vez, se produce una utilización de medios más agresivos
de reclutamiento, como correos electrónicos, cazadores de talentos (head hunters), foros de empleo (job-
fairs), etc. En este modelo, los aspirantes se ven requeridos por varias empresas, lo que hace aumentar la
fuerza de elección que puede realizar el aspirante y la fuerza de atracción que podrá ejercer la empresa.
Obsérvese que en este modelo, la atracción ejercida por el aspirante también aumenta. En de…nitiva,
principalmente:

– la empresa se esforzará por ser atractiva para los aspirantes, y

– los aspirantes podrán elegir empresas, entre las más atractivas.

Las situaciones planteadas por los modelos de oferta menor que la demanda, y demanda menor que oferta,
se re‡ejan, respectivamente, en los planteamientos de los siguientes problemas de elección:

² Cuestión A: ¿Quién es el aspirante bAÂJ , cuyo per…l de capacitación es el más cercano al per…l de
requisitos de un determinado puesto de trabajo J? —cfr. Fig. 13.1 (a).

² Cuestión D: ¿Cuál es el puesto de trabajo bJÂA, cuyo per…l de requerimientos es el más cercano al
per…l de capacitación de un aspirante determinado A? —cfr. Fig. 13.1 (d).

Las cuestiones A y D se solucionan encontrando un ejemplar (un individuo para el A y un puesto de trabajo
para el D), cuyo per…l sea el más cercano al correspondiente al ideal dado (un puesto de trabajo para el A y
un individuo para el D). Así, clásicamente, en la situación A elige la empresa y en la D el candidato. Pero,
¿por qué no permitir que ambos, candidato y empresa, participen de la elección en ambos situaciones? Es
decir, como comentábamos en la introducción del capítulo, nuestra duda es, si bajo el mismo supuesto, también
debiera considerarse prototípico el per…l del ejemplar.

1 Preferimos el término mercado de trabajo a mercado laboral. Si bien, en sus orígenes, trabajo designaba un lugar de suplicio
delimitado por tres postes, donde se ataban caballos y bueyes para herrarlos, el motivo principal de nuestra elección es etimológico.
El ergon griego (work en inglés, werk en alemán) comporta el signi…cado de actividad natural. Sin embargo, el vocablo latino
labor, siempre designa una tarea penosa, evocando también un fracaso, una caída.
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Por ejemplo, la cuestión D re‡eja la situación de una organización que desea contratar a un individuo
concreto A y literalmente le busca un trabajo a su medida, esto es se trata de encontrar un trabajo (ejemplar)
para el candidato ideal A. En de…nitiva, que implícita o explícitamente, elige el candidato. ¿Y si consideramos
que también pueda elegir la empresa? Esto intenta re‡ejar la cuestión C. En ella, el per…l de capacitación
del candidato ya no es un ideal sino un mero ejemplar, y son los per…les de requerimientos de los puestos de
trabajo los que se consideran ideales:

² Cuestión C: ¿Cuál es el puesto de trabajo bJÁA, a cuyo per…l de requerimientos, el per…l de capacita-
ción de un aspirante determinado A, es el más cercano? —cfr. Fig. 13.1 (c).

Podemos pensar en una nueva cuestión, resultado de la agregación de C y D, y tales que estas últimos sean
casos particulares del agregado. Esta agregación permite la compensación entre los grados de satisfacción de
las soluciones a ambas cuestiones, impidiendo, si así se desea, las situaciones de elecciones unilaterales por parte
de los aspirantes o las organizaciones. Lo llamamos «proceso de doble ajuste» (proponemos twofold tuning
process, en inglés) —ajuste que se realiza por la operación de agregación.

Razones similares nos llevan a la formulación de otra situación que debemos considerar.

² Cuestión B: ¿Cuál es el aspirante bAÁJ , a cuyo per…l de capacitación, el per…l de requerimientos de
un determinado puesto J , es el más cercano? —cfr. Fig. 13.1 (b).

Problemas de elección

JA JA A J A J

(a) Cuestión A (b) Cuestión B (c) Cuestión C (d) Cuestión D
¿Quién es ¿Quién es ¿Cuál es ¿Cuál es

el aspirante bAÂJ , el aspirante bAÁJ , el puesto bJÁA, el puesto bJÂA,
cuyo per…l a cuyo per…l a cuyo per…l cuyo per…l

de capacitación de capacitación, de requisitos, de requisitos
es el más cercano el per…l de requisitos el per…l de capacitación es el más cercano

al per…l de requisitos de un determinado de un determinado al per…l de capacitación
de un determinado puesto J , aspirante A, de un determinado

puesto J? es el más cercano? es el más cercano? aspirante A?

Tabla 13.1: Las cuatro cuestiones consideradas en referencia a los actos de elección
entre aspirantes y puestos de trabajo.
— Fuente: Elaboración propia.

13.3.1 Una primera solución

[...] y no se disponga de más tiempo para encontrar al candidato ideal o, por las razones que sean se quiera
seguir adelante con la contratación, generalmente es más e…caz y se obtienen resultados más rápidos cuando
es el puesto de trabajo el que se adapta a la persona y no la persona al puesto de trabajo.»
—Montserrat Sugrañes [1296].

Cuando una organización planea un proceso de elección de personal, la cuestión clásica es la A, o en todo
caso, la cuestión B es abordada implícitamente debido a la simetría de las asignaciones de medida que más
frecuentemente intervienen en la maduración de los juicios por comparación. Observemos que en las cuestiones
A y C, la elección la lleva a cabo la organización, mientras que en la D, la elección la hace el candidato. La
elección efectuada en la situación planteada por B se entenderá mejor si se consideran varios puestos de trabajo;
en tal caso, es evidente que la elección la realizan los candidatos.
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Cuestiones Soluciones borrosas Eliminando borrosidad

A AÂJ =
P
A2AN©(J;A; pC; ?)ÁA

bAÂJ = arg maxA2AN©(J;A; pC; ?)
= arg maxA2AAggrC2C ?®2pC ej®(a®(C))

B AÁJ =
P
A2AN©(A; J ; pC ; ?)ÁA

bAÁJ = arg maxA2AN©(A; J ; pC; ?)
= arg maxA2AAggrC2C ?®2pCfa®(j®(C))

C JÁA =
P
J2J N©(J;A; pC; ?)ÁJ

bJÁA = arg maxJ2J N©(J;A; pC; ?)
= arg maxJ2J AggrC2C ?®2pC ej®(a®(C))

D JÂA =
P
J2J N©(A; J ; pC; ?)ÁJ

bJÂA = arg maxJ2J N©(A; J ; pC; ?)
= arg maxJ2J AggrC2C ?®2pCfa®(j®(C))

Tabla 13.2: Soluciones borrosas y nítidas (una vez eliminada la borrosidad) a las
cuatro cuestiones planteadas en referencia a los actos de elección entre
aspirantes y puestos de trabajo. El operador N© es un indicador de
cercanía entre conjuntos ©-borrosos, que consideramos de…nido según la
Ec. (12.55), ? es una conectiva de lógica borrosa y Aggr : [0; 1]£[0; 1]!
[0; 1] es una operación de agregación —cfr. supra Def. 69.
— Fuente: Elaboración propia.

Consideremos una colección J de puestos de trabajo en oferta, y un conjunto A de aspirantes. Supongamos
que todos los puestos van a ser cubiertos evaluando a los aspirantes sobre el mismo universo de discurso C de
cuali…caciones (capacidades, competencias, habilidades, requisitos, roles, etc.). Supongamos que, en base a la
experiencia, es posible describir cualquier puesto de trabajo J 2 J , mediante un subconjunto ©-borroso de C,
J = (J; J), donde para todo J 2 J , J(C); J(C) 2 [0; 1] indican las estimaciones de las cotas inferior y superior
del rango de destreza asociado con el requerimiento de la capacidad C en un candidato que aspire al puesto
J . De manera similar, supongamos que las capacidades de un aspirante A pueden describirse mediante un
subconjunto ©-borroso de C, A = (A;A), donde para todo C 2 C, el intervalo hA(C); A(C)i µ [0; 1] denota el
rango de destreza asignado por el decisor a la capacidad C para el candidato A.

En principio, son varias las posibilidades de solución de las cuestiones A¡D. Obsérvese que para cada una
de ellas, o bien el aspirante o bien el puesto, es un prototipo, pero nunca ambos a la vez. Trabajaremos con
cercanías y lejanías borrosas en problemas de clasi…cación de ejemplares, algo que ya hemos estudiado
en el segundo ensayo. En la Tabla 13.2 se recogen las soluciones a estas cuatro cuestiones, soluciones borrosas y
nítidas, una vez eliminada la borrosidad en las primeras, siendo el operador N© un indicador de cercanía entre
conjuntos ©-borrosos, que consideramos de…nido según la Ec. (12.55), ? es una conectiva de lógica borrosa y
Aggr : [0; 1] £ [0; 1] ! [0; 1] es una operación de agregación —cfr. supra Def. 69.

No obstante lo anterior, dados los per…les A y J , de un aspirante y de un puesto, podemos considerar, no
sólo la cercanía de A (resp., J) a J (resp., A), sino también la lejanía de A (resp., J) al conjunto J nfJg (resp.,
AnfAg). En este caso las cuestiones, a las que debemos responder, son las siguientes:

² Cuestión A0: ¿Quién es el aspirante bAÂJ , cuyo per…l de capacitación es el más cercano al per…l de
requisitos de un determinado puesto de trabajo J , y a la vez, es el más lejano, respecto de los per…les de
requisitos del resto de puestos de trabajo de J ?

² Cuestión B0: ¿Cuál es el aspirante bAÁJ , a cuyo per…l de capacitación, el per…l de requerimientos de
un determinado puesto J , es el más cercano, y a la vez, es el más lejano, respecto de los per…les de
capacitación del resto de aspirantes de A?

² Cuestión C0: ¿Cuál es el puesto de trabajo bJÁA, a cuyo per…l de requerimientos, el per…l de capa-
citación de un aspirante determinado A, es el más cercano, y a la vez, es el más lejano, respecto de los
per…les de requisitos del resto de puestos de trabajo de J ?

² Cuestión D0: ¿Cuál es el puesto de trabajo bJÂA, cuyo per…l de requerimientos es el más cercano al
per…l de capacitación de un aspirante determinado A, y a la vez, es el más lejano, respecto de los per…les
de capacitación del resto de aspirantes de A?

En la Tabla 13.3, mostramos las soluciones borrosas a estas cuestiones. En ella, F© denota un indicador de
lejanía entre conjuntos ©-borrosos y ¦ es una conectiva de lógica borrosa.

Igual que anteriormente, puede eliminarse la borrosidad de estas soluciones. Por ejemplo, la Tabla 13.4
muestra los resultados de la eliminación de borrosidad mediante el máximo y tomando F©(X;Y ; pC; ?) =
N (N©(X;Y ; pC; ?)), con N una negación.
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Cuestiones Soluciones borrosas

A0 AÂJ =
P
A2A

³
N©(J;A; pC; ?) ¦ (AggrA¤2AnfAg F©(J;A¤; pC; ?))

´
ÁA

B0 AÁJ =
P
A2A

³
N©(A; J ; pC; ?) ¦ (AggrA¤2AnfAg F©(A¤; J ; pC; ?))

´
ÁA

C0 JÁA =
P
J2J

³
N©(J;A; pC; ?) ¦ (AggrJ¤2JnfJg F©(J¤; A; pC; ?))

´
ÁJ

D0 JÂA =
P
J2J

³
N©(A; J ; pC; ?) ¦ (AggrJ¤2JnfJg F©(A; J¤; pC; ?))

´
ÁJ

Tabla 13.3: Soluciones borrosas a las cuatro nuevas cuestiones planteadas en refe-
rencia a los actos de elección entre aspirantes y puestos de trabajo, con-
siderando cercanías y lejanías. Los operadores N© y F© son indicadores
de cercanía y lejanía, respectivamente, entre conjuntos ©-borrosos, ? y
¦ son conectivas de lógica borrosa y Aggr : [0; 1]£ [0; 1]! [0; 1] es una
operación de agregación —cfr. supra Def. 69.
— Fuente: Elaboración propia.

Cuestiones Soluciones nítidas (eliminada la borrosidad)

A0
bAÂJ = arg maxA2A

³
N©(J;A; pC; ?) ¦ (AggrA¤2AnfAgN (N©(J;A¤; pC; ?)))

´
= arg maxA2AAggrC2C ?®2pC ej®(a®(C))

B0
bAÁJ = arg maxA2A

³
N©(A; J ; pC; ?) ¦ (AggrA¤2AnfAgN (N©(A¤; J ; pC ; ?)))

´
= arg maxA2AAggrC2C ?®2pCfa®(j®(C))

C 0
bJÁA = arg maxJ2J

³
N©(J;A; pC; ?) ¦ (AggrJ¤2JnfJgN (N©(J¤; A; pC; ?)))

´
= arg maxJ2J AggrC2C ?®2pC ej®(a®(C))

D0 bJÂA = arg maxJ2J
³
N©(A; J ; pC; ?) ¦ (AggrJ¤2JnfJgN (N©(A¤; J ; pC; ?)))

´
= arg maxJ2J AggrC2C ?®2pCfa®(j®(C))

Tabla 13.4: Soluciones nítidas (una vez eliminada la borrosidad) a las cuatro nuevas
cuestiones planteadas en referencia a los actos de elección entre as-
pirantes y puestos de trabajo, considerando cercanías y lejanías. Los
operadores N© y F© son indicadores de cercanía y lejanía, respectiva-
mente, entre conjuntos ©-borrosos, ? y ¦ son conectivas de lógica bor-
rosa y Aggr : [0; 1]£[0; 1]! [0; 1] es una operación de agregación —cfr.
supra Def. 69.
— Fuente: Elaboración propia.
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Quizás la única consideración es que en las cuestiones A0 y C0, parece en principio más apropiado usar
una conorma triangular como operación de agregación, ya que entonces, se exigirá mayores valores para las
cuali…caciones necesarias para los puestos de trabajo. En los casos B0 y D0, podríamos usar una norma
triangular, pues de este modo, reduciríamos la aptitud global del candidato. No obstante, cualquier otra
elección para la operación de agregación actuará como compensadora entre las situaciones límites comentadas
—cfr. §6.3.

13.3.2 Indicadores de doble cercanía y doble lejanía entre ©-borrosos

Sea P1;1(A [ J ) la colección de todos los subconjuntos binarios de A [ J , en los que un elemento es un
aspirante y el otro un puesto ofertado. Un indicador de doble cercanía entre A y J , es cualquier aplicación
N}© : P1;1(A[ J )! [0; 1]:

N}©(fA; Jg; pC; ?) = N©(A; J ; pC; ?)}N©(J;A; pC; ?) (13.1)

donde N© es un indicador de cercanía entre subconjuntos ©-borrosos y ? y } son conectivas borrosas.
Si } es una norma triangular T en el intervalo h<diferente>,<semejante>i, concede mayor importancia

a la no semejanza, pues T (<diferente>; ¢) =<diferente>), mientras que una conorma triangular TC destaca la
semejanza, ya que TC(<semejante>; ¢) =<semejante>).
Un indicador de doble lejanía entre los per…les de un aspirante A y de un puesto de trabajo J , es

cualquier aplicación F±© : P1;1(A[ J )! [0; 1]:

F±©(fA; Jg; pC; ?) = F©(A; J ; pC; ?) ± F©(J;A; pC; ?) (13.2)

donde F© es un indicador de lejanía entre subconjuntos ©-borrosos y ? y ± son conectivas borrosas.
Observemos que el comportamiento de ± es opuesto al de la correspondiente conectiva, }, en el caso de los

indicadores de cercanía. Si ± es una norma triangular T en el intervalo h<semejante>,<diferente>i, entonces,
concede mayor importancia a la semejanza, pues T (<semejante>; ¢) =<semejante>, mientras que una conorma
triangular destaca la no semejanza, pues TC(<diferente>; ¢) =<diferente>).
Teniendo en cuenta todos los puestos J¤ en J nfJg, calculamos un indicador de doble lejanía global

entre A y todos los J¤, usando una operación de agregación, F±© : P1;1(A[ J )! [0; 1]:

F±©(fA; Jg; pC; ?) = Aggr
J¤2JnfJg

(F©(A; J
¤; pC; ?) ± F©(J¤; A; pC; ?)) (13.3)

donde F© es un indicador de lejanía entre subconjuntos ©-borrosos, y ? y ± son conectivas borrosas.

13.3.3 «Plegado» de las cuestiones

El objetivo …nal en las cuestiones A0 y B0 es elegir un aspirante; en las cuestiones C0 y D0, elegir un puesto.
Como el tratamiento es similar, pensemos, por ejemplo, en esta última situación. Podemos fusionar (en cierta
manera, «plegar» nuestros razonamientos) bJÁA y bJÂA —cfr. Tabla 13.4—, originando el subconjunto borroso
de J :

JA =
X

J2J
¡
N}©(fA; Jg; pC; ?) ¦ F±©(fA; Jg; pC ; ?)

¢
ÁJ (13.4)

donde N}© y F±© están de…nidas, respectivamente, por las Ecs. (13.1) y (13.3). Observemos que JA, no sólo
fusiona JÁA y JÂA, nuestros razonamientos, sino también los pensamientos de LudwigWittgenstein, Lot… A.
Zadeh, y Eleanor Rosch (Heider) y Mervis.

Dado un aspirante A 2 A, y como el conjunto de valores RanJA = fJA(J) : J 2 J g ½ [0; 1] está totalmente
ordenado, entonces proponemos eliminar la borrosidad de JA en la forma:

bJA = argmax
J2J

JA(J) (13.5)

lo que, en nuestra opinión, implica obtener el puesto de trabajo más relevante y adecuado para el candidato A.
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Observación 261 (Un problema bi-objetivo) Observemos que, en vez del subconjunto borroso (13.4), po-
dríamos argumentar que en realidad tenemos el subconjunto [0; 1]2-borroso2 de J :

ÄJA =
X

J2J
¡
N}©(fA; Jg; pC; ?);F±©(fA; Jg; pC; ?)

¢
ÁJ (13.6)

De este modo, estamos ante una situación bi-objetivo. En este marco de trabajo, [0; 1] £ [0; 1] es el espacio
de criterios, J 2 F(S) son las variables de decisión; F©(S) es el espacio de decisión, J es el conjunto de
alternativas factibles, y N}©(sA; sJ ) £ F±©(sA; sJ ) es el conjunto de resultados factibles. Recordemos que una
solución J se dice que es e…ciente (no dominada u óptima en el sentido de Pareto— para este problema
bi-objetivo, precisamente si no existe ningún J 0 2 J tal que satisfaga alguna de las siguientes a…rmaciones:

N}©(A; J) · N}©(A; J 0) ^ F±©(A; J) < F
±
©(A; J

0) (13.7)

N}©(A; J) < N
}
©(A; J

0) ^ F±©(A; J) · F±©(A; J 0) (13.8)

N}©(A; J) < N
}
©(A; J

0) ^ F±©(A; J) < F
±
©(A; J

0) (13.9)

Queremos obtener el puesto JBOP que maximice los dos objetivos a la vez:

JBOP = argmax
J2J

fN}©(fA; Jg; pC; ?);F±©(fA; Jg; pC; ?)g (13.10)

Si realmente perseguimos maximizar conjuntamente ambos objetivos, entonces, parece del todo razonable usar
una t-norma T para representar tal conjunción. Así, (13.10) se transforma en un problema de un objetivo
simple (SOP):

JT¡SOP = argmax
J2J

T (N}©(fA; Jg; pC; ?);F±©(fA; Jg; pC; ?)) (13.11)

El problema ahora reside en que la solución depende de la t-norma elegida T 0. Finalmente, usamos como
operación de agregración en (13.19) y (13.3) una simple media, aunque los pesos, que asignan diferentes rele-
vancias a los referentes, también pueden considerarse.

Diferente habría sido que, por ejemplo, hubiésemos querido condicionar la satisfacción del objetivo de lejanía
a la del objetivo de cercanía. En este caso, y recordando la expresión de la puntuación unitaria (unit score)
de Ronald R. Yager —cfr. Ec. 8.3— y la de la inclusión de Isabelle Bloch —cfr. Ec. 4.81—, podríamos,
por ejemplo, usar un esquema lógico de implicación (p ! q), en cuyo caso, introduciendo borrosidad de una
manera natural, tendríamos, que la Ec. 13.4 queda:

JA =
X

J2J TC
¡N (N}©(fA; Jg; pC; ?));F±©(fA;Jg; pC ; ?)¢ÁJ (13.12)

lo que expresaría el grado en el que el concepto de lejanía global se in…ere a partir del concepto de cercanía
local.

Diferente también habría sido que, por ejemplo, hubiésemos querido expresar que la satisfacción de ambos
objetivos no están correlacionados. Inspirados, de nuevo, en la expresión de la puntuación unitaria (unit score)
de Yager y en la de la inclusión de Bloch, podríamos, precisamente, usar : (p! q). Es decir, que dados
dos conjuntos A y B, y dado A 2 A, encontrar el B 2 B más afín a A 2 A, signi…ca encontrar el B 2 B más
cercano a A 2 A, y que a la vez, sea el más lejano con respecto a todos los A0 2 AnfAg, pero teniendo en
cuenta que no es cierto que ocurra que el haber encontrado el B 2 B más cercano a A 2 A implique que B sea
precisamente, el que posee una mayor lejanía con respecto a todos los A0 2 AnfAg. Por ejemplo, la Ec. 13.4
podría quedar:

JA =
X

J2J T
¡
N}©(fA; Jg; pC; ?);N (F±©(fA; Jg; pC; ?))

¢
ÁJ (13.13)

Observación 262 Todo lo dicho para un modelo de elección, pensando en elegir un candidato o un puesto,
es posible extenderlo a los que se conocen como modelos de clasi…cación, por ejemplo, cuando existen
varias ofertas de trabajo por candidato y varios candidatos por oferta. Lógicamente, un modelo de elección
«unitario» no garantiza la utilización plena de los talentos que la sociedad puede ofrecer —cfr. Chiavenato
[852]; Uhrbrock [1297].

2Sea U un universo no vacío de discurso. La función de pertenencia de un subconjunto [0;1]2-borroso A, es cualquier
aplicación de U en [0; 1]2, o sea, que para cualquier referente u 2 U , A(u) es un par ordenado de elementos de [0; 1] —cfr.
Kaufmann y Gil Aluja [412] (pp. 179-184)—. (Obsérvense las diferencias con los subconjuntos de tipo 2 y con los subconjuntos
©-borrosos).
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13.3.4 Per…les como subconjuntos ©-borrosos de tipo 2:
Cali…cación con intervalos lingüísticos

A veces, resulta muy difícil asignar un valor lingüístico concreto de una escala a nuestra opinión. Por ejemplo,
seguro que más de una vez, en referencia a una habilidad o competencia concreta, diremos de un candidato que
lo posee en un grado entre alto y muy alto, sin saber precisar ninguno de ambos3. Entonces, ¿por qué no usar
el intervalo lingüístico halto, muy altoi?

Tradicionalmente, una de las soluciones ha sido realizar un sobreetiquetado, utilizando valores lingüísticos
intermedios de…nidos ad hoc; claro que la consecuencia inmediata es que el lenguaje resultante es poco natural
—cfr. Godó [1298]; Olivas y Sobrino [1299]—. Estos últimos autores proponen un sobreetiquetado que
participe de una mayor naturalidad en el lenguaje. Limitan a tres las posibles supervaloraciones borrosas:
bueno, regular y malo. Si alto es una etiqueta del primer nivel, este procedimiento generaría etiquetas indirectas
en el segundo nivel, tales como regular (entre los) alto(s).

Nuestra propuesta es utilizar «intervalos lingüísticos», esto es, intervalos cuyos extremos sean etiquetas
lingüísticas. Lo que subyace es que si no sabemos clasi…car el grado de destreza de un candidato, si bien
como notable, si bien como sobresaliente, no debemos preocuparnos. Expresemos el grado de destreza de dicho
candidato en cuanto a la habilidad en cuestión como el intervalo lingüístico

hnotable, sobresalientei
lo cual corresponde a la expresión coloquial:

«está entre el notable y el sobresaliente»

signi…cando con ello nuestra incapacidad para decidirnos, nuestra indeterminación (aunque en la práctica, los
seres humanos deciden: no existe el perpetuum dubium).

En el escenario de elección de personal y puestos de trabajo en el que estamos inmersos, describiremos los
per…les de los aspirantes y de los puestos mediante subconjuntos ©-borrosos de tipo 2.

Basándonos en la de…nición de subconjuntos borrosos de tipo 2 —cfr. Mizumoto y Tanaka [434]—,
proponemos, a continuación, la de…nición de subconjunto ©-borroso de tipo 2.

De…nición 263 Un subconjunto ©-borroso de tipo 2, A, de un universo de discurso no vacío U, se carac-
teriza por una función de pertenencia ©-borrosa A : U ! [0; 1][0;1]£ [0; 1][0;1] (donde Y X indica, como es usual,
el conjunto de funciones de X en Y ). Para todo u 2 U, los valores A(u) 2 F([0; 1])£F([0; 1]) los denominamos
grados ©-borrosos:

A(u) = (A(u); A(u)) (13.14)

=

ÃZ
[0;1]

A(u)(x)Áx;
Z
[0;1]

A(u)(x)Áx

!

con A(u); A(u) 2 [0; 1][0;1] las funciones inferior y superior de pertenencia para el grado ©-borroso A(u).

Si, por ejemplo, A representa el per…l de un candidato, entonces, estas funciones A(u) y A(u) indican las
estimaciones (borrosas) de las cotas inferior y superior del rango de destreza asignado por el decisor a la ca-
pacidad requerida u para el candidato A. Esto re‡eja la situación natural en la que indicamos esos rangos
lingüísticamente. En nuestro caso concreto, supongamos que A(u) y A(u) toman valores del conjunto de
términos:

L([0; 1]) = fninguna, escasa, mejorable, normal, notable, sobresaliente, óptimag (13.15)

La situación más frecuente es que estos valores no sean precisos. Esta es la razón por la que los representamos
por subconjuntos ©-borrosos de tipo 2. En general, existen varios expertos o escenarios de expertos. Los valores
lingüísticos, particularmente las formas de sus funciones de pertenencia, son estimadas a partir del conocimiento
de esos expertos o escenarios, comunidades, grupos o equipos de expertos. Los subconjuntos ©-borrosos de tipo
2 nos ayudan a representar esta incertidumbre. La extensión a subconjuntos de mayor tipo, ya sean borrosos
o ©-borrosos es casi inmediata, pero carece de interés, tanto por su complejidad computacional, como por su
menor grado de representatividad de la realidad, al menos a nuestro parecer y para nuestros propósitos.

3 En nuestra experiencia docente también sucede. ¿Cuál es la cali…cación de un alumno, notable, o sobresaliente, o quizás notable
alto, o notable muy alto, o notable extraordinariamente alto? Si esto produce sonrisas en el lector, por favor, vuelva a la página 155,
donde criticamos el uso de engendros como 7; 734 para cali…car lo aprendido.
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Ejemplo 264 Dados un aspirante A y una cualidad C, un ejemplo de rango de destreza prototípico estimado
o asignado por un centro experto o decisor al aspirante A, en relación a C, podría ser el subconjunto ©-borroso
de tipo 2:

A(C) = (A(C); A(C))

= [mejorable, normal] (13.16)

donde, recordemos, mejorable y normal son etiquetas lingüísticas, modelizadas como subconjuntos borrosos. O
sea, que el per…l ©-borroso de tipo 2, de un aspirante bien pudiera ser:

A = mejorableÁC1 + [notable, sobresaliente]ÁC2 + [normal, notable]ÁC3 + :::+ normalÁCn (13.17)

13.3.5 Indicadores de cercanía y lejanía entre subconjuntos ©-borrosos de tipo 2

Dados A; J 2 F(2© (C), de…nimos un indicador de cercanía, agregando todas las cercanías locales evaluadas en cada
cualidad C 2 C. Para cualquier cualidad C, debemos evaluar la cercanía entre dos conjuntos ©-borrosos. De este
modo, siendo Aggr : [0; 1] £ [0; 1] ! [0; 1] una operación de agregación —cfr. Def. 69—, entonces, un indicador
de cercanía entre conjuntos ©-borrosos de tipo 2, parece ser cualquier aplicación N

(2
© : F

(2
© (C) £ F(2© (C) ! [0; 1],

de la forma:

N
(2
© (J;A; pC; ?) = Aggr

C2C
N©(J(C); A(C); pC ; ?) (13.18)

donde N© es un indicador de cercanía entre subconjuntos borrosos —cfr. §12.12—. La situación es similar para
los indicadores de lejanía, al igual que las demás propuestas. Por ejemplo, una posible respuesta a la cuestión
C, bajo esta aproximación basada en subconjuntos ©-borrosos de tipo 2, es el subconjunto borroso de J :

JÁA =
X

J2J

³
N
(2
© (J;A; pC; ?) ¦ (AggrJ¤2JnfJg F

(2
© (J¤; A; pC; ?)))

´
ÁJ (13.19)

donde N
(2
© y F

(2
© son, respectivamente, indicadores de cercanía y lejanía, entre subconjuntos ©-borrosos de tipo

2 —cfr. v. gr. supra Ec. 13.18—, ? y ¦ son conectivas borrosas y Aggr : [0; 1] £ [0; 1] ! [0; 1] es una operación
de agregación.

Las ecuaciones (13.1), (13.3) y (13.4) se transforman en:

N
}(2
© (fA;Jg; pC ; ?) = N

(2
© (A; J ; pC; ?)}N

(2
© (J;A; pC; ?) (13.20)

= Aggr
C2C

N©(fJ(C);A(C)g; pC; ?)}Aggr
C2C

N©(fA(C); J(C)g; pC ; ?) (13.21)

F
±(2
© (fA;Jg; pC ; ?) = Aggr

J¤2JnfJg

³
F
(2
© (A;J¤; pC; ?) ± F

(2
© (J¤; A; pC; ?)

´
(13.22)

JA =
X

J2J

³
N
}(2
© (fA;Jg; pC ; ?) ¦ F

±(2
© (fA; Jg; pC; ?)

´
ÁJ (13.23)

donde N
(2
© y F

(2
© son, respectivamente, indicadores de cercanía y lejanía, entre subconjuntos ©-borrosos de tipo

2 —cfr. v. gr. supra Ec. 13.18—, ?, }, ± y ¦ son conectivas borrosas y Aggr : [0; 1] £ [0; 1] ! [0; 1] es una
operación de agregación.

13.3.6 ¿Y si Aggr no es distributiva respecto de } ó ±?
Una operación de agregación —cfr. supra Def. 69— no tiene por qué ser distributiva respecto de una conectiva.
O sea, si ® es una conectiva borrosa, puede que no sea cierto:

Aggr
x2X

(f(x) ® g(x)) =

µ
Aggr
x2X

f(x)

¶
®
µ

Aggr
x2X

g(x)

¶
(13.24)

Este hecho afectaría a la génesis de las ecuaciones (13.20) y (13.22).

Si Aggr no es distributivo respecto de }, entonces, podemos usar el indicador de doble cercanía propuesto
previamente (13.1) para de…nir N

}(2
© como:

N
}(2
© (fA; Jg; pC; ?) = Aggr

C2C
N?©(fA(C); J(C)g; pC ; ?)

= Aggr
C2C

(N©(A(C); J(C); pC ; ?)}N©(J(C); A(C); pC ; ?)) (13.25)
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solución, que al no ser Aggr distributiva respecto de }, no tiene por qué coincidir con (13.20).

Una aproximación análoga es válida para el indicador de doble lejanía. Si Aggr no es distributiva respecto
de ±, entonces, podemos usar el indicador de doble lejanía entre subconjuntos ©-borrosos, propuesto en la Ec.
(13.2), para de…nir F

±(2
© como:

F
±(2
© (fA; Jg; pC; ?) = Aggr

C2C
F±©(fA(C); J(C)g; pC ; ?) (13.26)

= Aggr
C2C

(F©(A(C); J(C); pC ; ?) ± F©(J(C); A(C); pC ; ?))

solución, que al no ser Aggr distributivo respecto de ±, puede no ser la misma que la recogida en la Ec. (13.22).

El punto de vista como un problema bi-objetivo —cfr. supra Obs. 261— también es válido en este caso,
reemplazando F?© y M?

© por F
?(2
© y M

?(2
© , en el conjunto de ecuaciones (13.6)¡(13.11).

13.4 Ejemplo ilustrativo:
Diagnosis y prognosis médica sintomática

Veamos otro ejemplo de escenario: la diagnosis y la prognosis médica sintomática. Quizás fueraAlbin [1300]
uno de los primeros en demostrar la utilidad de la teoría de conjuntos borrosos en los procesos de diagnosis
médica. La idea de utilizar técnicas de análisis borroso de agrupamientos en el proceso de diagnosis médica
tiene sus orígenes en los trabajos de Fordon y Bezdek [1301] y Esogbue y Elder [1302, 1303, 1304] —cfr.
Klir y Yuan [46].

Ahora bien, ninguno de ellos considera el ajuste al rango de severidad prototipo de un síntoma para una
enfermedad determinada, existiendo casos totalmente diferentes en los que atribuyen la misma disimilitud local
en el síntoma.

En aquellas enfermedades, para las que no existe un conjunto de marcadores diagnósticos biológicos de…ni-
tivos, con frecuencia es necesario recurrir al uso de cuestionarios. La idea de aplicar la teoría de conjuntos
borrosos al estudio de cuestionarios tiene sus antecedentes en los trabajos de Bernadette Bouchon [1305] y
Herman Akdag y Bernadette Bouchon [1306]. En concreto, se basan en la noción clásica de cuestionario,
como estructura arborescente o de tipo reticular, introducida por Claude Francois Picard en 1965 [1307] (por
ejemplo, un miembro de la población en estudio se describe mediante un camino que va desde la raíz hasta un
vértice terminal).

En el caso, por ejemplo, de las demencias, es fundamental, sobre todo en atención primaria, una exploración
neuropsicológica, con el …n de poder evaluar el declive del rendimiento cognitivo de un sujeto, utilizando, por
ejemplo, escalas cognitivas. En este proceso es esencial el papel de los informadores, individuos próximos al
paciente, quienes mediante una o más entrevistas, ayudan a establecer la cronología y evolución de dicho declive.
Las escalas cognitivas más empleadas en atención primaria son —cfr. Monteserín [1308]—: el MMSE (Mini-
Mental State Examination) de Folstein, Folstein y McHugh [1309] —cfr. Tabla 13.5 (pág. 378)—, el
SPMS (Short Portable Mental State Questionnaire), introducido por Pfeiffer [1310] y el Set-test de Isaacs
y Akhtar [1311], y dos tipos de entrevistas con informadores, la escala de demencia de Blessed, Tomlinson
y Roth [1312], y el IQCODE (Informant Questionnaire on Cognitive Decline in the Elderly) —cfr. Tabla
13.1 (pág. 380)—, propuesto por Jorm, Scott y Jacomb [1313]. De este último existe una versión española
abreviada de17 cuestiones —cfr. Morales, González-Montalvo, Bermejo y Del Ser [1314]—, que ha
demostrado su utilidad, combinado con el MMSE, en la detección de los pacientes con demencia —cfr. Del
Ser, Morales, Barquero, Cantón y Bermejo [1315]—. Por sí solo, el IQCODE es más e…caz que el
MMSE —cfr. Jorm y Jacomb [1316].

Con el único ánimo de poner otro ejemplo, podemos pensar, igual que en la diagnosis, en la prognosis. La
Tabla 13.6 muestra una relación de factores de riesgo en relación con el cáncer de mama. Los que aparecen en
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MMSE
Orientación
... ¿Qué año-estación-fecha-día-mes es? 5
... ¿Dónde estamos? (estado-país-ciudad-hospital-piso) 5
Memoria inmediata
... Repetir 3 nombres («árbol», «puente», «farol») 3
... Repetirlos de nuevo hasta que aprenda los tres nombres
... y anotar el número de ensayos.
Atención y cálculo
... Restar 7 a partir de 100, 5 veces consecutivas 5
... Alternativa: deletrear «mundo» de atrás adelante
Recuerdo diferido
... Repetir los tres nombres aprendidos antes 3
Lenguaje y construcción
... Nombrar un lápiz y un reloj mostrados 2
... Repetir la frase: «Ni sí, ni no, ni peros» 1
... Realizar correctamente las tres órdenes siguientes: «Coja este papel

con la mano derecha, dóblelo por la mitad y póngalo en el suelo» 3
... Leer y ejecutar la frase: «Cierre los ojos» 1
... Escribir una frase con sujeto y predicado 1
... Copiar el dibujo de dos pentágonos 1
Puntuación total

Tabla 13.5: Escala cognitiva MMSE ()Minimental State Examination) de Fol-
stein, Folstein y McHugh [1309]. Aunque la validez del MMSE
se considera buena —cfr. Monteserín [1308]—, tiene inconvenientes,
como la sobrevaloración de los elementos del lenguaje, la pérdida de la
función de reconocimiento en las pruebas de memoria, la escasa sen-
sibilidad en los dé…cit más leves, la in‡uencia de la inteligencia pre-
mórbida, los posibles dé…cit sensoriales del paciente y, sobre todo, el
nivel socioeducativo del mismo —cfr. Monteserín [1308]—. Existe
una versión modi…cada y validada en España, de Lobo, Ezquerra y
Gómez [1317].
— Fuente: Monteserín [1308].
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Riesgo alto Riesgo bajo Riesgo relativo
Factor de riesgo (razón de posibilidades)

Edad: Mayor Joven > 4:0
País de nacimiento: Norteamérica, Asia, África > 4:0

Europa del Norte
Clase socioeconómica: Alta Baja 2:0 ¡ 4:0

Estado civil: Soltera Casada 1:1 ¡ 1:9
Residencia: Urbana Rural 1:1 ¡ 1:9

Nuliparidad (0 hijos): Sí No 1:1 ¡ 1:9
Edad del primer embarazo a término: ¸ 30 años < 20 años 2:0 ¡ 4:0

Ooforectomía premenopáusica: No Sí 2:0 ¡ 4:0
Edad de la menopausia: Tardía Temprana 1:1 ¡ 1:9
Edad de la menarquia: Temprana Tardía 1:1 ¡ 1:9
Peso postmenopáusico: Gruesa Delgada 1:1 ¡ 1:9

Antecedente de cáncer de mama (1 mama): Sí No 2:0 ¡ 4:0
Antecedente de enfermedad proliferativa benigna: Sí No 2:0 ¡ 4:0

Cáncer previo (ovario o endometrio): Sí No 1:1 ¡ 1:9
Antecedente familiar (primer grado): Sí No 2:0 ¡ 4:0

Antecedente familiar (madre o hermana): Sí No > 4:0
Exposición del tórax-mama a radiaciones: Grandes dosis Mínimas 2:0 ¡ 4:0

Patrones de mamografía: Parénquima Parénquima 2:0 ¡ 4:0
displásico normal

Tabla 13.6: Factores de riesgo del cáncer de mama. El riesgo relativo se mide
mediante la razón de posibilidades (odds ratio). La imagen muestra un
mamógrafo.
— Fuente: Yaffe, Byng y Boyd [1318], que la adaptan de Kelsey y
textscGammon [1319] —cfr. v. gr.Lazcano-Ponce, Tovar-Guzmán,
Alonso de Ruiz, Romieu y López-Carrillo [1320].
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Escala cognitiva IQCODEEscala cognitiva IQCODEEscala cognitiva IQCODEEscala cognitiva IQCODE    
RECUERDE, POR FAVOR, cómo era el paciente hace 10 años y compárelo con el que es en este momento. Conteste si 
ha habido algún cambio a lo largo de estos años en la capacidad del paciente en todos los aspectos que le preguntamos 
seguidamente. Puntuación: 

(1) Ha mejorado mucho 
(2) Ha mejorado un poco 
(3) Casi sin cambios 
(4) Ha empeorado un poco 
(5) Ha empeoradomucho 

1. Capacidad para reconocer las caras de las personas más allegadas (parientes, amigos). 
2. Capacidad para recordar los nombres de estas mismas personas. 
3. Recordar las cosas de estas personas (dónde viven, de qué viven, qué día es su aniversario). 
4. Recordarcosasquehan sucedido recientemente,enlos últimos2 o 3 meses(noticias, cosas propias o de sus 

familiares). 
5. Recordar de qué se habló en una conversación mantenida unos días antes. 
6. Olvidar lo que se ha dicho unos minutos antes, pararse un la mitad de una frase y no saber qué iba a decir, 

repetir lo que ha dicho un rato antes. 
7. Recordar su propia dirección o su número de teléfono. 
8. Recordar la fecha en que vive. 
9. Conocer el lugar exacto de los armarios de su casa y dónde se guardan las cosas. 
10. Saber dónde se coloca una cosa que se ha encontrado fuera de su lugar. 
11. Adaptarse a la situación cuando su rutina se ve alterada (ir de visita, en alguna celebración, ir de vacaciones). 
12. Saber hacer funcionar los diferentes aparatos de la casa (teléfono, lavadora, maquinilla de afeitar). 
13. Capacidad para aprender a hacer funcionar un aparato nuevo (lavadora, radio). 
14. Recordar las cosas que han sucedido recientemente (en general). 
15. Aprender cosas nuevas. 
16. Capacidad para recordar cosas que sucedieron o que aprendió cuando era joven. 
17. Comprender el signi…cado de palabras poco usuales (del periódico, televisión, conver-saciones). 
18. Entender artículos de los periódicos o revistas en los que está interesado. 
19. Seguir una historia en un libro, la prensa, el cine, la radio o la televisión. 
20. Redactar cartas a parientes o amigos o cartas de negocios. 
21. Recordar fechas y hechos históricos del pasado (guerra civil, república, segunda guerra mundial, Vietnam, 

constitución, 23F). 
22. Tomar decisiones en cuestiones cotidianas (qué traje ponerse, qué comida preparar) y en asuntos a más largo 

plazo (dónde ir de vacaciones o invertir dinero). 
23. Manejar los asuntos …nancieros (cobrar la pensión, pagar la renta o los impuestos, tratar con el banco). 
24. Manejar el dinero de la compra (cuánto dinero hay que dar, calcular el cambio). 
25. Manejar otros problemas aritméticos cotidianos (tiempo entre visitas de los familiares, cuánta comida comprar 

y preparar especialmente si hay invitados). 
26. ¿Cree que su inteligencia (en general) ha cambiado algo durante los últimos 10 años? 

 

Figura 13.1: Escala cognitiva IQCODE. Sopesa diferentes aspectos de la inteligencia
y de la memoria en los últimos 10 años. En el resultado apenas in‡uyen
ciertas variables como la edad, nivel educativo e inteligencia previa del
sujeto.
— Fuente: Monteserín [1308].

la tabla pueden verse como per…les teóricos, como prototipos. Pueden representarse por conjuntos borrosos de
tipo 2 (hay referentes lingüísticos vagos: alta, baja, tardía, temprana, etc.)

Lo cierto es que no hay una diferencia signi…cativa entre este escenario y el de elección de personal y
puestos, que acabamos de analizar. Ahora, el conjunto de alternativas es D, un conjunto …nito de posibles
dolencias o enfermedades, y el conjunto de criterios es S, un conjunto …nito de síntomas. Supongamos que
las enfermedades que nos interesan pueden ser identi…cadas examinando en los pacientes, los síntomas de S,
el universo de discurso no vacío y …nito. Supongamos que, en base a nuestra experiencia, somos capaces de
describir cada enfermedad D 2 D (los prototipos) mediante un subconjunto ©-borroso D de tipo 2 de S. D es
una aplicación D : S ! [0; 1][0;1] £ [0; 1][0;1], cuyos grados ©-borrosos D(s) 2 F([0; 1]) £ F([0; 1]), son:

D(s) = (D(s);D(s))

=

ÃZ
[0;1]

D(s)(x)Áx;
Z
[0;1]

D(s)(x)Áx

!

donde D(s) y D(s), las funciones de pertenencia inferior y superior para el grado ©-borroso D(s), indican los
estimadores de las cotas inferior y superior para el rango de severidad asociado con la presencia del síntoma s
en un paciente con la enfermedad D. Esto, qué duda cabe, re‡eja la situación natural en la que indicamos esos
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rangos lingüísticamente. Podríamos, por ejemplo, elegir el siguiente conjunto de términos donde valorar D(s)

y D(s):

L([0; 1]) = fausente, muy suave, suave, moderado, intenso, muy intenso, severog (13.27)

Imaginemos, como ejemplo, que dada una enfermedad D 2 D y un síntoma s 2 S, el rango de severidad
prototípico estimado para el síntoma s, con respecto a la enfermedad D, viene dado por el siguiente rango:

D(s) = (D(s);D(s)) = (suave, moderado)

De una manera similar, supongamos que los síntomas que muestra un paciente P pueden describirse mediante
un subconjunto ©-borroso P de tipo 2 de S, siendo P una aplicación P : S ! [0; 1][0;1]£ [0; 1][0;1], cuyos grados
©-borrosos P (s) 2 F([0; 1]) £ F([0; 1]) son:

P (s) = (P (s); P (s))

=

ÃZ
[0;1]

P (s)(x)Áx;
Z
[0;1]

P (s)(x)Áx

!

donde P (s) y P (s), las funciones de pertenencia inferior y superior para el grado ©-borroso P (s), indican los
estimadores de las cotas inferior y superior para el rango de severidad asignado por el experto para el síntoma
s en el paciente P . Como anteriormente, P (s); P (s) 2 L([0; 1]). Un ejemplo para un síntoma dado s 2 S, bien
pudiera ser:

P (s) = (P (s); P (s)) = (moderado, intenso)

Pongámonos en una situación de elección bajo este escenario. Tomemos como ejemplar un cierto paciente
P (en realidad, el síndrome que presenta) y como prototipos las posibles enfermedades que puede padecer. En
este contexto de diagnóstico médico, las cuestiones A;A0; B;B0 y D0 carecen de signi…cado; sólo podremos
tener en cuenta las cuestiones C;C0 y D:

² Cuestión C: ¿Cuál es la enfermedad bDÁP , de cuyo per…l sintomático, el síndrome que presenta el
paciente P , es el más cercano?

² Cuestión C0: ¿Cuál es la enfermedad bDÁP , a cuyo per…l sintomático, se acerca más el síndrome que
presenta el paciente P , pero que a la vez, este último es el más lejano, respecto de los per…les sintomáticos
del resto de enfermedades de D?

² Cuestión D0: ¿Cuál es la enfermedad bDÂP , cuyo per…l sintomático, es el más cercano al síndrome
presentado por el paciente P?

Es decir, parece que la cuestión C0 se convierte en central en este caso. Que los médicos no piensen sólamente
en una única condición de búsqueda para localizar la posible enfermedad que pueda padecer un paciente, a saber,
aquella enfermedad D, a cuyo per…l sintomático, se acerca más el síndrome presentado por el paciente, sino
que piensen también en que a la vez que maximiza el acercamiento al per…l sintomático de D, maximice la
lejanía respecto de los per…les sintomáticos del resto de enfermedades de D (en la práctica, D es el conjunto de
enfermedades en la que el médico es un «experto», es decir, que conoce su cuadro de síntomas).

Como conjunto de términos bien pudiera ser L([0; 1]), mostrado anteriormente. Las conectivas lógicas que
podríamos usar —cfr. supra Ec. 13.4— son:

i) ? y ±, t-conormas, de forma que demos más importancia a la similitud, a la similaridad, al parecido, en
el proceso de cercanía y a la disimilitud, a la disimilaridad, a la distinción, en el proceso de lejanía;

ii) ¦, una t-norma, de manera que plasme el sentido de que al …nal lo que nos interesa es conocer una
enfermedad D = D̂P —cfr. supra Ec. 13.5—, maximizando al mismo tiempo el indicador de doble
cercanía entre P y D y el indicador de doble lejanía entre P y D¤, para aquellas enfermedades D¤

diferentes de D, y conocidas por el médico.
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13.5 Ejemplo ilustrativo:
Comparación de imágenes digitales (bis)

En el marco del procesamiento de imágenes, una imagen binaria n-dimensional se de…ne habitualmente mediante
una función parcial de Rn en [0; 1], atribuyendo a 0 el signi…cado de color negro y a 1 el de blanco —cfr.
Nachtegael y Kerre [556] (p. 3)—. El rango completo de grises se representa entonces por el intervalo
[0; 1], de manera que una imagen n-dimensional en escala de grises no es otra cosa que una función A : DA ½
Rn ! [0; 1], donde DA es un subconjunto …nito de Rn.

Los métodos de trabajo en procesamiento de imágenes son esencialmente dos, según estén relacionados con
el dominio de la frecuencia —cfr. González y Woods [816] (pp. 164ss.)— o con el dominio espacial —cfr.
González y Woods [816] (pp. 162ss.)—. Los primeros utilizan la transformada de Fourier de una imagen,
mientras que los segundos usan la propia imagen. Nos centraremos en estos segundos, en los métodos que se
basan en el dominio espacial.

Algunos métodos borrosos de procesamiento de imágenes no consideran la imagen como un conjunto borroso,
sino que trasforman la imagen en un conjunto borroso —cfr. Pal y King [1321]—. Por ejemplo, la imagen
original A se transforma en —cfr. Klir y Yuan [46] (p. 375):

~A(x) =

Ã
1 +

b̂¡A(x)

¯

!¡°
(13.28)

donde b̂ 2 [0; bmax] es una constante de referencia que de…ne el grado de brillo para el que A(x) = 1, y ¯ y °
son parámetros positivos, y cuyos valores dependen de las operaciones que serán aplicadas a la imagen.

No obstante, cualquier imagen A puede verse como un conjunto de pixels, cada uno de los cuales veri…ca la
propiedad «ser blanco». Dado un pixel x, podemos interpretar un valor A(x) de gris, como el grado en el que
la a…rmación «x es blanco» es verdadera. De este modo, podemos describir cualquier imagen de grises mediante
un conjunto borroso. Podemos así comparar imágenes utilizando, por ejemplo, disimilitudes, disimilaridades,
distinciones, lejanías o similitudes, similaridades, etc., entre conjuntos borrosos.

Debemos notar que el uso de los ®-cortes corresponde a la aproximación por umbralización —cfr.
González y Woods [816] (threshold approximation, pp. 443ss.) en el marco del procesamiento de imágenes.
Cualquier imagen n-dimensional A en escala de grises, puede ser descrita a partir de la familia completa de sus
posibles umbralizaciones. Por ello, A es el conjunto borroso:

(®A)®2]0;1] (13.29)

donde el ®-corte ®A, un conjunto nítido, representa la umbralización de grado ® de A. No incluimos 0A = Rn
debido a su carácter no informativo. Observemos también que el requisito de semi-continuidad superior de A,
8x0 2 Rn, 8" 2 R+, 9± 2 R+, 8x 2 Rn, (jx¡ x0j < ± =) A(x) < A(x0) + "), equivale al hecho de que todos
los ®-cortes (8® 2]0; 1]) sean subconjuntos cerrados de Rn.

Podemos comparar dos imágenes en escala de grises A;B 2 [0; 1]R
n

, a partir de las comparaciones locales
entre sus ®-cortes:

C(A;B) = Aggr
®2]0;1]

C(®A; ®B) (13.30)

donde Aggr : [0; 1] £ [0; 1] ! [0; 1] es una operación de agregación.

13.5.1 Imágenes en color

Establecido un modelo de color, por ejemplo el modelo RGB, puede pensarse de manera similar. El modelo
RGB es un sistema tricromático aditivo de color: cualquier color se obtiene como una amalgama aditiva de los
colores primitivos rojo, verde y azul —cfr. Hunt [1322]; Foley, Van Dam, Feiner y Hughes [1323]—. De
este modo, a todo pixel se le asocia una tripleta (r; g; b) que indica la intensidad de cada color. En este espacio
de color, una imagen puede verse como una tripleta de imágenes (AR; AG; AB), donde cada una es isomorfa a
una cierta imagen en escala de grises.

Podemos, por tanto, describir cualquier imagen RGB mediante una tripleta de conjuntos borrosos. El
cálculo de una medida de comparación entre dos de ellas, puede hacerse agregando las medidas de comparación
obtenidas para cada canal primitivo:

C(A;B) = Aggr
i2fR;G;Bg

C(Ai;Bi) (13.31)
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siendo Aggr : [0; 1] £ [0; 1] ! [0; 1] una operación de agregación.

Un razonamiento análogo también es válido para el modelo CMY (cian, magenta y amarillo) —cfr. Foley,
Van Dam, Feiner y Hughes [1323]—, usado principalmente en las industrias de la impresión y la fotografía.
Sus colores primitivos son los complementarios de rojo, verde y azul. En este sentido, CMY es substractivo.

13.5.2 Procesamiento borroso del color

Podemos imaginar asociado a cada pixel, no un valor de [0; 1], sino un subconjunto borroso de [0; 1]. Bajo este
supuesto, podemos describir una imagen mediante un subconjunto borroso de tipo 2.

Parece lógico que, con el objeto de reducir el tiempo de desarrollo de nuevas aplicaciones, deseemos que
nuestro sistema incorpore la posibilidad de de…nición automática de nuevos colores a partir de unos colores
primitivos predeterminados. Un modo de hacerlo es usar modi…cadores lingüísticos. Por ejemplo, si el modelo
de color es RGB, entonces, partiendo de las de…niciones primitivas de rojo (puro), verde (puro) y azul (puro),
podremos derivar de…niciones tales como:

rojo oscuro,
verde no demasiado claro, o
más o menos azul,

Parece pues que la meta fundamental sea de…nir los colores puros. Una propuesta se debe a Lars Hilde-
brand y Bernd Reusch [1324]. Ellos proponen trabajar en el modelo HSI (tono –hue–, saturación e intensidad)
—cfr. Foley, Van Dam, Feiner y Hughes [1323]—. Este modelo tridimensional puede reducirse a uno bidi-
mensional en dos casos: si trabajamos con colores puros y claros no consideramos la intensidad (modelo HS),
mientras que si trabajamos con colores puros, pero oscuros, no consideramos la saturación (modelo HI de color).
Es por ello que, bajo los modelos HS y HI, los colores se representan tridimensionalmente como conjuntos bor-
rosos, dentro de un sistema de coordenadas cilíndricas, donde la dimensión extra y, es el grado de pertenencia
—cfr. Hildebrand y Reusch [1324] (pp. 276ss.)

13.5.3 Propuesta de construcción de los arquetipos de colores primitivos

Supongamos que un atributo u toma valores del conjunto Vu. Denotemos mediante vu cualquiera de estos
valores. Sea u un atritbuto y C un color primitivo. Por ejemplo, si el modelo de color es RGB, U = fr; g; bg y
asumimos que el rango de valores está normalizado en [0; 1], o sea, que Vu = [0; 1], para todo u 2 U .

Denotemos mediante T(vu; C) un número que exprese lo típico que es el valor vu del atributo u —su
«tipicidad» (typicality), en el sentido de Zadeh [1283]—. Proponemos calcularlo mediante:

T(vu; C) = N?(vu) ¦ F±(vu) (13.32)

donde:

N?(vu; C) = Aggrc2C N(vu; c(u)) (13.33)

indica cuan cercano está el valor vu de la globalidad de valores que el atributo u toma en la clase C, y:

F±(vu; C) = Aggrc02C0
C0 6=C

F±(vu; c0(u)) (13.34)

indica cuan lejano está el valor vu de la globalidad de valores que el atributo u toma fuera de la clase C. Como
habitualmente, Aggr denota una operación de agregación.

De este modo, de…nimos el valor más típico del atributo u en la clase C como el conjunto borroso:

vu;C =

Z
vu2Vu

T(vu; C)Ávu (13.35)

del que obviamente puede eliminarse su borrosidad:

v̂u;C = arg max
vu2Vu

T(vu; C) (13.36)
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El arquetipo para un color primitivo C es el conjunto borroso de tipo 2:

u
(2
C =

Z
u2U

vu;CÁu (13.37)

o, si eliminamos la borrosidad de vu;C , el conjunto borroso ordinario:

uC =

Z
u2U

v̂u;CÁu (13.38)

De este modo, la generación de colores compuestos puede ser hecha automáticamente utilizando para ello
cualquier tipo de composición, por ejemplo, la composición sup-min.

13.6 Ejemplo ilustrativo:
Diagnosis y prognosis médicas por imagen

El trabajar junto a nuestro amigo y compañero tesinando, ValentínMasero, nos ha acercado al mundo de la
telemedicina, de la diagnosis y prognosis por imagen, tanto a la radiología convencional, a la tomografía
axial computerizada (o computadorizada) (TC), o a la resonancia magnética nuclear (RM). La imagen
radiológica convencional (analógica) muestra, en un solo plano, las diferencias de absorción de los rayos al
atravesar un cuerpo. La radiación empleada en los métodos tomográ…cos penetran los objetos desde diferentes
direcciones. No generan una imagen tridimensional, pero permiten la reconstrucción tridimensional del objeto
a partir de la información espacial obtenida en los movimientos de giro del tubo de rayos X —cfr. v. gr. Jähne
[1325](pp. 39ss, 239ss), Pomés Talló [1326]—. Esta imagen tridimensional del objeto se obtiene apilando los
cortes TC. La RM obtiene señales directamente de las estructuras del cuerpo, mediante un imán que orienta
los protones —cfr. v. gr. Pomés Talló [1327]—. A veces, en TC, el contraste entre el tejido tumoral y las
estructuras normales es extremedamente bajo; en estos casos ha dado buenos resultados combinar TC con RM
—cfr. v. gr. Thornton, Sandler, Ten Haken, McShan, Fraass, LaVigne y Yanke [1328], Van Herk
[1329] (pp. 520-521).

Como ejemplo, podemos pensar en buscar corpúsculos opacos como cálculos en los riñones o en la vesícula
biliar, (micro-)cal…cicaciones mamarias, o cuerpos extraños como un pequeño tornillo que haya podido ser
tragado. Suponemos que existen algunos signos destacados, de manera que, basándonos en ellos, somos capaces
de segmentar la área de la imagen que corresponda al cuerpo extraño. Este conjunto de señales depende de la
naturaleza del cuerpo extraño y pertenecen a nuestro conocimiento a priori. Decidir qué es una señal y qué no
lo es para un objeto concreto, corresponde a otros. «Ellos» deberán encontrar diversas reglas heurísticas que
deberán incorporarse al sistema.

Por tanto, estamos pensando en una base de conocimientos a priori. Diversas reglas como:

«los tornillos pueden ser de tamaño pequeño o mediano, pero en cualquier caso, poseen un alto
grado de contraste»

deben pertenecer a esta base de conocimientos. Algo inmediato es trabajar con ellas como reglas borrosas,
describiendo los términos lingüísticos mediante conjuntos borrosos.

Una vez superada la etapa de segmentación para todos los cortes TC, hemos identi…cado, en cada uno de
ellos, s, un conjunto Bs de áreas de interés (cuerpos posibles).

Si nuestro interés reside en la reconstrucción tridimensional de los diferentes cuerpos a partir
del conjunto de cortes TC, es necesario que los cuerpos sean comparados a través de los diferentes
cortes TC.
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Este proceso se realiza comparando los cortes TC por pares. Dados dos cortes TC, s y s0, nos enfrentamos a
un problema de asignación. Deseamos emparejar los posibles cuerpos presentes en Bs con los posibles cuerpos
presentes en Bs0 , in…riendo los cuerpos reales tanto para s como para s0.

Debemos disponer de un conjunto A de atributos, respecto de los cuales de…niremos cada región segmentada
como un subconjunto borroso de tipo 2 de A. Por ejemplo, si el contraste es un atributo, entonces alto podría ser
el valor borroso asignado a él. Longitud, circularidad, diámetro, etc. son ejemplos de otros atributos posibles.

El hecho de haber descrito los cuerpos mediante subconjuntos borrosos de tipo 2 de A, nos permite com-
pararlos entre sí. Para ello, el planteamiento de las siguientes cuestiones, analizadas también en §13.3.1, para el
caso de elección de personas o puestos, y en §13.4 para el caso de diagnosis y prognosis médicas sintomáticas..

² Cuestión A0: ¿Cuál es el objeto (bbs)Âbs0 , en el corte TC s, cuya descripción como conjunto borroso
de tipo 2 es la más cercana a la descripción como conjunto borroso de tipo 2 del cuerpo bs0 , y a la vez, es
la más lejana, respecto de las descripciones del resto de objetos identi…cados en el corte TC s0?

² Cuestión B0: ¿Cuál es el objeto (bbs)Ábs0 , en el corte TC s, a cuya descripción, la descripción de un
determinado objeto bs0 , es la más cercana, y a la vez, es la más lejana, respecto de las descripciones del
resto de objetos del corte TC s?

² Cuestión C0: ¿Cuál es el objeto (cbs0)Ábs , en el corte TC s0, a cuya descripción, la descripción de un
determinado objeto bs, es la más cercana, y a la vez, es la más lejana, respecto de las descripciones del
resto de objetos del corte TC s0?

² Cuestión D0: ¿Cuál es el objeto (cbs0)Âbs , en el corte TC s0, cuya descripción es la más cercana a la
descripción del objeto bs, y a la vez, es la más lejana, respecto de las descripciones del resto de objetos
en el corte TC s?

Igualmente válidas son las soluciones aportadas en las secciones §13.3.4, §13.3.5 y §13.3.6.

Una vez emparejadas las secciones de los cuerpos en todos los cortes TC, será el momento de abordar la
reconstrucción tridimensional, apilando los cortes TC. Pero este es otro tema, en concreto de la tesis de nuestro
amigo y compañero tesinando Valentín Masero.

13.7 Síntesis re‡exiva

Dado un ejemplar, no sólo es importante encontrar el prototipo a cuyo per…l de características sea más cercano
el per…l del ejemplar, sino también encontrar el prototipo cuyo per…l sea el más cercano al del ejemplar.

Éste ha sido el punto de partida. Clásicamente, la cuestión es la primera, o en todo caso, ambas son abor-
dadas implícitamente debido a la simetría de las medidas de parecido y semejanza más usadas. La aproximación
por doble cercanía, considera ambas cuestiones a la vez, obteniendo un único prototipo, y permitiendo modular
la pertinencia o relevancia de cada cuestión en el prototipo …nalmente obtenido.

Presentamos el marco de trabajo de las dobles cercanías/lejanías en el escenario de la administración para
y con las personas, en concreto, en relación a la Elección multicriterio de personal o puestos. Analizamos
cuatro situaciones de elección desde una perspectiva integradora y simultánea de la elección de aspirantes por
las organizaciones y su recíproco, la elección de las organizaciones por los candidatos. Ambas situaciones son
frecuentes, debido a los constantes cambios en el mercado de trabajo.

La administración con y para las personas es un campo que va mucho más allá de la gestión de recursos
humanos, de la dirección de personal, o de la elección del mismo. ¿Y la relación de la Administración con las
personas? Mi amigo José Luis López Gutiérrez, cuyo trabajo consiste en recomendar o no la aprobación de
subvenciones a proyectos4, me comenta que «todo no es claro y oscuro; los expedientes llegan incompletos; los
solicitantes, supuestamente, ocultan datos que, a juicio de ellos, podrían in‡uir negativamente en mi decisión,
sobrevalorando otros para que, según ellos, in‡uyan positivamente en mi resolución.» Aunque mi amigo de-
sconocía, en ese momento, el concepto «teórico-formal» de lo borroso, su intuición era rotunda: «eso que tú
llamas borroso, es lo que te decía yo de que no todo es claro y oscuro; pero interviene en el proceso: el …nal, a
la hora de decidir, no es borroso.»

4 Es asesor técnico del Departamento de Infraestructuras Agrarias de la Delegación Provincial de Málaga de la Consejería de
Agricultura y Pesca de la Junta de Andalucía.
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A medida que avanzaba, la conversación me con…rmaba la presencia de lo borroso en su quehacer. Por
ejemplo, también está presente la noción de doble cercanía: «para poder tomar una decisión, me pongo en el
papel del solicitante, de sus circunstancias, aunque mantengo siempre presente mi posición “o…cial”.»5

Pero sobre todo, si hay algo que posee mi amigo es sentido común, y como Aristóteles, supedita a él
cualquier resultado o conclusión: «el sentido común no yerra, por eso es sentido común», me comenta.

Finalmente, describimos el método brevemente en otros escenarios: Diagnosis y prognosis médicas sintomáti-
cas (§13.4), Comparación de imágenes digitales (§13.5) y Diagnosis y prognosis médicas por imagen (§13.6). En
todos ellos, la descripción …nal de los prototipos (lo conocido) y de los ejemplares (los hechos) se lleva a cabo
mediante subconjuntos ©-borrosos de tipo 2 (la pertenencia es expresada mediante un intervalo cuyos extremos
son subconjuntos borrosos ordinarios). Y como, en general, la negación de una cercanía es una lejanía, ya sea
en intervalos, en intervalos de tipo 2, en conjuntos borrosos, en conjuntos ©-borrosos o en conjuntos ©-borrosos
de tipo 2, reducimos el estudio principalmente a cercanías.

Muchas enfermedades suelen manifestarse con dolores, de ahí que también se las denomine dolencias. A
grandes rasgos, hay tres tipos de dolor: somático (proveniente de heridas, cortes o moretones), visceral
(cuando hay lesión en tejidos viscerales) y neuropáticos (como la neuropatía diabética), resultantes de lesiones
en el sistema nervioso causadas cuando un nervio es cortado, aplastado, comprimido, estirado, expuesto a una
sustancia tóxica, o dañado de cualquier otro modo.

Figura 13.2: Escala de caras de Wong-Baker (Wong-Baker FACES Pain Rating Scale). En
http://www3.us.elsevierhealth.com/WOW/facesTranslations.html aparece la traduc-
ción de las instrucciones originales: Explíquele a la persona que cada cara representa
una persona que se siente feliz porque no tiene dolor o triste porque siente un poco
o mucho dolor. Cara 0 se siente muy feliz porque no tiene dolor. Cara 1 tiene un
poco de dolor. Cara 2 tiene un poquito más de dolor. Cara 3 tiene más dolor. Cara
4 tiene mucho dolor. Cara 5 tiene el dolor más fuerte que usted pueda imaginar,
aunque usted no tiene que estar Ilorando para sentirse así de mal. Pídale a la persona
que escoja la cara que mejor describa su propio dolor. Esta escala se puede usar con
personas de tres años de edad o más.
— Fuente: Whaley y Wong [1330] (p. 1148); Wong, Hockenberry-Eaton, Wil-
son, Winkelstein y Schwartz [1331] (p. 1301).

Muchos doctores, entre ellos Penny Tenzer y Heidi Stanley [1332], recomiendan que los pacientes usen
palabras o expresiones para describir el dolor: «me dan “punzadas”», «el dolor es “agudo”», etc. Por ejemplo,
un dolor que se describe como «eléctrico», «ardiente», o con sensación de «hormigueo», suele corresponder a
una neuropatía.

Hay numerosos métodos para valorar el dolor. Todas, por motivos obvios, incluyen la intensidad como
factor, como grado de severidad del síntoma dolor. Para valorarla se usan, entre otras:

² una escala numérica del 1 al 10 —en la que 1 representa un dolor extremadamente pequeño (prácticamente
ausente) y 10 un dolor extremadamente severo—;

² una escala verbal (por ejemplo: sin dolor, leve, moderado, intenso, insoportable);

² una escala de colores (no aceptada en algunos países);

² una escala física, por ejemplo, en ciertos países de América Central se usa el tamaño de frutas, p. ej.,
uva, melón, sandía;

5 ¿Será también un análisis de doble cercanía lo que ocurre cuando, a veces, muchos profesores, a la hora de evaluar, hablan de
«ponerse en el papel de sus alumnos»?
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² una escala grá…ca, como por ejemplo, la escala de caras de Wong-Baker (Wong-Baker FACES Pain Rating
Scale) —cfr. Fig. 13.2—, en la que cada cara representa una persona que se siente feliz porque no tiene
ningún dolor (ni herida) o que se siente triste porque tiene algún dolor o mucho dolor —cfr. Whaley
y Wong [1330] (p. 1148); Wong, Hockenberry-Eaton, Wilson, Winkelstein y Schwartz [1331]
(p. 1301).

No debemos olvidar que la percepción de un dolor puede diferir de un paciente a otro: «lo que para un
paciente puede ser un dolor en grado 3, para otro puede ser en grado 7» —cfr. Tenzer y Stanley [1332].

Este uso de palabras como descriptores, unido a las probabilidades de manifestación de cada enfermedad
bajo criterio, hace que el mecanismo de inferencia bayesiana borrosa que propondremos en el Cap. 17 resulte
apropiado. De hecho, como ejemplo ilustrativo, nos referiremos a la inferencia bayesiana del grado de molestia
(expresado con palabras) debido a la exposición a ruido, que aunque no es precisamente dolor, sí es una expresión
del dolor.

13.8 Suplemento autoexplicativo

Rudy Rucker [1333]:





«¡Ah! ¡Ah! ¿El señor es persa?
¡Eso es algo extraordinario!
¿Cómo se puede ser persa?»

—Montesquieu, C. de Secondat, barón de la Brède y de
(1689-1755) <Cartas persas>

Cuando comparamos los per…les de un puesto de trabajo y un aspirante, podemos encontrarnos
ante cualquiera de las nueve situaciones siguientes que mostramos en la Fig. 14.1.

i)

ii)

iii)

Situación 1         Situación 2        Situación 3

   Trabajo  |  Aspirante Trabajo  |  Aspirante Trabajo  |  Aspirante

Figura 14.1: Esquema de las diferentes situaciones posibles al comparar per…les de
puestos y candidatos.
— Fuente: Elaboración propia.

Todas las situaciones (x.i) son absolutamente insatisfactorias: el puesto y el aspirante no tienen
nada en común. Las situaciones (x.ii) son satisfactorias, en mayor o menor grado, dependiendo
del tamaño de la intersección. La situación (3.iii) es la ideal: representa el hecho de un perfecto
ajuste entre los per…les de un puesto y un candidato. Las situaciones (1.iii) y (2.iii), conllevan un
desaprovechamiento del puesto de trabajo y del aspirante, respectivamente.
Esto nos motiva a proponer un marco de trabajo de asignaciones básicas de medida de ajuste y
desajuste, que incluirá las cercanías y lejanías anteriores como casos particulares. Dependiendo
de la naturaleza del problema, serán utilizadas las unas o las otras. Los resultados obtenidos se
aplican a algunos ejemplos concretos. Finalmente, en §14.6, mostramos algunas de las relaciones
de inclusión entre algunas de las diferentes asignaciones de medida de las diferencias que hemos
de…nido en estos cuatro ensayos.
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14.1 Asignaciones básicas de medida suave de ajuste y desajuste

Sea (V;¹) un retículo normado e I; J 2 IV . La función característica ÂI=J del predicado I = J , puede ser
interpretada como una «medida de ajuste» entre los intervalos I y J . De igual modo, la función característica
ÂI 6=J del predicado I 6= J , puede ser interpretada como una «medida de desajuste» entre los intervalos I y J .

Claro que, estas de…niciones tan «rotundas» quizás necesiten ser suavizadas. Inspirados en nuestro Primer
Ensayo, modi…camos las funciones características ÂI=J y ÂI 6=J , con el objeto de medir suavemente el ajuste y
desajuste entre I y J .

Estas intuiciones sobre comparación entre intervalos nos llevan a proponer las siguientes de…niciones, no
sólo para intervalos, sino para conjuntos cualesquiera de entidades, objetos, clases, o sea, de unidades.

De…nición 265 Decimos que una función total f : P(U)£P(U) ! R, es una asignación básica de medida
suave de ajuste si existe una asignación básica de medida de conjuntos ¹, y una función total gf : [0;+1) £
[0;+1) £ [0;+1) £ [0;+1) ! Ran gf µ R, tales que:

i) f(A;B) = gf (¹(A \B); ¹(A \B); ¹(A \B); ¹(A \B))
ii) 8a; d 2 [0;+1); gf (a; 0; 0; d) = maxRan gf
iii) 8b 2 (0;+1); 8c; d 2 [0;+1); gf (0; b; c; d) = minRan gf
iv) 8A;B 2 P(U), A 6= isA ^B 6= isB ^B µ intA ^B \ extA 6= ? =) f(A;B) = minRan gf

es decir, si f es una asignación básica de similaridad que satisface (iii) y (iv).

De…nición 266 Decimos que una función total f : P(U)£P(U) ! R, es una asignación básica de medida
suave de desajuste si existe una asignación básica de medida de conjuntos ¹, y una función total gf :
[0;+1) £ [0;+1) £ [0;+1) £ [0;+1) ! Ran gf µ R, tal que:

i) f(A;B) = gf (¹(A \B); ¹(A \B); ¹(A \B); ¹(A \B))
ii) 8a; d 2 [0;+1); gf (a; 0; 0; d) = minRan gf
iii) 8b 2 (0;+1); 8c; d 2 [0;+1); gf (0; b; c; d) = maxRan gf
iv) 8A;B 2 P(U), A 6= isA ^B 6= isB ^B µ intA ^B \ extA 6= ? =) f(A;B) = maxRan gf

es decir, si f es una asignación básica de disimilaridad que satisface (iii) y (iv).

Observación 267 En (iv), la exigencia A 6= isA ^ B 6= isB permite graduar supuestos de inclusión para
conjuntos discretos: A = f1; 2; 3g, B = f1; 2; 3; 4g = U (al no a…rmar nada sobre ellos).
La condición (iii) se veri…ca si A y B son disjuntos, ya que entonces, ¹(A \ B) = 0. En este caso, conside-
ramos que el ajuste es mínimo. Por paralelismo con la Lógica clásica, podríamos denominarla, condición de
exclusión:

A \B = ? =) f(A;B) = minRan gf (14.1)

La suavidad se desarrolla en el intervalo1 hexclusión, identidadi. Es decir, dados A y B, la comparación de
A con B o de B con A, comprende diferentes situaciones intermedias entre la exclusión (A \ B = ?) —cfr.
Fig. 14.1, situaciones (x.i)—, y la identidad (A = B) —cfr. Fig. 14.1, situación (3.iii)—, a las que se asignan
diferentes grados en el intervalo [minRan gf ;maxRan gf ].
Lo que distinguen los cali…cativos de «interior», «exterior» e «integral» son tres formas de hacer tal asignación.

Dependiendo de las condiciones sobre monotonía de los parámetros que impongamos a gf (a; b; c; d), ob-
tendremos cuatro tipos de asignaciones de medida suave de ajuste y otros cuatro de asignaciones de
medida suave de desajuste. Por ejemplo, supongamos que J es un intervalo prototipo, y que I no lo es.
Queremos medir cuánto se desajusta I de J . En principio, sólo nos interesa el exterior del rango del prototipo
(de aquí que llamemos a la asignación básica de medida que proponemos un desajuste exterior). Proponemos la
siguiente de…nición genérica. Notemos que de aquí en adelante nos referimos, a las primeras como asignaciones
suaves de ajuste y a las segundas como asignaciones suaves de desajuste.

1Los nombres los recogemos de la Lógica. Exclusión (del lat. exclusio): Relación que se da entre dos clases, cuando su inter-
sección es vacía, o entre dos predicados, cuando no se veri…can de forma simultánea para ningún valor del argumento. Identidad
(del lat. identitas): Característica de dos o más objetos de pensamiento que, aunque distintos por el modo de designación (por una
determinación espacio-temporal cualquiera), presentan exactamente las mismas propiedades. Principio de identidad: Principio
que a…rma que una cosa es del todo y exclusivamente igual a sí (A = A).
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De…nición 268 Decimos que una asignación básica de medida suave de desajuste f : P(U) £P(U) ! R, es
una asignación suave de desajuste exterior, precisamente si es tal que satisface:

v) 8a; b 2 (0;+1);8c 2 [0;+1); gf es independiente a
vi) 8b 2 (0;+1);8c 2 [0;+1); gf es independiente de b
vii) 8b 2 (0;+1);8c 2 [0;+1); gf no decreciente en c

Ejemplo 269 Sea d la distancia euclidea y V = [0; 1]. Un ejemplo de asignación suave de desajuste exterior
es la función M : I[0; 1] £ I[0; 1] ! [0; 1] (empleamos notación del álgebra de intervalos de Allen [679] —cfr.
§6.5.1):

M(J; I) =

8<:
0 si I fd, s, f, ´g J
1 si I fÁ , Â , m, m^g J

²(I¡J)
²(I) d(J; I ¡ J) si I (d^, s^, f^, o, o^, m, m^g J

(14.2)

donde, para todo intervalo A = ha0; a1i 2 IV , ²(A) indica su extensión, esto es, d(a0; a1).

Pues bien, las Tablas 14.1 y 14.2 muestran la manera en la que de…nimos las cuatro asignaciones suaves de
ajuste y las cuatro asignaciones suaves de desajuste, respectivamente, que proponemos. El formato explícito
de sus de…niciones es el mismo que el propuesto anteriormente para una asignación suave de desajuste exterior
—cfr. Def. 268.

Asignaciones suaves de ajuste
I \ J J ¡ I I ¡ J

interior no decreciente no creciente independiente
exterior independiente independiente no creciente
integral no decreciente no creciente no creciente
satisfacción no decreciente independiente no creciente

Tabla 14.1: Medidas suaves de ajuste. Com-
párese con la tabla 14.2 y ob-
sérvese la relación entre las medidas
de ajuste y desajuste, con respec-
to a la complementariedad de sus
propiedades; por ejemplo, no cre-
ciente - no decreciente.
— Fuente: Elaboración propia.

Asignaciones suaves de desajuste
I \ J J ¡ I I ¡ J

interior no creciente no decreciente independiente
exterior independiente independiente no decreciente
integral no creciente no decreciente no decreciente
insatisfacción no creciente independiente no decreciente

Tabla 14.2: Medidas suaves de desajuste. Com-
párese con la tabla 14.1 y ob-
sérvese la relación entre las medidas
de ajuste y desajuste, con respec-
to a la complementariedad de sus
propiedades; por ejemplo, no cre-
ciente - no decreciente.
— Fuente: Elaboración propia.

Observación 270 (Acción de una negación) Nótese que si N es una negación —cfr. Def. 32— y M es
una asignación suave de desajuste exterior, entonces N (M) es una asignación suave de ajuste exterior.



392 Capítulo 14. Cuarto ensayo: ajustes y desajustes

Observación 271 (Relación con las medidas de similaridad y disimilaridad) Las condiciones (i) y
(ii) de la Def. (265), junto a las tres condiciones correspondientes a una asignación suave de ajuste integral
—cfr. Tabla 14.1—, son las de…nitorias de una asignación (básica o no) de similaridad —cfr. Def. 195—.
Algo parecido ocurre con las asignación suave de desajuste integral —cfr. Tabla 14.2— y las asignaciones de
disimilaridad —cfr. 197—. Tenemos que:

1. Toda asignación básica de medida suave de ajuste (resp., desajuste) integral es una asignación básica de
similaridad (resp., disimilaridad).

2. Toda asignación suave de ajuste (resp., desajuste) integral es una asignación de similaridad (resp., disi-
milaridad).

3. Una medida de satisfacción (resp., insatisfacción) es una asignación de similaridad (resp., disimilaridad)
«orientada» desde J hacia I, por afectar, además de a I \ J, únicamente a I ¡ J —cfr. Tablas 14.1 y
14.2.

14.2 Inclusión esencial suave

Puede ser que, en vez de trabajar con el intervalo hexclusión, identidadi, pre…ramos hacerlo con el intervalo
hexclusión, inclusióni. Es decir, que dados A y B, la comparación de A con B o de B con A, comprenda
diferentes situaciones intermedias entre la exclusión (A \ B = ?) —cfr. Fig. 14.1, situaciones (x.i)—, y la
inclusión (A µ B o B µ A) —cfr. Fig. 14.1, situaciones (1.iii) y (2.iii)—, a las que asignaríamos diferentes
grados en el intervalo [minRan gf ;maxRan gf ]. La justi…cación a ello puede estar en el hecho de que la igualdad
entre los per…les de un ideal y un ejemplar, suele ser utópica (y seguramente, ucrónica). Para esta formalización,
bastaría utilizar la que llamamos inclusión esencial suave, cuya de…nición sigue de inmediato.

De…nición 272 Llamamos inclusión esencial suave a cualquier función total f : P(U) £P(U) ! R, que
satisfaga (i) o (ii):

i) f sea una asignación suave de ajuste integral, tal que gf satisface:

8a; d 2 [0;+1); 8b 2 [0;+1); gf (a; b; 0; d) = maxRan gf (14.3)

ii) f sea una asignación suave de desajuste integral, tal que gf satisface:

8a; d 2 [0;+1); 8b 2 [0;+1); gf (a; b; 0; d) = minRan gf (14.4)

Observemos que las condiciones (14.3) y (14.4) son satisfechas si B está incluido en A, o lo que es equivalente,
que A \ B = ?, y por tanto, ¹(A \ B) = 0. Esto motiva que denominemos condición de inclusión a la
siguiente:

B µ A =) f(A;B) =

½
maxRan gf si f es una asignación suave de ajuste integral
minRan gf si f es una asignación suave de desajuste integral

(14.5)

14.3 Observaciones, resultados y ejemplos

Observación 273 En nuestra exposición, hemos preferido usar el cali…cativo de «suave» al de «borrosa» para
las asignaciones de medida comentadas —aunque igualmente podríamos haber usado, por ejemplo, «‡exible» o
«vaga»—. El término «medida borrosa», podría llevar a confusión con las «medidas borrosas»—cfr. Obs.
182 (iii)—, o con las «medidas de conjuntos borrosos» —cfr. Def. 239—. No obstante, observemos lo
siguiente. Si J es un prototipo, entonces:

² Cualquier asignación suave de desajuste exterior M(J; ¢) es una medida de conjuntos borrosos (pues
M(J;?) = 0, y si K µ I entonces K ¡ J µ I ¡ J, y como M es no decreciente en I ¡ J, entonces
M(J;K) · M(J; I)).

² Una asignación suave de desajuste interior M no es una medida de conjuntos borrosos, pues K µ I
implica J ¡ I µ J ¡K, y M es no decreciente en J ¡X.
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² Cualquier asignación suave de desajuste integral es una medida de conjuntos borrosos, pues es no decre-
ciente en I ¡ J.

² Una asignación suave de ajuste exterior no es una medida de conjuntos borrosos, pues es no creciente en
I ¡ J.

² Cualquier asignación suave de ajuste interior F, así como cualquier asignación suave de ajuste integral
F, aunque son monótonas, no son medidas de conjuntos borrosos, pues F(J;?) = 1.

Observación 274 El modelo de contraste de Amos Tversky [239] es una asignación suave de ajuste
integral. Este modelo considera de…nible la similaridad en base a una comparación de características. En el
modelo de contraste, la similaridad de A a B se mide mediante la función:

S(A;B) = µf(A \B) ¡ ®f(A¡B) ¡ ¯f(B ¡A) (14.6)

donde f es una función monótona creciente, µ, ® y ¯ son ciertos índices ponderales, A\B es el conjunto de todas
las características compartidas por A y B, A¡B es el conjunto de todas las características atribuibles a A pero
no a B, y B¡A es el conjunto de todas las características que posee B y no posee A. Los índices ponderales µ,
® y ¯ se usan para poder expresar la mayor o menor importancia relativa de las características comunes frente
a las características distintivas; aún más, con referencia a estas últimas, nos permiten indicar una posible
asimetría (® 6= ¯). Un sencillo ejemplo se tiene, si la similaridad se in…ere a partir de la evaluación de
diferencias; en tal caso, parece lógico pensar —cfr. Tversky [239]— que las características compartidas
son más relevantes que las características distintivas. No obstante, esto es discutible. Mas bien, en general,
dependerá de la naturaleza (o interpretación semántica) de los conjuntos que se comparan —cfr. §10.2.5.

Ejemplo 275 (Diagnosis y prognosis médicas) Imaginemos que dadas una enfermedad D 2 D y un
síntoma s 2 S, el rango prototipo de severidad estimado del síntoma s con respecto a D es:

hD(s);D(s)i = h0; 3i

Sean P1 y P2 dos pacientes. Supongamos que los rangos de severidad con los que se mani…esta el síntoma
s en cada uno de ellos son, respectivamente —cfr. Fig. 14.2:

hP1(s); P1(s)i = h1; 2i
hP2(s); P2(s)i = h1; 4i

[0,3]

d p pj 1 2

[0,2] [1,4]

Figura 14.2: Rangos de severidad estimados de
si: [0; 3] es el prototipo correspon-
diente a dj , y [1; 2] y [1; 4] son las
estimaciones para los pacientes p1 y
p2, respectivamente.
— Fuente: Elaboración propia.

Ejemplo 276 Las distancias clásicas, así como las disimilitudes modi…cadas de Minkowski que hemos pro-
puesto con anterioridad, al estar basadas en diferencias absolutas entre los extremos de estos interva-
los, conducen a la misma disimilaridad local en s, pues:

jD(s) ¡ P1(s)j = j0 ¡ 1j
= jD(s) ¡ P2(s)j
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y:

jD(s) ¡ P1(s)j = j3 ¡ 2j
= j3 ¡ 4j
= jD(s) ¡ P2(s)j

No obstante, cualquier asignación suave de desajuste exterior M, estrictamente creciente en I ¡ J, claramente
distingue esta situación, ya que:

hP1(s); P1(s)i fd; s; f;´g hD(s);D(s)i
y por tanto:

M(hP1(s); P1(s)i; hD(s);D(s)i) = 0

Obsérvese que en este caso, I ¡ J = ?. Por otro lado, como M(J; I) es estrictamente creciente en I ¡ J, y en
este caso, I ¡ J = h3; 4i, entonces M(hP2(s); P2(s)i; hD(s);D(s)i) > 0.

Observación 277 (Cercanías y lejanías)

² La cercanía subaditiva sup-inf «borrosi…cada» ev¦(2) —cfr. Def. 246— es una asignación suave de
ajuste integral.

² El indicador de cercanía N(X;Y ; p; ¦) —cfr. Def. 256— para dos intervalos ®-percentilados X e Y ,
también es una asignación suave de ajuste integral.

En ambos ejemplos, suponemos que las funciones de pertenencia asociadas a los referentes son números
borrosos. El indicador de cercanía N©(X;Y ; pU ; ¦) entre dos conjuntos ©-borrosos X e Y —cfr. §12.12— se
de…ne a partir de la agregación local, en cada referente, de las cercanías entre cada par de ®-percentiles de
los intervalos. En cada referente, presenciamos la acción de una asignación suave de ajuste integral. De este
modo, es lícito decir que el indicador de cercanía N©(X;Y ; pU ; ¦) es una agregación (en el conjunto U) de
asignaciones suaves de ajuste integral. Esto es similar a la ecuación (14.11).

² Cualquier indicador de lejanía para dos intervalos ®-percentilados X e Y en un retículo vectorial, es
una asignación suave de desajuste integral.

14.4 Asignaciones suaves de desajuste para intervalos de tipo 2

Sea (V;¹) un retículo normado e I(2V el espacio de los intervalos (densos y convexos) de tipo 2 de V . Ex-
tendemos las ideas anteriores, de una manera natural, al caso de intervalos de tipo 2. Sintácticamente, para
obtener las de…niciones para las correspondientes asignaciones que actúen sobre intervalos de tipo 2, basta que
sustituyamos las asignaciones suaves de ajuste y de desajuste de tipo 1: F y M, por las de tipo 2: F(2 y M(2,
respectivamente.

Ejemplo 278 (Una asignación suave de desajuste) Supongamos que J es un prototipo e I un ejemplar.
Proponemos medir el desajuste de I a J mediante la asignación suave de tipo 2 de desajuste exterior M(2 :
I(2V £ I(2V ! R+0 —cfr. Ec. 14.2:

M(2(J; I) =

8<:
0 si I01 µ J01
1 si I01 fÁ , Â , m, m^g J01

d(2(I \ Jc; J) en otro caso
(14.7)

donde para cualquier intervalo X de tipo 2, Xc = hÃ;X0
0i [ hX0

1;!i, y X 0
0 es abierto (resp., cerrado) si X0 es

cerrado (resp., abierto) —es análogo para X1 y X0
1—. De este modo, si X0 y X1 son subconjuntos unitarios,

o sea, si X es un intervalo (tipo 1), entonces X \Xc = ?.
Consideramos dos posibilidades para la disimilitud d(2 en la Ec. (14.7):

d
(2
f0;1g(hX0;X1i; hY0; Y1i) = Aggr

®2f0;1g
d(X®; Y®) (14.8)

d
(2
f0;1=2;1g(hX0;X1i; hY0; Y1i) = Aggr

®2f0;1=2;1g
d(X®; Y®) (14.9)

donde Aggr denota una operación de agregación.
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Ejemplo 279 (Diagnosis y prognosis médicas) Consideremos ligeras «perturbaciones de tipo 2» afectando
a los intervalos del Ejemplo 275. Imaginemos que dada una enfermedad D 2 D y un síntoma s 2 S, el rango
prototípico de severidad estimado del síntoma s respecto de D, es el siguiente intervalo de números reales de
tipo 2:

D(s) = hD(s);D(s)i
= hh0; :2i; h2:9; 3:2ii

Podemos interpretarlo diciendo que los valores más bajos que presenta la severidad del síntoma s están «nor-
malmente» entre 0 y :2, y que los valores mayores que presenta la severidad del síntoma s están «normalmente»
entre 2:9 y 3:2. Sean P1 y P2 dos pacientes tales que sus rangos de severidad revelados para s son, respectiva-
mente:

P1(s) = hP1(s); P1(s)i
= h1; h1:9; 2:2ii

P2(s) = hP2(s); P2(s)i
= hh:9; 1:1i; h3:9; 4:2ii

Queremos calcular las disimilitudes y desajustes relativos a D. Observemos que:

d
(2
f0;1g(D(s); P1(s)) = d

(2
f0;1g(D(s); P2(s))

= :95

mientras que:

d
(2
f0;1=2;1g(D(s); P1(s)) = :933

< d
(2
f0;1=2;1g(D(s); P2(s))

= :95

De este modo, P1(s) y P2(s) son igualmente disímiles con respecto a D(s), siempre según d(2f0;1g, mientras que

si usamos d(2f0;1=2;1g, P2(s) es más disímil con respecto a D(s) de lo que lo es P1(s).

Con respecto al desajuste, como (P1(s))01 ½ (D(s))01, entonces:

M(2(D(s); P1(s)) = 0

mientras que:

M
(2
f0;1g(D(s); P2(s)) = 1:975

< M
(2
f0;1=2;1g(D(s); P2(s))

= 1:9833

Observemos que el ajuste de P2(s) a D es peor que el correspondiente a P1(s), con respecto a cualquiera de las
propuestas d(2f0;1g o d

(2
f0;1=2;1g, incluso aun cuando, con respecto a la primera, la disimilitud de P2(s) y P1(s)

con respecto a D(s) son las mismas.

La extensión a intervalos de tipo n es inmediata. No obstante, carece de interés para nuestro estudio
aumentar de esta manera el grado de complejidad en la abstracción. Por otro lado, este proceso nos trae a la
memoria el esquema iterativo propuesto en §6.20.2 para el (®; ¯)-percentilado.

14.5 Ajuste y desajuste entre subconjuntos ©-borrosos: tres aprox-
imaciones

En esta sección proponemos y desarrollamos tres aproximaciones para medir el ajuste y desajuste entre sub-
conjuntos ©-borrosos.
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14.5.1 Basada en secciones verticales de tipo 2

Para cada referente u 2 U , la sección vertical de un subconjunto ©-borroso A = (A;A) es el intervalo de tipo 2:

A(u) = [0; [A(u); A(u)]] (14.10)

Podemos extender las asignaciones suaves de ajuste y desajuste F(2 y M(2 entre secciones verticales a las
asignaciones suaves de ajuste y desajuste FV© y MV

© entre subconjuntos ©-borrosos. Sea X un subconjunto
©-borroso de U y I 2 F©(U) un subconjunto que se considera un ideal. Entonces:

FV©(I;X) =
X
u2U

F(2(I(u)(2;X(u)(2)Áu (14.11)

MV
©(I;X) =

X
u2U

M(2(I(u)(2;X(u)(2)Áu (14.12)

Observemos que FV© y MV
© son asignaciones suaves de ajuste y desajuste, por serlo F(2 y M(2, respectivamente.

14.5.2 Basada en ®-cortes

Sea (V;¹) un retículo normado e I; J 2 IV . Bajo estas condiciones, el ®-corte de un subconjunto ©-borroso
A = (A;A) de V es el intervalo de tipo 2:

®A = [®A0;
®A1] (14.13)

= [[®a0;
®a0]; [

®a1;
®a1]]

Sean F(2 y M(2 una asignación suave de ajuste y una de desajuste, respectivamente, entre intervalos de
tipo 2 —cfr. supra §14.4—. De…nimos unas nuevas asignaciones suaves FH© y MH

©, de ajuste y desajuste,
respectivamente, entre subconjuntos ©-borrosos, a partir de la acción de las asignaciones F(2 y M(2 sobre sus
®-cortes. Sean X un subconjunto ©-borroso de U y I 2 F©(U) un subconjunto que se considera un prototipo.
Entonces:

FH©(I;X) =

Z 1

0

F(2(®I; ®X)d® (14.14)

MH
©(I;X) =

Z 1

0

M(2(®I; ®X)d® (14.15)

Obsérvese que FH© y MH
© son asignaciones suaves de ajuste y desajuste, por serlo F(2 y M(2, respectivamente.

Quizás sea lícito decir que se trata de una aproximación «horizontal» no simétrica y no acotada.

14.5.3 Uso de disimilitudes ®-percentiladas doblemente ponderadas

Sea U un universo de discurso no vacío, que puede ser visto como un conjunto de posibles atributos o ca-
racterísti, y que esta posibilidad es cuantitativamente medible. Sea I un conjunto de ideales, prototipos o
«representantes» de clase. Sea · una relación binaria borrosa de…nida en U £ I. El índice ponderal ·(u;I)
especi…ca la relevancia o importancia relativa de u en la descripción que como subconjunto ©-borroso, hemos
adoptado para el ideal I.

Proponemos la siguiente familia de asignaciones suaves de desajuste, normalizadas (en [0; 1]), inspiradas en
la familia de métricas de Minkowski. Cualquier miembro de esta familia, permite que estimemos el desajuste
de cualquier subconjunto ©-borroso de U , con respecto al representante de clase, dependiendo de los desajustes
locales que se producen en los ®-percentiles, cuyos rangos son todos los intervalos de…nidores de las representa-
ciones como subconjuntos ©-borrosos de los ejemplares y del prototipo. En este sentido, es una aproximación
«vertical».

Sea X un subconjunto ©-borroso de U . Abreviemos, para todo u 2 U :

X(u) = hX(u);X(u)i (14.16)
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Supongamos que X se toma como prototipo e Y como ejemplar. De este modo, de…nimos ímplicitamente la
función D¸(¢; ¢;·; !) : F©(U) ! R+0 , mediante:

4 juj fD¸(X;Y ;·; !)g¸

=
1¯̄
Jh
¯̄ X
u2Jh

j·(u;X)j¸
X
®2u

!(®)
¯̄̄
¢Y (u);X(u)
®

¯̄̄¸
+

1¯̄
Ji
¯̄ X
u2Ji

j·(u;X)j¸
X
®2u

!(®)
¯̄̄
¢Y (u);X(u)
®

¯̄̄¸
+

1¯̄
J¡\
¯̄ X
u2J¡\

j·(u;X)j¸
¯̄̄
X(u)¡Y (u)
Y (u)¡Y (u)

¯̄̄¸X
®2u

!(®)
¯̄̄
¢hY (u);X(u)i;X(u)
®

¯̄̄¸
+

1¯̄
J+\
¯̄ X
u2J+\

j·(u;X)j¸
¯̄̄
Y (u)¡X(u)
Y (u)¡Y (u)

¯̄̄¸X
®2u

!(®)
¯̄̄
¢X(u);hX(u);Y (u)i
®

¯̄̄¸
(14.17)

donde convenimos en que 0=0 es 0, y además:

¸ 2 [1;+1);

Jh = fu : Y (u) fÁ , mg X(u)g;
Ji = fu : Y (u) fÂ , m^g X(u)g;

J¡\ = fu : Y (u) fm, o, d, s, ´g X(u)g;

J+\ = fu : Y (u) fm^, o^, d^, f, ´g X(u)g;
¢I;J
® = ji® ¡ j®j;

u es el ®-percentilado uniforme —cfr. Def. 83;

y, para todo ® 2 u, los índices ponderales !(®) son no negativos y tales que
P
®2u !(®) = 1.

Observación 280 La función D¸(¢; ¢;·; !) es una asignación suave de desajuste integral. Podemos, por
tanto, usarla tal cual. En nuestros ejemplos, tiene la ventaja de permitirnos considerar una relación borrosa
· en S £ J (resp., S £ D) tal que ·(s; J) (resp., ·(s; d)) indique la relevancia de la cuali…cación (resp., del
síntoma) s en la elección del puesto de trabajo J (resp., en la diagnosis o prognosis de la enfermedad d).
Obsérvese también que si usamos D¸, entonces para toda cuali…cación (resp., síntoma) s 2 S, hJ(s); J(s)i

y hA(s); A(s)i (resp., hD(s);D(s)i y hP (s); P (s)i), están ambos ®-percentilados por ps, siendo ps, en general,
distinto para diferentes s.

Finalmente, notemos que la uni…cación de los problemas de ajuste y desajuste puede verse como un
problema bi-objetivo —simplemente, sustituyendo la cercanía N}© por una asignación de ajuste y la lejanía
F±© por una asignación de desajuste, de acuerdo a las ecuaciones que aparecen en la Obs. 261.

Observación 281 De aquí en adelante, nos permitiremos abusar del lenguaje y usar ajuste suave (bási-
co) por asignación suave (básica) de ajuste, y desajuste suave (básico) por asignación suave (básica) de
desajuste.

14.6 Tras los cuatro ensayos:
una visión parcial del marco

Con la Fig. 14.3 (pág. 398) intentamos mostrar algunas de las relaciones de inclusión entre algunas de
las diferentes asignaciones de medida de las diferencias que hemos de…nido en estos cuatro ensayos.
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Figura 14.3: Algunas de las relaciones de inclusión entre algunas de las
diferentes asignaciones de medida de las diferencias que hemos
de…nido en estos cuatro ensayos.
— Fuente: Elaboración propia.



«Cuantas más diversas y contrarias las voces se unen,
tanto más maravilloso resuena el concierto.»

—Angelus Silesius (1624-1677)
<Dísticos del viajero querubínico>

«Re‡exionar es negar lo que se cree.»
—Alain <Disertaciones sobre la religión>

El apego metodológico sigue siendo una seña de identidad en la comunidad cientí…ca. No
olvidemos, como ya hemos comentado en varios sitios, y seguro que seguiremos comentando, que
muchos todavía consideran no ortodoxo a lo bayesiano. Baste recordar, por ejemplo, lo que …gura en
la contracubierta de Introduction to Probability and Statistics (from a Bayesian Viewpoint). Part
2. Inference de Dennis V. Lindley [44], publicado en 1965: «El tratamiento de la inferencia
adopta el punto de vista bayesiano; esto es, está basado en el concepto de una medida numérica del
grado de creencia en una hipótesis cientí…ca. Aún hoy en día, se considera algo no ortodoxa esta
aproximación pero cada año que pasa se generaliza más su aceptación.».
Con estos tres capítulos: «Un minero de datos ataviado con indumentaria tornasolada (borrosa
y bayesiana)», bis y ter, tratamos de contribuir a suavizar el tajante exclusivismo existente en
la disyunción entre lo bayesiano y lo borroso. En todo momento nos hemos sentido animados
por un «espíritu ecuménico» —como decía House [45]—, un talante ecléctico, postulante de la
complementariedad metódica y teórica, arraigado …rmemente en nuestra naturaleza humana.
Para lograr estos …nes, pensamos que deben usarse formalismos de representación de conocimiento
incierto e inexacto. La aplicación de lo borroso y lo bayesiano se ha visto colmada de éxitos. La
lógica borrosa —cfr. Klir y Yuan [46]— y las redes bayesianas —cfr. Pearl [47]; Castillo,
Gutiérrez y Hadi [48]—, junto a los algoritmos asociados a ellas que se usan para razonar, son
dos formalismos de representación del conocimiento que han sido usados para tratar esta cuestión,
en multitud de estudios punteros.
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En este primero, suponemos que disponemos de una evidencia nítida que se ha asignado al ítem
bajo estudio con relación al grado de satisfacción de una propiedad, grado que se clasi…ca en tipos
diversos. Por ejemplo, cualquier nota o puntuación numérica nítida (p. ej., en media, por una
comisión evaluadora de expertos) que sea dada a un trabajador, con relación al grado de destreza en
el desempeño de una tarea determinada, según la realice torpemente, atolondradamente, con soltura,
con pericia, o con habilidad sorprendente.
Para conseguir que varios expertos compartan información relacionando la evidencia con tales
clases, parece mucho más conveniente usar evidencia borrosa en vez de evidencia nítida. Conside-
ramos un conjunto de términos de cinco valores lingüísticos o palabras, de cinco valores borrosos de
evidencia: L(E) = fmuy bajo (MB), bajo (B), medio (M), alto (A), muy alto (MA)g.
Abundando en ello, y de forma explícita, la idea que subyace a nuestra propuesta es la asunción de
que ningún valor numérico preciso puede considerarse como una puntuación razonable para asignarla
a un ítem (p. ej., un trabajador) en relación al grado de satisfacción de una propiedad (p. ej., el
grado de destreza en el desempeño de una tarea).
El problema consiste en estudiar la propagación bayesiana borrosa de tal imprecisión en la evidencia.
La ejempli…cación ilustrativa que vemos de tal problema es: dado un trabajador, al que se le ha
asignado (p. ej., en media, por una comisión evaluadora de expertos) una puntuación numérica
nítida, en referencia a la evaluación del desempeño de una tarea (por una prueba o test rápido de
desempeño), entonces, decidir cuál es el grado de destreza del trabajador en el desempeño de la tarea
en cuestión (durante una actividad normal y no en una prueba o test rápido), es decir, clasi…car
la tarea, con respecto a dicho trabajador, en una de las cinco clases mencionadas anteriormente,
según la tarea sea desempeñada por dicho trabajador, torpemente, atolondradamente, con soltura,
con pericia, o con habilidad sorprendente.

15.1 Inferencia bayesiana borrosa

«Todo el mundo cree en la curva de Gauss, me decía un día Lipmann, pues los experimentadores se imaginan
que es un teorema de matemáticas, y los matemáticos, que es un hecho experimental.»
—Henri Poincaré, via Pius Serven [1334]

Los primeros trabajos en inferencia bayesiana borrosa se originaron en el estudio de proyectos de seguridad
en diferentes investigaciones de …abilidad estructural —cfr. Itoh e Itagaki [1335]; Chou y Yuan [1336];
Furthsirth-Schnater [1337].

Dado un valor lingüístico eL de la evidencia, y un conjunto de hipótesis exhaustiva y mutuamente excluyentes
Hj (j = 1; : : : ;m), podemos calcular la verosimilitud para dicho valor borroso de la evidencia p(eLjHj) me-
diante:

p(eLjHj) =

Z
e2eL

¹eL(e)f(ejHj)de (15.1)

donde f(ejHj) es la función de densidad de verosimilitud evaluada en e, dada la hipótesis Hj . Podemos calcular
la probabilidad a posteriori mediante:

p(Hj jeL) =
p(Hj)

R
e2eL ¹eL(e)f(ejHj)dePm

k=1

³
p(Hk)

R
e2eL ¹eL(e)f(ejHk)de

´ (15.2)

C. C. Yang [1338] observa dos di…cultades importantes en este método:

i) la determinación de la función de densidad de verosimilitud f(ejHj) —aproximada en los trabajos de Itoh
e Itagaki [1335], Chou y Yuan [1336] y Furthsirth-Schnater [1337], por distribuciones normales y
Weibull, lo que conlleva el elevado coste computacional de la estimación de sus parámetros, complicando
excesivamente el cálculo;

ii) una vez que ha sido determinada f(ejHj), el cálculo de las integral tampoco es nada evidente.

En lugar de lo anterior, Yang propone estimar la función de densidad de verosimilitud para el valor continuo
de la evidencia —la f(ejHj) en (15.1)—, a partir de la verosimilitud del valor borroso de la evidencia p(eLjHj),
o sea, la Ec. (15.1) vista en sentido contrario —cfr. Yang [1338]; Yang [1338] y Cheung [1339].
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La propuesta concreta de Yang consiste en calcular:

f(ejHj) = c
X

eL2L(E)

¹eL(e)

W (eL)
p(eLjHj) (15.3)

siendo c la constante —respecto de todas las eL consideradas en el conjunto de términos L(E)— no nula:

c =
W (eL)R

e2eL ¹eL(e)de
(15.4)

estando así f normalizada.

Por último, la probabilidad a posteriori se puede calcular mediante la regla de Bayes:

p(Hj je) =
f(ejHj)p(Hj)Pm
j=1 f(ejHj)p(Hj)

(15.5)

La utilización de esta constante c en el método de Yang, equivale a imponer la restricción de que la razón
entre el tamaño W (eL) del rango cubierto por cualquier valor lingüístico eL (el intervalo soporte de su función
de pertenencia ¹eL) y la área de ¹eL , es la misma, sea cual sea el valor lingüístico eL. El valor de tal cociente
es c.

La propuesta para evidencia múltiple que desarrollan Chien-Lung Chan y Chung-Hsien Lan [1340] (pp.
405-406), conserva la dependencia de la constante c.

En este capítulo, presentamos varias propuestas, según consideremos imprecisión o no. Ninguna de ellas
está parametrizada por constante alguna —cfr. §15.2.4.

15.2 Propagación bayesiana borrosa de la imprecisión en la eviden-
cia: un primer minero

«Ignorando de dónde vengo, sin saber a dónde voy.»
—Alphonse de Lamartine <El hombre>

15.2.1 Probabilidad de un subconjunto borroso

Sea eL un valor borroso —cfr. §4.7— para la evidencia y fHj : j = 1; : : : ;mg un conjunto …nito de hipótesis
exhaustivas y mutuamente excluyentes.

Sea p una ley de probabilidad de…nida en E. Sea A una familia probabilizable de subconjuntos de E —cfr.
Nota a pie de página no. 16 (pág. 64)—. Para todo A 2 A, puede escribirse su probabilidad:

p(A) =
X
e2E

ÂA(e)p(e) (15.6)

siendo ÂA la función característica de A.

Esta formulación puede extenderse a los subconjuntos borrosos de E. Para ello, se de…ne una familia
probabilizable de subconjuntos borrosos, con las mismas propiedades que para subconjuntos nítidos —cfr. Nota
a pie de página no. 16 (pág. 64)—, salvo que ahora se usan la complementación y la unión correspondientes a
conjuntos borrosos —cfr. §4.4.3.

Así, si A es una familia probabilizable de subconjuntos borrosos de E, entonces, para todo A 2 A µ F(E),
puede escribirse su probabilidad, sustituyendo en (15.6), la función característica por la función de pertenencia,
de modo que la probabilidad del conjunto borroso A es:

p(A) =
X
e2E

A(e)p(e) (15.7)

si A es una álgebra, y:

p(A) =

Z
R
A(e)p(e)de (15.8)

si E = R, un ejemplo de que A sea una ¾-álgebra. Puede verse la demostración de que es una probabilidad,
por ejemplo, en la obra de Kaufmann y Gil Aluja [412] (pp. 72-73).
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15.2.2 Probabilidad de un suceso borroso elemental

Sea L(E) una partición borrosa1. Consideremos como universo de discurso L(E), …nito. De su conjunto
potencia, P(L(E)), podemos extraer familias probabilizables de subconjuntos nítidos de L(E). Llamamos
suceso borroso elemental a cualquier elemento eL 2 L(E).

   

0   

 
  

 
   

  
 
   

  1 
  

   E1 E2 E8E3 E4 E5 E6 E7

A2A1 A3 A4 A5

Figura 15.1: Partición nítida fE1; : : : ; E8g inducida
por la partición borrosa fA1; : : : ; A5g.
— Cfr. Nota a pie de página n. 1.
— Fuente: Elaboración propia.

Si no consideramos la posibilidad de sobrevaloración (esto es, crear nuevas etiquetas eL), entonces pode-
mos considerar L(E) = fA1; A2; : : : ; Ang como un sistema completo de sucesos borrosos, en el sentido de su
exhaustividad:

A1 [A2 [ : : : [An = L(E) (15.11)

y de ser mutuamente excluyentes para una interpretación natural (® > 0:5, si se trata de una partición triangular
como la de la Fig. 15.1):

T (A1;A2) = 0

donde T es una t-norma. Todo ello permite de…nir una probabilidad sobre L(E)2.

Teorema 282 Sea p una ley de probabilidad de…nida en E. Entonces:

p(eL) =

Z
R
eL(e)p(e)de (15.12)

es una ley de probabilidad sobre L(E).

1Una partición borrosa la entendemos tal y como la de…nió Ruspini [1341]. Sean U un universo de discurso no vacío y
A;A1; : : : ; An 2 F(U), no vacíos. Se dice que la colección fA1; : : : ; Ang es una partición borrosa(¤) de A precisamente si
8u 2 U :

nX
i=1

Ai(u) = A(u) (15.9)

Observe el lector que, en particular, se dice que la colección fA1; : : : ; Ang es una partición borrosa de U precisamente si 8u 2 U ,
(15.9) queda:

nX
i=1

Ai(u) = 1 (15.10)

Pedrycz [449] (p. 81) denomina partición nítida inducida por una partición borrosa, a aquella cuyos miembros son los
intervalos de…nidos por las ordenadas de los puntos intersección de las grá…cas de las funciones de pertenencia de los miembros de
la partición borrosa —cfr. Fig. 15.1.
(¤) Algunos autores —cfr. v. gr. Cordón, Herrera, Hoffmann y Magdalena [1342] (p. 113)— cali…can como «fuerte»

a la que Ruspini [1341] llamó simplemente partición borrosa. Otros autores —cfr. v. gr. Klir y Yuan [46]— la denominan
pseudopartición borrosa, reservando el nombre de partición borrosa a las generadas por relaciones de equivalencia borrosas. Klir
y Yuan [46] (p. 392, Ec. 13.2) exigen además que ningún Ai sea ? ni U .

2 Sea (E;B; P ) un espacio de probabilidades. Sea » una v.a. discreta que toma los valores Xn (n = 1; 2; :::). Sea An el suceso
» = An, o sea: An = fa 2 E : »(a) = Xng. Resulta evidente que: i) An \ Am = ?, ii) [1n=1An = E, y iii) §1n=1P (An) = 1. La
colección de sucesos fAng, se dice que es un sistema completo de sucesos (nítidos), precisamente si satisface las condiciones
i) y ii). Si, además, se satisface iii), se dice que se tiene un sistema completo de sucesos con sus probabilidades (dadas por una
distribución de probabilidad, …nita o numerable) —cfr. Ríos (p. 36).
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Demostración. En efecto:P
eL2L(E) p(eL) =

P
eL2L(E)

¡R
R eL(e)p(e)de

¢
=

R
R

³P
eL2L(E) eL(e)

´
p(e)de

=
R
R p(e)de (¤)

= 1 (¤¤)

(¤) por ser L(E) una partición borrosa;
(¤¤) por ser p una densidad sobre E.

15.2.3 Función de verosimilitud para un valor numérico de la evidencia

Sea fE1; : : : ; Eng la partición nítida de E, inducida por la partición borrosa L(E). Para todo e 2 E, podemos
escribir:

p(e) = ke

nX
i=1

Â
Ei

(e)p(Ei) (15.13)

siendo (debido a la aditividad de una probabilidad) ke 2 [0; 1] y
P
e2Ei ke = 1, para cualquier i = 1; : : : ; n.

Proponemos basar la de…nición de la probabilidad de una evidencia simple e, en las probabilidades de los
subconjuntos borrosos miembros de la partición borrosa L(E) inductora de la partición nítida fE1; : : : ; Eng,
es decir, en los sucesos borrosos elementales eL 2 L(E):

p(e) /
X

eL2L(E)
eL(e)p(eL) (15.14)

De aquí, que de…namos la verosimilitud correspondiente a un valor e de la evidencia E, mediante:

p(ejHj) /
X

eL2L(E)
eL(e)p(eLjHj) (15.15)

De este modo, dada una hipótesis Hj , proponemos de…nir la función de verosimilitud para un valor
numérico de la evidencia, e 2 E, a partir de las verosimilitudes de los valores borrosos eL de la evidencia
(dada la misma hipótesis Hj):

L(Hj je) /
X

eL2L(E)
eL(e)p(eLjHj) (15.16)

15.2.4 Un primer minero

Podemos normalizar L(Hj je) con respecto a la evidencia:

L¤(Hj je) =
X

eL2L(E)

eL(e)

A(eL)
p(eLjHj) (15.17)

donde A(eL) es la área de la función de pertenencia eL, es decir:

A(eL) =

Z
R
eL(e)de (15.18)

Proponemos un primer mecanismo bayesiano borroso; un primer minero:

i) De…nir la verosimilitud correspondiente a cualquier valor continuo e de la evidencia (dada una causa o
hipótesis Hj), a partir de las verosimilitudes p(eLjHj) de los valores borrosos eL de la evidencia (dada la
misma hipótesis Hj), a través de L¤(Hj je), es decir:

f(ejHj) = L¤(Hj je) (15.19)

ii) Combinar la fdp a priori con la función de verosimilitud para obtener la fdp a posteriori:

p(Hj je) / p(Hj)f(ejHj) (15.20)
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iii) Normalizar la fdp a posteriori utilizando la norma k k1:

p(Hj je) =
p(Hj)f(ejHj)Pm
k=1 p(Hk)f(ejHk)

(15.21)

Este método para evidencia simple, extensible de inmediato al caso de evidencia múltiple —cfr. §15.4— no
está parametrizado por ninguna constante, como ocurría con la propuesta de Yang —cfr. §15.1— y con la de
Chan y Lan [1340] (pp. 405-406).

Basta suponer que eL(e) sea integrable para que obtengamos como función de distribución absolutamente
continua F (ejHj) =

R e
¡1 f(ujHj)du, como muestra el siguiente teorema.

Teorema 283 Supongamos que todas las eL 2 L(E) son integrables. Entonces, para cada causa o hipótesis
Hj:

F (ejHj) =

Z e

¡1
f(ujHj)du (15.22)

es una función de distribución, siendo f(ejHj) su función de densidad.

Demostración. En efecto:

i) F es no decreciente, ya que si e < e0, entonces, para cualquier eL 2 L(E):Z e

¡1
eL(u)du ·

Z e0

¡1
eL(u)du (15.23)

(en el soporte de eL, la desigualdad es estricta). Por tanto, F (ejHj) · F (e0jHj).
ii) lime¡!¡1 F (ejHj) = 0, pues suponemos que todas las eL 2 L(E) tienen área …nita.

iii) lime¡!+1 F (ejHj) = 1, pues:

lim
e¡!+1F (ejHj) =

Z
R
f(ujHj)du

=

Z
R

0@ X
eL2L(E)

eL(u)

A(eL)
p(eLjHj)

1Adu
=

X
eL2L(E)

µ
p(eLjHj) 1

A(eL)

Z
R
eL(u)du

¶

=
X

eL2L(E)

µ
p(eLjHj) 1

A(eL)
A(eL)

¶
= 1

Observación 284 La normalización con respecto a la evidencia no es la única posibilidad. También podríamos
haber normalizado con respecto al espacio de parámetros:

L¤(Hj je) =
L(Hj je)

maxfL(Hje) : H 2 £g (15.24)

Esta normalización, en realidad, nos dice que:

maxfL¤(Hje) : H 2 £g = 1 (15.25)

cuyo signi…cado (el máximo de lo verosímil lo establece la perfección, lo total y absolutamente verosímil) no es
el mismo que el de la normalización aditiva (lo más verosímil es la unión de todo lo verosímil, y viceversa).
Cuando el lector lea en el Desenlace de esta Tesis acerca de la teoría de la posibilidad —cfr. §18.6—, se topará
de nuevo con la normalización por máximo, y justo en el mismo sentido que aquí.
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15.3 Ejemplo ilustrativo:
Grado de destreza en el desempeño de una tarea

«No hay malos soldados, sino malos o…ciales.»
—Napoleón Bonaparte

Debemos aclarar qué aspectos nos interesa medir, en particular, en este caso, qué destrezas son necesarias
para evaluar el desempeño de un tarea, y de qué manera las valoraremos (cuantitativa o cualitativamente).
Además, en la heterodescripción del desempeño de una tarea, concurren, al menos: el desempeño de
la labor por parte de un trabajador, lo que observan los expertos observadores, el ambiente de trabajo, lo que
observan los compañeros del trabajador, la comunicación de lo observado al trabajador y el aprovechamiento
por parte del trabajador de lo observado.

Además de la distinción entre los factores personales y los factores relativos a la tarea, debemos diferenciar,
como subtipos, entre los permanentes y los coyunturales o transitorios.

«El conocimiento de las variables de la persona (o atributos personales) tiene dos facetas; a saber, el
conocimiento de las capacidades y cualidades permanentes de uno mismo [...] y el conocimiento de pro-
cesos y estados transitorios.»
—J. Nisbet y J. Schucksmith [1343], via Carlos Monereo (coord.), Montserrat Castelló, Mercé Clar-
iana, Montserrat Palma y María Llüisa Cabaní, [112] (p. 79)

Y como subtipos especí…cos de los factores personales, ciertas componentes características de toda persona, y
en las cuales somos diferentes, pero a las cuales no somos indiferentes: componentes sensoriales discriminativas,
componentes motoras, componentes afectivas (emocionales) y componentes vegetativas (autónomas).

Por otro lado, cuando alguien se enfrenta a una tarea, su creencia en que podrá realizarla con más o
menos éxito se basa en su bagaje. Esta aseveración, que puede asemejársenos banal, no lo es. La experiencia
promueve una actitud o predisposición optimista o pesimista hacia la tarea —piense en lector en frases como:
«Lo haré bien, como siempre.»; «Lo haré mal, como la otra vez.»—. Esta actitud es consecuencia de una
miscelánea entre las que podríamos denominar autoconcepción —valoración personal de nuestros hábitos o
competencias— y autocompetencia orientada —valoración personal de nuestra competencia para realizar
una tarea determinada.

Otra cuestión es si lo que nos interesa evaluar es el proceso o el producto —cfr. Thorndike [915] (p. 66)—.
En cualquier caso, debemos determinar qué aspectos (del proceso o del producto) deben evaluarse, cuál es su
naturaleza, y cómo deben ser ponderados para la evaluación global.

Dado un trabajador y una tarea, distinguimos cinco hipótesis o situaciones exhaustivas y mutuamente
excluyentes, según el grado de destreza del trabajador al desempeñar dicha tarea. La tarea puede ser de-
sempeñada: torpemente, atolondradamente, con soltura, con pericia —queriendo decir esto que el trabajador ha
incorporado recursos extra para el desempeño de la misma—, o con habilidad sorprendente. Denominamos grado
de destreza en el desempeño a cada una de estas clases. Dado un trabajador, la …nalidad es clasi…car cada tarea
a desempeñar en una de estas cinco clases, indicando así el grado de destreza del trabajador en el desempeño
de la tarea en cuestión.

La evidencia nítida está representada por cualquier nota o puntuación (por ejemplo, en una escala de 0 a
10) que sea dada al trabajador (por ejemplo, por una comisión evaluadora de expertos) en relación al grado de
destreza en el desempeño de una tarea determinada. Notamos por e tal nota, esto es, cualquier valor puntual
numérico y nítido de la evidencia.

Pero para conseguir que varios expertos compartan información relacionando la evidencia con las clases de
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grado de destreza, parece mucho más conveniente usar evidencia borrosa en vez de evidencia nítida. Conside-
ramos un conjunto de términos de cinco valores lingüísticos o palabras, de cinco valores borrosos de evidencia:

L(E) = fmuy bajo (MB), bajo (B), medio (M), alto (A), muy alto (MA)g (15.26)

El problema es: dado un trabajador, al que se le ha asignado (p. ej., en media, por una comisión evaluadora
de expertos) una puntuación numérica nítida, en referencia a la evaluación del desempeño de una tarea (por
una prueba o test rápido de desempeño), entonces, decidir cuál es el grado de destreza del trabajador en el
desempeño de la tarea en cuestión (durante una actividad normal y no en una prueba o test rápido), es decir,
clasi…car la tarea, con respecto a dicho trabajador, en una de las cinco clases mencionadas anteriormente, según
la tarea sea desempeñada por dicho trabajador, torpemente, atolondradamente, con soltura, con pericia, o con
habilidad sorprendente:

con 
pericia 

con 
soltura 

atolondradamente 

torpemente 

con habilidad 
sorprendente 

Los valores lingüísticos eL 2 L(E) deben de…nirse, o sea que tenemos que de…nir la forma de sus funciones
de pertenencia. Por ejemplo, en la teoría de control borroso son muy utilizados los números borrosos triangu-
lares y los trapezoidales, debiéndose principalmente, a su facilidad de cómputo. Deberíamos recordar que las
funciones de pertenencia son medidas subjetivas de los términos lingüísticos que nos permiten estar cerca de la
computación con palabras.

Si suponemos que son números borrosos trapezoidales, o sea, como la siguiente función dependiente de
cuatro parámetros (los vértices del trapecio):

TRAP (e; a; b; c; d) = max

µ
min

µ
e¡ a
b¡ a ; 1;

d¡ e
d¡ b

¶
; 0

¶
(15.27)

signi…cando esto que si eL(e) = TRAP (e; a; b; c; d), entonces si la puntuación (la evidencia simple numérica e)
de un trabajador está entre b y c, consideramos como cierto que el término asociado a esa puntuación es eL.
Las formas trapezoidales re‡ejan nuestras dudas en las colas, o sea, que si la puntuación del trabajador está
entre a y b o entre c y d, no estamos en absoluto seguros de que el término lingüístico asociado a tal puntuación
sea eL.

Si b = c, es decir, si el intervalo «cierto» se reduce a un punto, entonces se dice que se trata de un número
borroso triangular, esto es, una función dependiente de tres parámetros (los vértices del triángulo):

T (e; a; b; c) = max

µ
min

µ
e¡ a
b¡ a ; 1;

c¡ e
c¡ b

¶
; 0

¶
(15.28)

signi…cando esto que si eL(e) = T (e; a; b; c), entonces si la puntuación (la evidencia simple numérica e) de un
trabajador es b, consideramos como cierto que el término asociado a esa puntuación es eL.

En particular, suponemos que trabajamos con números borrosos triangulares y con una escala de 0 a 10
para las puntuaciones numéricas. Concretamente, supongamos que los valores borrosos que consideramos son
los de la Tabla 15.1, que podemos también observar en la Fig. 15.2.
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a b c

muy bajo ¡2:5 0 2:5
bajo 0 2:5 5

medio 2:5 5 7:5
alto 5 7:5 10

muy alto 7:5 10 12:5

Tabla 15.1: Valores numéricos actuales que
suponemos para los parámetros de
los valores borrosos triangulares.
—Fuente: Elaboración propia.

   

0 
  1 0 

  

 VL 
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a(M) b(M) c(M) 

Figura 15.2: Números borrosos triangulares.
Figuran destacados los parámetros
del valor lingüístico medio.
— Fuente: Elaboración propia.

Podemos usar el mecanismo de inferencia bayesiano borroso que hemos propuesto en §15.2.4, para determinar
la clase del grado de destreza, conocidas las a priori y las probabilidades de verosimilitud. Estimaremos la clase
de grado de destreza a la que pertenece la tarea, con respecto al trabajador en estudio, como la máxima a
posteriori (MAP): bH = arg max

H2fHjg
fp(Hj je)g (15.29)

siempre que las probabilidades condicionadas p(eLjHj) y las a priori p(Hj) sean conocidas.

Las a priori «basadas en datos» para cualquier clase de grado de destreza pueden deducirse a partir de
la información contenida en muestras de experiencias pasadas en las que la misma tarea ha tenido que ser
desempeñada. Caso de haber varias distribuciones correspondientes a diferentes épocas, atribuiremos una
mayor importancia a las correspondientes a períodos más recientes, puesto que suponemos una componente
claramente evolutiva, de desarrollo y perfeccionamiento profesional, de manera que los datos más recientes
re‡ejarán con mayor precisión lo que acontecerá en un futuro.

A la hora de calcular el MAP necesitamos las probabilidades condicionadas p(eLjHj) de la evidencia borrosa
dadas las hipótesis, y las probabilidades a priori de la hipótesis —cfr. Ecs. (15.19) y (15.21)—. Supongamos
que la distribución a priori y las condicionadas son las que muestran las Tablas 15.2 y 15.3, respectivamente.

p (¢)
torpemente 0:125

atolondradamente 0:200
con soltura 0:600
con pericia 0:050

con habilidad sorprendente 0:025

Tabla 15.2: Ejemplo de distribución a priori.
—Fuente: Elaboración propia.

Debemos hacer notar que, por ejemplo, p(atolondradamente) = :2 signi…ca que nuestra con…anza en el
hecho de que un trabajador seleccionado aleatoriamente desempeñe de manera atolondrada una tarea elegida
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muy bajo bajo medio alto muy alto
torpemente 0:76 0:21 0:03 0 0

atolondradamente 0:15 0:39 0:34 0:10 0
con soltura 0:05 0:11 0:67 0:17 0
con pericia 0 0 0:07 0:67 0:26

con habilidad sorprendente 0 0 0 0:02 0:98

Tabla 15.3: Ejemplo de probabilidades condicionadas valoradas numéricamente.
—Fuente: Elaboración propia.

aleatoriamente es 0:2. También debemos recordar que, por ejemplo, una probabilidad p(muy bajo j con habilidad
sorprendente) igual a cero, es razonable, porque signi…ca que cero es la probabilidad —entendiendo que representa
un grado de creencia razonable o con…anza, más que una frecuencia— de que un experto clasi…que como muy
bajo el grado de destreza que hace referencia al desempeño de una tarea por parte de un trabajador que en
realidad lo hace con habilidad sorprendente.

Podemos pues, en este momento, dada una puntuación numérica (mediante una prueba o test rápido de
desempeño), calcular las probabilidades a posteriori, y aplicar la Ec. (15.29), para conocer el estimador MAP
del grado de destreza con el que este trabajador desempeñará la tarea (durante una actividad normal y no en
una prueba o test rápido).

15.4 Estudio real de un caso:
Modelos de alumnos (bis)

«Clasi…camos en exceso y no disfrutamos lo su…ciente.»
—Okakura Kakuzo (1862-1913) <El libro del té>

Consideremos la colección de todas las respuestas dadas a las encuestas por los alumnos del curso 2002-03.
Elijamos aleatoriamente una respuesta ¿Qué especialidad está cursando el alumno que la proporcionó, I.T.I.S.
o I.I.?

Las hipótesis, exhaustivas y mutuamente excluyentes son: H1 = «ser alumno de I.T.I.S.» y H2 = «ser
alumno de I.I.». Como distribuciones a priori, podríamos pensar en construirlas a partir del «historial» de la
Escuela Politécnica:

p(ITIS) =
#matriculados en ITIS

#matriculados en ITIS + #matriculados en II
(15.30)

p(II) =
#matriculados en II

#matriculados en ITIS + #matriculados en II
(15.31)

Las frecuencias relativas nos permiten estimar las verosimilitudes.

 
 

 
 

 
 

 

Para relajar la notación, podemos numerar las motivaciones profesionales: 1 Ã GE, 2 Ã SG, etc. Así, por
ejemplo:

p1(medianamente importante j H2) = 10=39 = 0:256

signi…ca que ésta es la probabilidad de que la motivación profesional GE sea considerada como no importante
por un alumno de I.I. del curso 2002-03.La evidencia múltiple está dada por un vector observado (e1; : : : ; e15),
donde cada ei 2 f3; 4; : : : ; 15g:

 
Curso 
02-03 no importante poco 

importante 
medianamente 

importante importante muy 
importante 

GE ITIS 0.000 1=21 ≈ 0.048 8=21 ≈ 0.381 10=21 ≈ 0.476 2=21 ≈ 0.095 
 II 1=39 ≈ 0.026 1=39 ≈ 0.026 10=39 ≈ 0.256 16=39 ≈ 0.410 11=39 ≈ 0.282 

SG ITIS 0.000 0.000 8/21 ≈ 0.381 4=21 ≈ 0.190 9=21 ≈ 0.429 
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Así, para toda hipótesis Hj (ITIS ó II) y para toda motivación profesional i 2 f1; : : : ; 15g:

fi(eijHj) =
NI(ei)
A(NI)

pi(NIjHj) +
PI(ei)
A(PI)

pi(PIjHj) + : : :+
MyI(ei)
A(MyI)

pi(MyIjHj) (15.32)

Sin contar la diagonal, los valores de la matriz de correlación por pares, correspondiente a los datos del curso
2002-03, son, en un 90 por ciento, menores que 0:5. Por ello, suponemos que las 15 motivaciones profesionales
son mutuamente independientes. Entonces:

p(Hj je1; : : : ; e15) = p(Hj)
15Y
i=1

fi(eijHj)
fi(eijITIS)p(ITIS) + fi(eijII)p(II) (15.33)

siendo:

fi(eijHj) =
X

eL2L(E)

eL(ei)

A(eL)
pi(eLjHj) (15.34)

De este modo:

bH = arg max
H2fITIS;IIg

fp(Hje1; : : : ; e15)g (15.35)

Este estudio queda planteado y se podría desarrollar durante los próximos años. Hemos de tener mayor
evidencia, un número mayor de alumnos encuestados.

Una vez que pase tiempo y completemos la experiencia, podríamos tener una primera idea del comportamien-
to de nuestro método utilizando los tres indicadores siguientes. Denotemos por VP el número de verdaderos
positivos, o sea el número de casos positivos clasi…cados correctamente; por VN, el número de verdaderos
negativos, es decir, el número de casos negativos clasi…cados correctamente; por FP, el número de falsos
positivos, esto es, el número de verdaderos negativos que han sido clasi…cados como positivos, y por FN, el
número de falsos negativos, o sea, el número de verdaderos positivos que han sido clasi…cados como negativos.

En la experiencia que planteamos, los VP con respecto a ITIS (V PITIS) son los VN con respecto a II
(V NII), ocurriendo algo parecido con los demás casos, como muestra la Tabla 15.4.

Realmente es de ITIS Realmente es de II
Clasi…cado como de ITIS V PITIS = V NII FPITIS = FNII
Clasi…cado como de II FNITIS = FPII VNITIS = V PII

Tabla 15.4: Verdaderos positivos (VP), verdaderos negativos (VN),
falsos positivos (FP) y falsos negativos (FN). Obsérvese
que un caso verdadero positivo con respecto a ITIS es un
caso verdadero negativo con respecto a II.
— Fuente: Elaboración propia.

Sea M nuestro método clasi…cador. La probabilidad de que M clasi…que un alumno de Hi, representado
por un per…l e = (e1; : : : ; e15), en Hj , es:

°ij(M) = P (M(e) = jje 2 Hi) (15.36)

que, por solo haber dos hipótesis, es la probabilidad de clasi…car mal un alumno de Hi.

Como indicadores del comportamiento de nuestro clasi…cador M , podemos estimar su sensibilidad (pro-
babilidad de que no aparezcan falsos negativos), con respecto a H1 (I.T.I.S.):

°11(M) = 1 ¡ °12(M) (15.37)

=
V PITIS

V PITIS + FNITIS
(15.38)

y con respecto a H2 (I.I.):

°22(M) = 1 ¡ °21(M)

=
V PII

V PII + FNII
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que son, respectivamente, su especi…cidad (probabilidad de que no aparezcan falsos positivos) con respecto a
H2 (I.I.):

V NII
V NII + FPII

(15.39)

y con respecto a H1 (I.T.I.S.):

V NITIS
V NITIS + FPITIS

(15.40)

Observe el lector que valores altos de sensibilidad y especi…cidad indicarían la adecuación del método.

Insistimos, la …nalidad de su inclusión en nuestra Tesis es meramente ilustrativa, para apreciar cómo actúa
nuestro método en el caso de evidencia múltiple, bajo supuesto de independencia mutua.

15.5 Síntesis re‡exiva

«Re‡exionar es desordenar los pensamientos.»
—Jean Rostand <Pensamientos de un biólogo>

En un futuro muy cercano, la sección de Cocina del Hospital Central observa que necesitan
renovar su batería de cocina, adquiriendo nuevos peroles, aunque esta vez «inteligentes». Han oído
hablar de los últimos adelantos, y les suenan términos como «control inteligente», «tri-logic» o
«“fasi” logic». Deciden pues, comprar varios de estos modernos «peroles que integran sistemas
de cocción inteligente», en concreto, uno que asegura poder conocer el estado de las viandas en
cualquier instante de tiempo a partir de la temperatura en el interior del perol medida en ese instante
de tiempo. Si algún lector está pensando que el control no es necesario, observe que la el tiempo
de cocción depende de muchos factores, entre otros de la calidad del agua, y de la intensidad del
fuego. Hojeando el manual de instrucciones descubren que el artefacto, distingue tres situaciones
—las viandas no están todavía en su punto, están en su punto, y se han recocido—, y diferencia
entre cinco posibles temperaturas en el interior del perol: muy baja, baja, medianamente baja, media,
medianamente alta, alta, y muy alta. El perol tiene dos pantallitas LCD, una indica la temperatura
interior, y la otra indica el estado de las viandas. Medio minuto antes de que haya que apagar el
fuego, el perol comienza a emitir un sonido estridente para requerir nuestra atención. Por cierto,
que es la versión V1Z-01.2B de este tipo de peroles, y según sus fabricantes la experiencia ha sido
amplísima, por lo que dicen que emplean inferencia Bayesiana3 .

Los primeros trabajos en inferencia bayesiana borrosa se originaron en el estudio de proyectos de seguridad
en diferentes investigaciones de …abilidad estructural. La función de densidad de verosimilitud para el valor
continuo de la evidencia era aproximada por distribuciones normales y Weibull, lo que conllevaba el elevado
coste computacional de la estimación de sus parámetros, complicando excesivamente su cálculo. Ante esto,
Yang propone estimar dicha función de densidad de verosimilitud, a partir de la verosimilitud del valor borroso
de la evidencia. Sin embargo, su propuesta está parametrizada por una constante, hecho que equivale a a
imponer la restricción de que la razón entre el tamaño del rango cubierto por cualquier valor lingüístico eL
(el intervalo soporte de su función de pertenencia ¹eL) y la área bajo ¹eL , es la misma, sea cual sea el valor
lingüístico eL (el valor de tal cociente es el parámetro constante c). La propuesta para evidencia múltiple que
desarrollan recientemente (2001) Chien-Lung Chan y Chung-Hsien Lan, para el caso de independencia mutua,
conserva la dependencia de la constante c.

La propuesta que hemos presentado en este capítulo, no está parametrizada por constante alguna —cfr.
§15.2.4—. Ilustramos su aplicación con el problema de evaluación del grado de destreza en el desempeño de
una tarea —cfr. §15.3.

Las a priori «basadas en datos» para cualquier clase de grado de destreza pueden deducirse a partir de
la información contenida en muestras de experiencias pasadas en las que la misma tarea ha tenido que ser

3En un futuro algo menos cercano, leemos un reportaje sobre cómo antiguamente tenías que comprar la cocina por un lado y
los peroles por otro. Ahora, las cocinas incorporan peroles y todo es «inteligente». Los peroles intercambian información con los
sistemas de calentamiento. Robots especializados cortan las verduras, carnes, etc., por lo que la cocina cuenta con datos precisos
sobre las viandas (su calidad, cantidad, etc.), analizados por los sistemas de visión inteligente de todas estas máquinas. Los
manuales de las cocinas se jactan de que ya no es necesario inferir. «No hace falta el pasado. El control exacto del presente asegura
el conocimiento exacto del futuro», puede leerse en casi todas las esquinas (que por cierto, por Ley, todas son redondeadas). El
lema de esta generación: la magia del sorites.
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desempeñada. También puede ser que tengamos taxonomías de tareas o incluso ontologías. Como es lo habitual,
estas taxonomías estarían expresadas por árboles jerárquicos, redes semánticas, estructuras conceptuales, etc.
Esenciales para su construcción son las di…cultades encontradas en el desempeño de las tareas pertenecientes a
ellas. Las taxonomías de las tareas no se construyen para que dependan de un trabajador concreto. Podemos
tener también taxonomías de trabajadores. Podríamos hacer, incluso, que las a priori dependiesen de ambas
taxonomías.

La aplicación de nuestra propuesta al caso de evidencia múltiple, bajo independencia mutua, es inmediata;
lo hemos ilustrado prosiguiendo el estudio de «modelos de alumnos» —cfr. §15.4.

En el siguiente capítulo suponemos que la evidencia nítida se ha valorado con intervalos. Si nos planteamos
aplicar el esquema visto en este capítulo, entonces, para una ¤eL arbitraria, podríamos estimar ¤A(eL)mediante
integración Montecarlo —cfr. v. gr. Ríos, Ríos y Martín [1344] (pp. 178ss). Si sop(2(eL) denota el
intervalo de tipo 2 soporte de eL, entonces:

1. Generar U1; : : : ; UN » U
¡
IGj sop(2(eL)

¢
2. Hacer c¤A(eL) = 1

N

PN
i=1 ¤eL(Ui)

La función de distribución de una v.a. U(a; b) es:

F (x) =

Z x

a

1

b¡ adt (15.41)

=
x¡ a
b¡ a (15.42)

por lo que, mediante inversión, podemos generar números u, uniformes en (a; b):

F¡1(u) = a+ (b¡ a)u (15.43)

Una función de inclusión para F es4:

¤F (X) =

Z X

A

1

B ¡AdI (15.44)

=
X ¡A
B ¡A (15.45)

siendo una función de inclusión de F¡1 la siguiente:

¤F
¡1(I) = A+ (B ¡A)I (15.46)

4 Sea f(x) una función y ¤ f(X) una función de inclusión para ella. Una primitiva (antiderivada o integral inde…nida) de ¤ f(X)
es cualquier función de inclusión para una primitiva de f(x), o sea:Z

¤ f(X) = ¤

Z
f(x)

Por ejemplo, si f(x) = 2x, una primitiva de f(x) es: Z
f(x) = x2

y una primitiva de ¤ f(X) = 2X es: Z
¤ f(X) = X

2

De…nimos la integral (de…nida) de ¤ f(X) como una función de inclusión para la integral de f(x). Por ejemplo, como:Z y

x
f(u)du = y2 ¡ x2

es la integral de f(x) = 2x, con límites x; y 2 R, entonces:Z Y

X
¤ f(U)dU = ¤

Z y

x
f(u)du

= Y 2 ¡X2

es la integral de ¤ f(U) con límites X; Y 2 IR.
Observemos que el referencial de la integral es IR. Esto es así porque el soporte de ¤ f es un intervalo de tipo 2 —intervalo cuyos

extremos no son números, sino intervalos ordinarios (de tipo 1)—. El valor del área comprendida bajo ¤ f y entre los extremos
inferior y superior del intervalo de tipo 2, no se expresa mediante un número real, sino mediante un intervalo de números reales.
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Pero, si ¡ es la diferencia estándar entre intervalos, entonces:

A+ (B ¡A)I (15.47)

no es una solución de la ecuación:

I =
X ¡A
B ¡A (15.48)

Aunque algunos autores han estudiado posibles diferencias no estándares —cfr. Markov [301, 303, 1345,
286]; Dimitrova, Markov y Popova [1346]—, nosotros optamos por otro punto de vista, que desarrollamos
en los capítulos siguientes.



«La imprecisión de los instrumentos de medida (particularmente en problemas de decisión) y la complejidad
de las decisiones que deben ser comparadas, hacen que, a menudo, sea difícil traducir en números precisos,
la evaluación de una decisión tomada desde un punto de vista. En tales casos, cada acción a puede ser
evaluada mediante un intervalo [xa,ya].»
—Philippe Vincke [104] (p. 12)

En esta segunda parte, suponemos que disponemos de una evidencia nítida, valorada con inter-
valos, que se ha asignado al ítem bajo estudio con relación al grado de satisfacción de una propiedad,
grado que se clasi…ca en varios tipos. Continuaremos con el mismo ejemplo relativo al grado de
destreza en el desempeño de una tarea. El problema es: dado un trabajador, al que se le ha asignado
(p. ej., en media, por una comisión evaluadora de expertos) una puntuación nítida, en forma de
intervalos, en referencia a la evaluación del desempeño de una tarea (por una prueba o test rápido de
desempeño), entonces, decidir cuál es el grado de destreza del trabajador en el desempeño de la tarea
en cuestión (durante una actividad normal y no en una prueba o test rápido), es decir, clasi…car
la tarea, con respecto a dicho trabajador, en una de las cinco clases mencionadas anteriormente,
según la tarea sea desempeñada por dicho trabajador, torpemente, atolondradamente, con soltura,
con pericia, o con habilidad sorprendente.
Insistimos en la diferencia con el planteamiento del capítulo anterior: la evidencia se valora aquí
con intervalos. En el capítulo siguiente, la tercera parte del «minero», abordaremos el problema
suponiendo que la evidencia se valora con palabras.

16.1 Obertura:
Los satisfactores de Max-Neef

«La gente se divide en dos categorías: unos buscan y no encuentran; otros encuentran y no están contentos.»
—Mihail Eminescu <Pensamientos>

El propósito de la Economía, es ayudar a la sociedad a decidir cómo crear, distribuir y consumir la riqueza.
La riqueza es un medio para alcanzar un …n, un medio por el cual las personas pueden desarrollar su potencial
innato y llevar vidas plenas y satisfactorias. Los economistas llaman a este …n el bienestar. Entre sus
componentes podemos citar: la renta, la salud, la cantidad y calidad del trabajo y del ocio, la calidad del medio
ambiente, la seguridad personal y social, y la vida emocional y espiritual del individuo. Posiblemente, estos
componentes están relacionados con la satisfacción o la felicidad. Pero ambas son cualidades subjetivas. La
postura tradicional de la Economía ha sido considerar como «deseos» todas las componentes del bienestar, y
además, bajo la máxima de «cuanto más, mejor», aplicada tanto al número de «deseos», como a la satisfacción
de cada uno de ellos.

La Economía Verde —cfr. Ekins, Hillman y Hutchison [180] (p. 31)— distingue entre deseos y
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necesidades. El bienestar llega, en primer lugar, a través de la satisfacción de necesidades1. También llega
por la satisfacción de deseos, pero, y esto es lo importante, también llega de la disminución del número de
deseos. Perfectamente podemos considerar satisfecho el deseo de algo, desde el momento que hemos dejado de
desearlo. El problema real es que en las sociedades de consumo, cada vez son más las personas que necesitan
cada vez más cosas (re‡exione el lector sobre el propósito del marketing: convertir los deseos en necesidades).
Para los ámish —comunidad protestante descendiente de los menonitas, originarios de Suiza, seguidores de la
interpretación estricta de la amonestación de San Pablo: «No os amoldéis a este mundo» (Romanos, 12, 2)—,
por ejemplo, el consumo consiste en la satisfacción de necesidades, y no de deseos.

Manfred Max-Neef relaciona el bienestar objetivo con la satisfacción subjetiva a través de las necesidades
humanas. En su teoría del Desarrollo a Escala Humana [1348], de…ende que las necesidades humanas
fundamentales son objetivas, invariables, universales y clasi…cables. Estas necesidades son: la subsistencia,
la protección, el afecto, la comprensión, la participación, la creación, el recreo, la identidad y la libertad. Lo
variable son los medios mediante los que se satisfacen tales necesidades: sus satisfactores. Para cualquier
necesidad fundamental, Max-Neef clasi…ca sus satisfactores según cuatro modos de la experiencia humana:
ser, hacer, tener y relacionarse. La Tabla 16.1 muestra los satisfactores de la necesidad fundamental «creación»,
clasi…cados según los modos de la experiencia humana que Max-Neef considera.

Creación
Ser Tener Hacer Relacionarse

Pasión Habilidades Trabajar Marcos productivos
Decisión O…cios Inventar y de reaprovechamiento
Intuición Método Construir de la información

Imaginación Trabajo Diseñar Seminarios
Audacia Componer Grupos culturales

Racionalidad Interpretar Auditorios
Inventiva Espacios para la expresión

Autonomía Libertad temporal
Curiosidad

Tabla 16.1: Satisfactores de la necesidad fundamental «creación», clasi…cados
según los modos de la experiencia humana que Max-Neef considera
en su teoría del Desarrollo a Escala Humana.
— Fuente: Max-Neef [1348].

La evaluación del grado de satisfacción de cualquier necesidad fundamental, es la evaluación del grado de
satisfacción de sus satisfactores.

Algunos de estos satisfactores propuestos por Max-Neef, pueden sernos útiles como factores para la eva-
luación de ciertos aspectos en el desempeño de tareas y en el aprendizaje de conceptos. En concreto, la
«creación», no ya como necesidad fundamental, sino como factor, y sus satisfactores como subfactores, es un
actor importante en la evaluación del desempeño de determinadas tareas —cfr. nota a pie de página número
11 (pág. 11).

Tropezamos, de nuevo, como tantas veces, con cuestiones difíciles: problemas de cali…cación de los grados
de pasión, decisión, intuición, inventiva, motivación, emoción, etc.

«La concepción de un mundo posible comprende la concepción de procedimientos para actuar sobre él.»
—Jerome S. Bruner [3] (p. 112)

16.2 La estimación de máxima verosimilitud

«La nuca es un misterio para el ojo.»
—Paul Valéry <Malos pensamientos y otros>

verosímil (del lat. veri similis) 1. adj. Que tiene apariencia de verdadero. jj 2. Creíble por no ofrecer
carácter alguno de falsedad.

Queremos estimar lo que tiene más apariencia de verdadero, lo que es más creíble por no ofrecer carácter
alguno de falsedad. Tal estadístico se conoce como el estimador de máxima verosimilitud (EMV) —maximum
likelihood estimate (MLE), en inglés.

1Necesidades consideradas como expresión sintética del movimiento en el tiempo y en el espacio tanto del individuo como del
colectivo, ya sea en el plano de la familia, de una red de relaciones primarias, de un territorio determinado, etc. —cfr. León y
Zemelman [1347] (p. 22).
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Sea £ = fH1; : : : ;Hmg el conjunto de hipótesis y (eÂ1; eÂ2; : : : ; eÂn) una muestra de datos imprecisos obser-
vados. La función de verosimilitud de H para (eÂ1; eÂ2; : : : ; eÂn) es la función:

L( jeÂ1; eÂ2; : : : ; eÂn) : £! [0; 1]

tal que:

L(HjeÂ1; eÂ2; : : : ; eÂn) = p(eÂ1jH) ¢ : : : ¢ p(eÂnjH) (16.1)

para todo H 2 £.

El valor de H, notado bHEMV, para el cual la verosimilitud para esa observación es máxima, se denomina el
estimador de máxima verosimilitud de H:bHEMV = arg max

Hk2£
L(HkjeÂ1; eÂ2; : : : ; eÂn) (16.2)

Observación 285 Notamos la función de verosimilitud mediante L(Hj je) para destacar que no es una función
de densidad de probabilidad, al contrario que la verosimilitud p(ejHj) que sí lo es —cfr. Zellner [390] (p.
14), Ríos [1349] (pp. 398, 295)—. La función de verosimilitud L(Hjje) no es más que la verosimilitud p(ejHj)
considerada como función de Hj. El principio de verosimilitud establece que la función de verosimilitud
«constituye la evidencia completa del experimento, o sea, que dice todo lo que el experimento tiene que decir»
—cfr. Savage [1350]; Birnbaum [1351]; Berger y Wolpert [1352]—. Lindley [44] (p. 59) lo enuncia en
los siguientes términos:
«Si dos conjuntos de datos, x e y, satisfacen las siguientes propiedades:
(i) sus distribuciones dependen del mismo conjunto de parámetros;
(ii) las verosimilitudes de estos parámetros para los dos conjuntos son las mismas;
(iii) las densidades a priori de los parámetros son las mismas para ambos conjuntos;
entonces, cualquier a…rmación hecha acerca de los parámetros, usando x, debería ser la misma que cualquiera
hecha usando y.»

16.3 Modelo de probabilidades imprecisas

«El ignorante a…rma, el sabio duda y re‡exiona.»
—Aristóteles

Toda distribución de probabilidad asigna un valor preciso de probabilidad a cada hipótesis, por lo que no
asume la existencia de incertidumbre. Pero si la información a priori es escasa, existe incertidumbre.

Fundamentalmente, existen dos metodologías para tratar esta incertidumbre —cfr. Walley [1259]; Perichi
y Walley [1353]—. La primera, conocida como análisis de sensibilidad bayesiano o Bayes robusto —cfr.
Berger [1354]; Wassermann [1355]— asume la existencia de una distribución a priori ideal que modela, en
teoría, la incertidumbre a priori, una vez asumido un error debido a ciertas limitaciones, por ejemplo en la
asignación de las probabilidades.

La segunda aproximación se conoce como la teoría de las probabilidades imprecisas, probabilidades
inferior y superior o previsiones inferior y superior, y ha sido desarrollada, principalmente, por Peter Walley
[1259] —cfr. Gert De Cooman y Peter Walley [1356]—, a partir de ideas de Keynes [1357], Smith [1358]
y Good [1359].

Según esta teoría, una distribución de probabilidad precisa, por ella sóla, no puede ser un modelo apropiado
—cfr. Walley, Gurrin y Burton [1360]—. En vez de una única distribución, podemos usar una clase M
de distribuciones a priori, de tal manera que cada a priori de M se actualiza mediante la regla de Bayes,
generando una clase de distribuciones a posteriori. Las probabilidades inferior y superior de un suceso o
hipótesis H, notadas mediante P (H) y P (H), se de…nen por:

P (H) = inffP (H) j P 2Mg (16.3)

P (H) = supfP (H) j P 2Mg (16.4)

La idea que subyace a esta teoría es la asunción de que ninguna distribución precisa deM puede considerarse
como un modelo razonable para la incertidumbre a priori. De este modo, las conclusiones estadísticas se
expresarán en términos de probabilidades a posteriori o esperanzas inferior y superior —cfr. Walley, Gurrin
y Burton [1360].
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16.4 Cálculo de las probabilidades a posteriori inferior y superior

«¡Ay de aquel que quiere seguir su camino en solitario!»
—Monique Bosco <La mujer de Loth>

Walley, Gurrin y Burton [1360] (pp. 463, 475-476) proponen calcular las probabilidades a posteriori
inferior P (Hjx) y superior P (Hjx), correspondientes a una hipótesis H, de la forma que vamos a relatar en
esta sección. Veámoslo con un ejemplo —cfr. Walley, Gurrin y Burton [1360] (p. 463).

Unos enfermos tratados con T1 tienen una probabilidad constante de sobrevivir de µc y otros enfermos
tratados con T2 tienen una probabilidad constante de supervivencia de µe. Sea M una clase de distribuciones
a priori de probabilidad, que modelan la ignorancia a priori acerca de µc y µe. Sea L( jx) la función de
verosimilitud generada por los datos x: de 10 enfermos tratados con T1, sobrevivieron 6, y de 9, tratados con
T2, sobrevivieron todos. Asumiendo independencia:

L(µc; µejx) / µ6c(1¡ µc)4µ9e (16.5)

De esta manera:

1. Se obtienen las distribuciones a posteriori P ( jx) a partir de las a priori P 2M y de L( jx):
¼(µc; µejx) / ¼(µc; µe)L(µc; µejx) (16.6)

donde ¼ y ¼( jx) son las funciones de densidad de P y P ( jx), respectivamente.

2. Las distribuciones P (Hjx) y P (Hjx) se obtienen minimizando y maximizando la a posteriori P (Hjx) en
el conjunto de distribuciones a posteriori.

Es de destacar que:

² Las inferencias satisfacen automáticamente el principio de verosimilitud —cfr. Obs. 285—; y

² debido al teorema 7.8.1 de Walley [1259], este método produce inferencias mutuamente consistentes o
coherentes —cfr. Walley, Gurrin y Burton [1360] (pp. 459, 463).

Walley, Gurrin y Burton [1360] (p. 476) obtienen las probabilidades a posteriori inferior y superior de
un subconjunto del espacio de parámetros. Sean £ el espacio de parámetros y A µ £. Las probabilidades a
posteriori inferior y superior de A se obtienen minimizando y maximizando, respectivamente, en el conjunto de
densidades a posteriori ¼¤( jx), la probabilidad a posteriori normalizada:

¼(Ajx) =
R
A ¼

¤(µjx)dµR
£
¼¤(µjx)dµ (16.7)

Suponemos que la clase de densidades a posteriori ¼¤( jx) puede expresarse en forma de intervalo de medidas
—cfr. DeRobertis y Hartigan [1361]:

=¤ = fp¤ : 8µ 2 £; l¤ (µjx) · p¤ (µjx) · u¤ (µjx)g (16.8)

Por ello, para minimizar la probabilidad a posteriori normalizada ¼(Ajx), Walley, Gurrin y Burton
[1360] (p. 476) proponen tomar en (16.7):

¼¤(µjx) =
½
l¤(µjx) si µ 2 A
u¤(µjx) si µ 2 £nA (16.9)

pues, de esta manera, asignamos la mínima masa posible a A y la máxima masa posible al complementario de
A en £. Para maximizar ¼(Ajx), basta intercambiar u¤(µjx) y l¤(µjx).

Este proceder conduce a las siguientes expresiones para la probabilidad a posteriori inferior:

P (Ajx) =
R
A
l¤(µjx)dµR

A
l¤(µjx)dµ+ R

£nA u
¤(µjx)dµ (16.10)

y para la probabilidad a posteriori superior:

P (Ajx) =
R
A
u¤(µjx)dµR

A u
¤(µjx)dµ + R£nA l¤(µjx)dµ (16.11)
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Observación 286 Aunque Walley, Gurrin y Burton [1360] (p. 476) las denominan así: probabilidad a
posteriori inferior y probabilidad a posteriori superior, no son verdaderas probabilidades, pues, aunque:

P (£jx) =

R
£
l¤(µjx)dµR

£ l
¤(µjx)dµ + R? u¤(µjx)dµ

= 1 (16.12)

=

R
£ u

¤(µjx)dµR
£
u¤(µjx)dµ + R? l¤(µjx)dµ

= P (£jx)
y:

P (?jx) = P (?jx) (16.13)

= 0

P no es aditiva, ya que, notando:

l¤C 
Z
C

l¤(µjx)dµ (16.14)

u¤C 
Z
C

u¤(µjx)dµ (16.15)

siendo C µ £, entonces:

P (Ajx) + P ((£nA) jx) =

R
A
l¤(µjx)dµR

A l
¤(µjx)dµ+ R£nA u¤(µjx)dµ +

R
£nA l

¤(µjx)dµR
£nA l

¤(µjx)dµ + RA u¤(µjx)dµ (16.16)

=
l¤Au

¤
A + 2l

¤
Al
¤
£nA + l

¤
£nAu

¤
£nA

l¤Au
¤
A + l

¤
Al
¤
£nA + l

¤
£nAu

¤
£nA + u

¤
Au

¤
£nA

(16.17)

=
k + l¤Al

¤
£nA

k + u¤Au
¤
£nA

(16.18)

donde k es constante, por lo que:

P (Ajx) + P ((£nA) jx) < 1 (16.19)

siendo igual a 1, sólo si l¤ = u¤; sucediendo algo parecido para P :

P (Ajx) + P ((£nA) jx) =

R
A u

¤(µjx)dµR
A
u¤(µjx)dµ + R

£nA l
¤(µjx)dµ +

R
£nA u

¤(µjx)dµR
£nA u

¤(µjx)dµ + R
A
l¤(µjx)dµ (16.20)

=
l¤Au

¤
A + 2u

¤
Au

¤
£nA + l

¤
£nAu

¤
£nA

l¤Au
¤
A + l

¤
Al
¤
£nA + l

¤
£nAu

¤
£nA + u

¤
Au

¤
£nA

(16.21)

=
k0 + u¤Au

¤
£nA

k0 + l¤Al
¤
£nA

(16.22)

donde k0 es constante, por lo que:

P (Ajx) + P ((£nA) jx) > 1 (16.23)

siendo igual a 1, sólo si l¤ = u¤.

Observación 287 Pero esto no debe preocuparnos, porque precisamente estamos inmersos en un entorno de
imprecisión. En realidad desconocemos la probabilidad verdadera a posteriori, mejor dicho, no sólo la descono-
cemos, sino que apostamos por su no existencia, y sólo sabemos que para cada subconjunto A la probabilidad
está acotada:

P (Ajx) · P (Ajx) · P (Ajx) (16.24)

No obstante, el reparto de masas es consistente, pues las «probabilidades» a posteriori inferior y
posterior, P y P , aunque no repartan una masa de 1 cada una, reparten una masa total de probabilidad
de 2, entre cualquier conjunto A y su complementario £nA —basta sumar las Ecs. (16.17) y (16.21):

P (Ajx) + P ((£nA) jx) + P (Ajx) + P ((£nA) jx) = 2 (16.25)
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16.5 Funciones de inclusión para las a posteriori inferior y superior

«Ningún animal había más calamitoso que el hombre, por la sencilla razón de que todos se conforman con
los límites de su naturaleza, mientras que sólo el hombre se afana por sobrepasar los límites de la suya.»
—Erasmo de Rotterdam <Elogio de la locura>

Sea ¤eL una función de inclusión para eL. Entonces, la extensión natural de la función de verosimilitud (o
sea, una función de inclusión para ella) para un valor numérico de la evidencia —cfr. Ec. 15.16— al caso de
que esta última se valore con intervalos, es:

¤L(Hj j [e]) /
X

eL2L(E)
¤eL([e])p(eLjHj) (16.26)


£
(¤L(Hj j [e]))0 ; (¤L(Hj j [e]))1

¤
La información a priori (la que representa la opinión del experto) forma parte de la función de densidad de

probabilidad (fdp) a posteriori p(Hj je) por medio de la fdp a priori p(Hj). Al mismo tiempo, se incorpora la
información de la muestra (datos que se conocen o han sido recogidos) por medio de la función de verosimilitud
L(Hj je). De este modo, obtenemos la fdp a posteriori no normalizada:

p(Hj je) / p(Hj)L(Hj je) (16.27)

Las verosimilitudes inferior y superior proporcionan una clase (de tipo inferior-superior) de funciones de inclusión
para las a posteriori no normalizadas:

=¤ = f¤p¤ : 8Hj ;¤ l¤ (Hj j [e]) · ¤p
¤ (Hj j [e]) · ¤u

¤ (Hjj [e])g (16.28)

donde:

¤ l
¤ (Hj j [e]) / (¤L(Hj j [e]))0 p(Hj) (16.29)

¤u
¤ (Hj j [e]) / (¤L(Hj j [e]))1 p(Hj) (16.30)

Sea = la clase de funciones de inclusión normalizadas ¤p(Hj j [e]) para las a posteriori. Si lo que queremos
es una expresión del tipo inferior-superior para la clase =, debemos minimizar y maximizar ¤p(Hj j [e]) sobre
=¤. Para minimizarla, tomamos:

¤p
¤(Hj [e]) =

½
¤ l
¤(Hj [e]) if H = Hj

¤u
¤(Hj [e]) if H 6= Hj (16.31)

de manera que asignemos la mínima masa posible a Hj y la máxima masa a toda H 6= Hj . Para maximizar
¤p(Hj j [e]) simplemente hay que intercambiar ¤ l¤(Hj [e]) y ¤u

¤(Hj [e]).
De este modo, obtenemos las a posteriori inferior y superior normalizadas:

¤ l (Hj j [e]) = ¤ l
¤(Hj j [e])

¤ l¤(Hj j [e]) +
Pm
k=1
k 6=j ¤

u¤(Hkj [e]) (16.32)

¤u (Hj j [e]) = ¤u
¤(Hj j [e])

¤u¤(Hj j [e]) +
Pm
k=1
k 6=j ¤

l¤(Hkj [e]) (16.33)

16.6 Apunte: La EMV como MAP

«Cuando se ama la vida, se ama el pasado, porque es el presente tal como ha sobrevivido en la memoria
humana.»
—Marguerite Yourcenar <Los ojos abiertos>

Esta sección es elemental, pero esencial. Mirando a través del prisma del teorema de Bayes:

p(Hje) = p(ejH)p(H)
p(e)

(16.34)
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la estimación de máxima verosimilitud supone escoger una distribución uniforme como a priori, o sea, que si
£ = fH1; : : : ;Hmg, entonces, 8j 2 N+m:

p(H = Hj) =
1

m
(16.35)

de donde:

p(Hje) / p(ejH)
p(e)

(16.36)

Por otro lado, p(e) no depende de H, por lo que:

p(Hje) / p(ejH) (16.37)

de modo que: el estimador de máxima verosimilitud de H es el valor bHEMV 2 £ que hace más probable la
evidencia observada.

Ejemplo 288 Algunos dicen que un decisor siempre debe tener una moneda a mano para resolver situaciones
de indiferencia. ¿Cuál es la estimación de máxima verosimilitud de la probabilidad de salir cara? Sabemos que
de m veces que hemos lanzado esa moneda ha salido cara n veces. Sea C = p(cara). El estimador de máxima
verosimilitud es el valor de ® 2 [0; 1] que hace máxima p(C = ®je). Sabemos que:

p(C = ®je) / p(ejC = ®) (16.38)

Como el lanzamiento obedece a una binomial:

p(ejC = ®) = ®n (1¡ ®)m¡n (16.39)

basta hallar el máximo de la función de una variable:

©(®) = ®n (1¡ ®)m¡n (16.40)

Obtenemos que p(C = ®je) es máxima para ® = n=m.

16.7 Berkeley y Bayes

«Cuando Berkeley le dice a Bayes: “¿de dónde ha salido esa a priori?”,
Bayes puede responder: “¿de dónde ha salido ese espacio muestral?”»
—Dennis V. Lindley [562] (p. 20).

Pero, ¿y si con la moneda que portamos no para de salir cara?

En este caso, obtenemos que p(C = ®je) es máxima para ® = 1. Lo cual es lógico, desde el principio de
máxima verosimilitud.

Ante una moneda «con tanta cara», la solución consiste en suponer la no uniformidad de nuestra creencia
a priori sobre las monedas: hay monedas sesgadas, pero si la moneda no tiene dos caras, es posible y puede que
también probable, que alguna vez salga cruz2.

El punto de vista frecuentista y el bayesiano di…eren en su manera de incorporar esta suposición a sus
formalizaciones respectivas. En la comunidad estadística, parece eterno el enfrentamiento entre bayesianos

2 L. J. Savage muestra la importancia del contexto descrito en términos de la probabilidad a priori con el siguiente ejemplo, de
tintes similares —que nos proporciona Francisco Javier Girón [168]:

1. Una dama inglesa, que añade leche a su té, a…rma que es capaz de distinguir si la leche se añadió antes o después del té. Se
realizan diez pruebas y en las diez acierta correctamente lo que se añadió primero.

2. Un experto en música a…rma que es capaz de distinguir una página de una partitura de Franz Joseph Haydn de una de
Wolfgang Amadeus Mozart. En cada una de las diez pruebas que se le proponen reconoce al compositor.

3. Un amigo nuestro, que ese día está bebido, a…rma que es capaz de adivinar el resultado del lanzamiento de una moneda de
curso legal. Se lanza la moneda diez veces y en las diez ocasiones predice correctamente el resultado.

El modelo probabilístico es una binomial de parámetros 10 y µ, donde el parámetro representa la probabilidad de acertar. En los
tres casos, el estimador de máxima verosimilitud de µ es 1. Sin embargo, a poco que meditemos, nos damos cuenta de lo temerario
de esta estimación en el tercer supuesto. Más bien, nuestro lógico pensar nos lleva a que lo que ha ocurrido en este último caso
es una racha de suerte, suponiendo eso sí, que es cierto, como nos dicen, que la moneda es de curso legal, o sea, que no está
«cargada».
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(estrictos o no) y no-bayesianos (estrictos o no). La di…cultad en la obtención de una distribución a priori,
es comparada, por ejemplo, por Lindley [562], con la di…cultad en la especi…cación de un espacio muestral
—cfr. v. gr. item Lehmann [1362]; Bayarri, DeGroot y Kadane [563]—. Es la di…cultad de medir la
incertidumbre, sea del tipo que sea (si es cierto que hay diferentes tipos). Por ejemplo, en §4.10, mencionábamos
procedimientos para elegir una función de pertenencia.

Para entender la di…cultad intrínseca en la de…nición del espacio muestral, quizás baste la de…nición que nos
recuerda Sir Harold Jeffreys (defensor de la probabilidad lógica3): es «la clase de observaciones que deberían
haber sido obtenidas pero que no lo fueron».

Para descubrir un valor EMV ® 6= 1, hemos de ampliar el espacio muestral, y asegurar que hay lanzamientos
en los que haya salido cruz. Esto puede hacerse revisando el «historial» de lanzamientos de esa moneda, o
bien, lanzándola sistemáticamente hasta que podamos asegurar lo mismo. El problema es, pues, de ampliación
del espacio muestral, y por tanto, inherentemente, de magnitud: ¿cuánto ha de ampliarse el espacio muestral?
Esta es la postura frecuentista, y esto proporciona, recursivamente, la razón a Jeffreys.

El punto de vista bayesiano supone usar una a priori no uniforme. Por ejemplo, podríamos suponer que:

p(C = ®) =
¡
1¡ (1¡ 2®)2¢ =4 (16.41)

El MAP es el valor de ® 2 [0; 1] que hace máxima p(C = ®je). Sabemos que:

p(C = ®je) / p(ejC = ®)p(C = ®) (16.42)

Como el lanzamiento obedece a una binomial:

p(ejC = ®) = ®n (1¡ ®)m¡n

el estimador MAP de ® es:

b®EMV = arg max
®2[0;1]

®n (1¡ ®)m¡n ¡1¡ (1¡ 2®)2¢
4

(16.43)

por lo que p(C = ®je) es máxima para:

b®EMV = n+ 1

m+ 2
(16.44)

Esta a priori asegura que m+1
m+2 es el valor de ® que hace más probable la evidencia observada de cara en

todos los lanzamientos. Como bien puede apreciar el lector, a medida que m se hace mayor (esto es, a medida
que se amplia el espacio muestral), si los lanzamientos siguen resultando ser cara (o sea, n =m), el valor de ®
se aproxima a uno:

lim
m!+1

m+ 1

m+ 2
= 1 (16.45)

Es decir, lo propugnado por el EMV correspondería a un espacio muestral in…nito, visto desde la perspectiva
bayesiana.

La pregunta que ha de surgir en el lector es la siguiente: los puntos de vista frecuentista y bayesiano, ¿tienen
la misma «potencia» de resolución de problemas? ¿Son o no son «equivalentes»? En el ejemplo de la moneda,
y a pesar4 de las Ecs. 16.44 y 16.45, ¿podemos asegurar la existencia de un espacio muestral y una distribución
a priori de forma que los caminos frecuentista y bayesiano proporcionen las mismas respuestas, sea cual sea la
moneda?

Si nos conformamos, lo vemos: lo objetivo, como límite de lo subjetivo. Lo objetivo como limitador de «la
arbitrariedad atributiva nacida de la subjetividad no controlada» —cfr. Santos Guerra [1363] (p. 89).

16.8 Ejemplo ilustrativo:
Grado de destreza en el desempeño de una tarea (bis)

«Todos pueden gobernar [una nave] cuando la mar está en calma.»
—Publio Sirio (h. 85-43) <Sentencias>

3Cfr. Cap. 18.
4 Insistimos, la percepción del límite (16.45) no es frecuentista, sino bayesiana.
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En esta sección continuamos el estudio comenzado en §15.3, en relación a lo expuesto en este capítulo.
Remitimos al lector a dicha sección por si desea recordar las nociones fundamentales.

El problema es: dado un trabajador, al que se le ha asignado (p. ej., en media, por una comisión evaluadora
de expertos) una puntuación nítida, en forma de intervalos, en referencia a la evaluación del desempeño de una
tarea (por una prueba o test rápido de desempeño), entonces, decidir cuál es el grado de destreza del trabajador
en el desempeño de la tarea en cuestión (durante una actividad normal y no en una prueba o test rápido), es
decir, clasi…car la tarea, con respecto a dicho trabajador, en una de las cinco clases mencionadas anteriormente,
según la tarea sea desempeñada por dicho trabajador, torpemente, atolondradamente, con soltura, con pericia, o
con habilidad sorprendente.

Para poder hallar funciones de inclusión para las a posteriori inferior y superior —cfr. §16.5—, debemos
comenzar por hallar funciones de inclusión ¤eL para los términos eL que expresan la evidencia borrosa. Como
comentábamos, dada la facilidad de su tratamiento computacional, lo usual es suponer que se trate de números
borrosos triangulares o trapezoidales. Así, por ejemplo, dado el número borroso triangular:

T (x; a; b; c) = max

µ
min

µ
x¡ a
b¡ a ; 1;

c¡ x
c¡ b

¶
; 0

¶
(16.46)

observemos que una función de inclusión para él, es:

¤T ([x] ; a; b; c) = [T (x0; a; b; c); T (x1; a; b; c)]Âx1·b (16.47)

+ [T (x1; a; b; c); T (x0; a; b; c)]Âb·x0
+ [minfT (x0; a; b; c); T (x1; a; b; c)g; 1]Âx0<b<x1

donde ÂP denota la función característica del predicado P :

ÂP =

½
1 si P es cierto
0 si P es falso

16.8.1 Estimación de máxima verosimilitud

Datos precisos

En (16.1), supongamos que n = 1 y eÂ1 = e = 6:5 2 R, o que e = 6:5 es un valor numérico medio, agregado
a partir de las puntuaciones asignadas por varios expertos (los n datos de la muestra) para el desempeño.
De acuerdo con (15.16) y con las de…niciones triangulares de los valores borrosos eL —cfr. Tabla 15.1—, las
verosimilitudes numéricas de las hipótesis para esta evidencia se muestran en la Tabla 16.2. A partir de estos
resultados, obtenidos sólamente con la información muestral, podemos deducir que el MLE —cfr. Ec. 16.2—
para la destreza del trabajador en el desempeño de la tarea es: bHEMV =con pericia.

L(¢j6:5) /
torpemente 0:120

atolondradamente 0:196
con soltura 0:370
con pericia 0:430

con habilidad sorprendente 0:120

Tabla 16.2: Verosimilitudes numéricas.
—Fuente: Elaboración propia.

Datos no precisos

Asumamos ahora que los expertos deciden puntuar con intervalos y no con valores numéricos precisos. En la
Ec. (16.1), suppongamos que n = 1 y eÂ1 = [e] = [6; 7] 2 IR. De acuerdo con (16.26), y con las de…niciones
triangulares de los valores borrosos eL —cfr. Tabla 15.1—, y con (16.47), las verosimilitudes con valoración
en intervalos, de las hipótesis para esta evidencia se muestran en la Tabla 16.3. A partir de estos resultados,
obtenidos, de nuevo, sólamente con la información muestral, podemos deducir que el estimador de máxima
verosimilitud —cfr. Ec. 16.2— para la destreza del trabajador en el desempeño de la tarea es bHMLE =con
pericia.
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L(¢j [6; 7]) /
torpemente [:006; :018]

atolondradamente [:108; :284]
con soltura [:202; :538]
con pericia [:282; :578]

con habilidad sorprendente [:008; :016]

Tabla 16.3: Verosimilitudes valoradas en inter-
valos.
—Fuente: Elaboración propia.

Parece obvio que, al trabajar con intervalos, debemos saber cómo ordenarlos. No obstante, debemos observar
que los intervalos [:202; :538] y [:282; :578] coinciden en un 68 por ciento de su unión. Es decir, la a…rmación
de que [:282; :578] es mayor que [:202; :538] sólo se mani…esta en un 32 por ciento frente a la a…rmación de su
igualdad que se mani…esta en el 68 por ciento restante.

16.8.2 Estimación MAP bayesiana borrosa

De acuerdo con lo expuesto en §16.5, y en las Tablas 15.2 y 15.3, podemos calcular las probabilidades a posteriori
inferior y superior normalizadas. Estas probabilidades se muestran en la Tabla 16.4.

[¤ l (¢j [6; 7]) /;¤ u (¢j [6; 7]) /]
torpemente [0:00183; 0:01412]

atolondradamente [0:05745; 0:29422]
con soltura [0:57838; 0:89804]
con pericia [0:03558; 0:16739]

con habilidad sorprendente [0:00049; 0:00253]

Tabla 16.4: Probabilidades a posteriori valoradas en intervalos.
—Fuente: Elaboración propia.

A la luz de estos resultados, podemos decir que cuando estamos ante un trabajador al que se le ha asignado
(en media, por una comisión evaluadora de expertos) una puntuación (en forma de intervalos) de [6; 7] en
referencia a la evaluación del desempeño de una tarea (por una o varias pruebas o tests rápidos de desempeño),
entonces, esperamos que este trabajador desempeñe con soltura la tarea (durante una actividad normal y no en
una prueba o test rápido).

16.9 Resumen

«Cuando decimos que una cosa es in…nita, solamente queremos decir que no somos capaces de concebir sus
límites y sus términos: no es de esa cosa de la que tenemos una concepción, sino de nuestra incapacidad.»
—Thomas Hobbes <Leviatán>

Toda distribución de probabilidad asigna un valor preciso de probabilidad a cada hipótesis, por lo
que no asume la existencia de incertidumbre. Pero si la información a priori es escasa, existe incertidumbre.
Fundamentalmente, existen dos metodologías para tratar esta incertidumbre: el análisis de sensibilidad
bayesiano, que asume la existencia de una distribución a priori ideal que modela, en teoría, la incertidumbre a
priori, una vez asumido un error debido a ciertas limitaciones, por ejemplo en la asignación de las probabilidades,
y la teoría de las probabilidades imprecisas, según la cual, una distribución de probabilidad precisa, por
ella sóla, no puede considerarse como un modelo razonable para la incertidumbre a priori, proponiendo que, en
vez de una única distribución, usemos una clase M de distribuciones a priori, de tal manera que cada a priori
de M se actualiza mediante la regla de Bayes, generando una clase de distribuciones a posteriori.
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En nuestro caso, representamos estas clases de distribuciones por intervalos de medidas. En §16.4, adoptamos
la propuesta deWalley, Gurrin y Burton para calcular las probabilidades a posteriori inferior y superior, si
bien demostramos que no son verdaderas probabilidades pues la inferior es superaditiva y la superior, subaditiva,
aunque el reparto de masas total que efectuan ambas «probabilidades» conjuntamente, es consistente.

En §16.5 de…nimos las extensiones naturales a intervalos de las probabilidades inferior y superior,
a partir de la extensión natural de la función de verosimilitud para un valor numérico de la evidencia, al caso de
que ésta se valore con intervalos. En §16.8 continuamos el estudio comenzado en §15.3, con respecto al grado
de destreza en el desempeño de una tarea, en relación a lo expuesto en este capítulo. El problema es: dado un
trabajador, al que se le ha asignado (p. ej., en media, por una comisión evaluadora de expertos) una puntuación
nítida, en forma de intervalos, en referencia a la evaluación del desempeño de una tarea (por una prueba o
test rápido de desempeño), entonces, decidir cuál es el grado de destreza del trabajador en el desempeño de
la tarea en cuestión (durante una actividad normal y no en una prueba o test rápido), es decir, clasi…car la
tarea, con respecto a dicho trabajador, en una de las cinco clases mencionadas anteriormente, según la tarea
sea desempeñada por dicho trabajador, torpemente, atolondradamente, con soltura, con pericia, o con habilidad
sorprendente.

Para poder hallar funciones de inclusión para las a posteriori inferior y superior, debemos comenzar por
hallar funciones de inclusión ¤eL para los términos eL que expresan la evidencia borrosa. Como comentábamos,
dada la facilidad de su tratamiento computacional, lo usual es suponer que se trate de números borrosos
triangulares o trapezoidales.

Una vez aplicado el método podemos presentar conclusiones como la siguiente: «A la luz de estos resultados,
podemos decir que cuando estamos ante un trabajador al que se le ha asignado (en media, por una comisión
evaluadora de expertos) una puntuación (en forma de intervalos) de [6; 7] en referencia a la evaluación del
desempeño de una tarea (por una o varias pruebas o tests rápidos de desempeño), entonces, esperamos que este
trabajador desempeñe con soltura la tarea (durante una actividad normal y no en una prueba o test rápido).»





«Hemos de aceptar el hecho de que la exactitud respecto al comportamiento humano parece ser imposible.»
—Charles A. Dailey y Frederick C. Dyer [138] (p. 78)

Como decíamos en el capítulo anterior, ha sido muy habitual el representar las probabilidades
por números reales del intervalo [0; 1]. Sin embargo, esta es sólo una posibilidad, y quizás no sea la
más frecuente. Allí tratamos el caso de que las probabilidades se representasen por intervalos. Este
capítulo lo dedicamos a las palabras. «Gran probabilidad», «mucha probabilidad», «probabilidad
baja», etc., son expresiones frecuentes en nuestro lenguaje natural.
El origen de estas expresiones está en una información insu…ciente, en una falta de datos, que nos
impide estimar de manera precisa las probabilidades. Las anteriores son ejemplos de «probabili-
dades» lingüísticas o cualitativas, pero también empleamos intervalos de probabilidades numéricas
(«la probabilidad está entre 1=5 y 1=4»), intervalos de «probabilidades» lingüísticas («con una pro-
babilidad media-baja») o probabilidades de segundo orden («la verdad es que hay una probabilidad
bastante alta de que la probabilidad de que llueva mañana esté entre 0:2 y 0:3»).
Tradicionalmente, también se ha exigido la aditividad en los juicios basados en probabilidades o
frecuencias (esto es, si la frecuencia asignada a un suceso es igual a la suma de las frecuencias
asignadas a un conjunto exhaustivo de componentes suyas, mutuamente excluyentes). Pero, de
nuevo, en las relaciones humanas, esta es una mera posibilidad. Es mucha la evidencia, por ejemplo,
a favor de la Teoría del Soporte, de Amos Tversky y Derek J. Koehler [49], según la cual lo más
frecuente es la subaditividad.

17.1 Algunas maneras de expresar lo impreciso

«Nada es indescriptible salvo el vacío. Nada es inmutable, salvo lo que no existe.»
—Gilbert Sinoué [152] (p. 409)

Pensemos en la expresión de una cali…cación. Habitualmente, usamos una escala numérica o una escala
de palabras, dependiendo fundamentalmente de la medida en que consideremos cuantitativa o cualitativa la
propiedad cali…cada. El uso de estas escalas puede ser simple, usando un número o una palabra, o compuesto,
usando un intervalo de números o de palabras. Asimismo, podríamos pensar en utilizar intervalos de tipo n
(intervalos cuyos extremos son intervalos de tipo n¡ 1, siendo los de tipo 1 los ordinarios). En nuestros actos
de comunicación, lo más frecuente es considerar cualquiera de las siguientes cuatro formas para expresar una
cali…cación.

² un número: «En la prueba de diseño, Sara ha obtenido, sobre 10, un 7; 734»1;

1Cfr. pág. 155, donde criticamos el uso de cali…caciones con tantos decimales.
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² un intervalo de números: «El grado de destreza que Marina ha demostrado en la prueba de composi-
ción, está, sobre 10, entre el 6 y el 7»;

² una palabra: «Podemos decir que Sara es bastante autónoma»; «En la prueba de diseño, Sara ha
obtenido un notable»;

² un «intervalo» de palabras: «Podemos decir que el grado de curiosidad de Marina es medio-alto»;
«El grado de destreza que Marina ha demostrado en la prueba de composición, está, sobre diez, entre
el seis y el siete».

Cuando expresamos una cali…cación con un número, pecamos de esa exactitud rigurosa, de esa precisión en
los datos, que sólo Dios posee —lo mismo sucede con respecto a los intervalos de tipo n > 2—. Cualquiera de
las otras tres soluciones parece más humana. La naturaleza de estos datos es responsable de su imprecisión.
Podemos suponer la existencia de un valor numérico exacto ideal2, para ser asignado al valor observado que,
debido a ciertas limitaciones, no podemos medir con exactitud3.

Una forma clásica es usar un procedimiento estadístico utilizando algún modelo estocástico, entendiendo la
evidencia numérica como la realización de una variable aleatoria, por lo general asumiendo que se distribuye
según una normal, y valorar la incertidumbre como desviación típica —cfr. Lindley [44] (cap. 5)—. Pero,
¿por qué asumir esa distribución de probabilidad? Aún más, ¿por qué usar una distribución de probabilidad?
Queremos decir, ¿por qué asumimos el azar como la naturaleza de la imprecisión de los datos? ¿Realmente
creemos que la esencia de no poder medir con exactitud un valor observado es el azar? ¿Que es una situación
equivalente a tirar una moneda, un dado, o a otro modelo estocástico? ¿Por qué no usar alguna aproximación
no-estocástica para describir esta clase de conocimiento imperfecto puntual, en un momento dado?

² ¿Es aleatorio que un profesor imparta un día mal sus clases? Desde el punto de vista de la monotonía de
la precisión respecto de la información (a priori), sí (y así lo admitimos, y así trabajamos), pero no lo es
«a toro pasado». Nada hay aleatorio en no saber clasi…car cómo ha impartido una clase un profesor un
determinado día, si muy mal, mal, casi normal, algo mejor de lo normal, bien o muy bien. O, ¿tiramos un
dado, y dejamos que el azar decida?

«La probabilidad de que Sara desempeñe con pericia la tarea T es alta.»

² ¿Es aleatorio que un concepto se le «resista» a un alumno? Parece lógico que habrá que considerar
per…les cognitivos anteriores del alumno como información previa para poder inferir la probabilidad de
que un alumno tenga o no di…cultades en el aprendizaje de un concepto determinado. Pero, la naturaleza
de nuestra indecisión para clasi…car el grado de conocimiento que el estudiante posee del concepto no es
aleatoria. El concepto no está aprendido aún, está casi aprendido, está aprendido, está más que aprendido
—queriendo decir esto que el estudiante ha incorporado conocimiento extra—, o está mucho más que
aprendido. La culpa de no saber clasi…car no es del azar, sino de la no precisión en las fronteras de estos
adjetivos, esto es, de la vaguedad del lenguaje.

«La probabilidad de que Marina haya aprendido el concepto C es media.»

² ¿Es aleatorio que una persona se sienta molesta? Hay que pensar en la causa. Si ésta es conocida y se han
producido interacciones previas causa-persona, entonces podrá inferirse la probabilidad de que la causa
provoque en la persona un grado de molestia muy bajo, suave, moderado, intenso o severo. De nuevo, la
di…cultad proviene de la vaguedad inherente al lenguaje natural.

«La probabilidad de que el ruído R provoque en Montaña un grado de molestia intenso es muy alta.»

Nuestro espíritu es el de Didier Dubois y Henri Prade [165], tender puentes y no barreras, entre lo probable
y lo posible, entre la probabilidad y la borrosidad.

Suponemos que los datos (la evidencia nítida) son imprecisos y los representamos, en vez de con números,
bien con intervalos, bien con palabras. Ciertamente inspirados por el modelo de probabilidades imprecisas

2Este ideal es kantiano, no tiene porqué suponer la existencia de un ente que sea consciente de su valor. Se trata de la cuarta
posibilidad sobre el origen psicológico de la vaguedad que comentábamos en la Sección §4.2: la vaguedad es ignorancia —cfr.
Williamson [355]; Bonini, Osherson, Viale y Williamson [360].

3Las limitaciones de cualquier ente construido por humanos son limitaciones humanas. A …n de cuentas, la interpretación
…nal de los resultados es humana. Cuando ésto deje de ser así, nosotros seremos el mecanismo bajo su mando. Ese punto
hiper-descartiano(¤), sin retorno, ese triunfo de la automática, de suceder pronto, será el …nal del progreso y la postrimería de la
humanidad.
(¤) En …losofía, se conoce como automatismo a la hipótesis de Descartes según la cual la materia viva carece de diferencia

especí…ca con respecto a la materia inerte.
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—cfr. §16.3 de la presente Tesis—, la idea subyacente de nuestra aproximación, para los tres ejemplos que
proponemos, es la suposición de que ningún valor numérico preciso puede considerarse como una puntuación
razonable para asignarla:

² a un trabajador en relación al grado de destreza en el desempeño de una tarea;
² a un estudiante en relación al grado de comprensión, aprendizaje o conocimiento de un concepto;
² a un valor observado de nivel sonoro.

De aquí que el proceso de inferencia bayesiana borrosa hace que las conclusiones estadísticas se expresen en
términos de probabilidades inferiores y superiores, en el caso de intervalos, y de cuasi-probabilidades
o probabilidades lingüísticas, en el segundo (aunque como decíamos también permitimos intervalos de
probabilidad lingüística).

«La probabilidad de que Sara desempeñe con pericia la tarea T está entre el 80 y el 90 por ciento.»

«La probabilidad de que el ruido R provoque en Montaña un grado de molestia intenso está entre alta y
muy alta.»

17.2 Cuasi-probabilidad lingüística

«Lo “nuevo” place, pero no en los primeros días.»
—Benito Jerónimo Feijoo <Teatro crítico> (1726-1740)
(las comillas son nuestras)

Pasamos a de…nir lo que nosotros entendemos y, por tanto, proponemos, como cuasi-probabilidad lingüística.
Para ello, entenderemos por cero y uno, dos términos lingüísticos, siempre disponibles, que se caracterizan por
ser conjuntos borrosos abiertos, por la izquierda y por la derecha, respectivamente —cfr. Def. 9—, esto es, tal
que limu#0 cero(u) = 1, limu"1 cero(u) = 0, limu#0 uno(u) = 0 y limu"1 uno(u) = 1.

De…nición 289 Sea U un universo no vacío de discurso yM(U) una ¾-álgebra en U. Sea L ([0; 1]) un conjunto
de términos lingüísticos. Llamamos asignación lingüística de medida de conjuntos a cualquier función
¹ :M(U)! L([0; 1]) que satisfaga:

i) ¹(?) = cero
ii) (8A;B 2M(U)) (B µ A =) ¹(B) ¹ ¹(A))
iii) ¹(U) = uno

donde ¹ es un orden de…nido en L([0; 1]).

Usualmente, por ejemplo en control borroso, L ([0; 1]) µ N ([0; 1]), es decir, los términos lingüísticos se
representan mediante números borrosos. Si este es el caso, entonces, obsérvese que una asignación lingüística
de medida de conjuntos es un caso particular de asignación básica normalizada de medida de conjuntos con
valoración borrosa —cfr. Def. 209.

De…nición 290 Sea U un universo no vacío de discurso yM(U) una ¾-álgebra en U. Sea L ([0; 1]) un conjun-
to de términos lingüísticos. Denominamos cuasi-probabilidad lingüística a toda asignación lingüística de
medida de conjuntos ¹ :M(U)! L([0; 1]) que sea ¾-subaditiva (subaditiva si U es …nito):

8fAngn2N ½M(U) :
Ã
(8i; j 2 N)(Ai \Aj(6=i) 6= ?) =) ¹

Ã[
n2N

An

!
µ
M
n2N

¹(An)

!
(17.1)

De…nición 291 De un procedimiento de borrosi…cado —esto es, de un procedimiento, llamémosle b, mediante
el cual, a cada número u 2 D µ R, le sea asignado un conjunto borroso b(u) 2 F(R)—, decimos que es un
borrosi…cado monótono creciente —en realidad, un homomor…smo de orden (o isotonía)— si:

(8u; v 2 D µ R) (u · v =) b (u) ¹ b (v)) (17.2)

siendo ¹ un orden entre números borrosos.
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De…nición 292 Llamamos borrosi…cado natural a la función n : [0; 1]! L ([0; 1]), de…nida por:

n (u) = argmax feL (u) : eL 2 L ([0; 1])g (17.3)

Lema 293 El borrosi…cado natural n es un borrosi…cado monótono creciente respecto al orden natural ¹
entre etiquetas lingüísticas —según su signi…cado en nuestra lengua natural, por ejemplo, si:

L ([0; 1]) = fbaja, media, altag

entonces:

baja ¹ media ¹ alta

Teorema 294 Sea U un universo no vacío de discurso y M(U) una ¾-álgebra en U. Sea P : M(U) ! [0; 1]

una probabilidad sobre (U ;M(U)). La función eP :M(U)! L ([0; 1]), de…nida como:
eP (A) = n (P (A)) (17.4)

donde n es el borrosi…cado natural, es una cuasi-probabilidad lingüística.

Demostración. En efecto. Veamos primero que eP es una asignación lingüística de medida de conjuntos.
La Fig. ?? muestra el supuesto de este teorema.

 
 
 A 

 
P(A) 

A [0,1] F([0,1]) 

n(P(A)) 

Por de…nición: Ran¹ µ L ([0; 1]). Además, por ser P una probabilidad:

eP (?) = n (P (?))
= n (0)

y:

eP (U) = n (P (U))
= n (1)

o sea, un 0 y un 1 borrosos, resultados de la acción del borrosi…cado natural n sobre 0 y 1, nítidos, respectiva-
mente. Al ser P una probabilidad, también se satisface:

(8A;B 2M(U)) (B µ A =) P (B) · P (A))

y por ser n un borrosi…cado monótono creciente, si P (B) · P (A), entonces n(P (B)) ¹ n(P (A)). Por tanto,
8A;B 2M(U), si B µ A:

eP (B) = n(P (B))

¹ n(P (A))

= eP (A)
Veamos ahora que a eP es ¾-subaditiva. En efecto, por ser eP una cuasi-probabilidad lingüística, proviene de
una probabilidad P sobre (U ;M(U)), que por de…nición es ¾-aditiva, es decir:

8fAngn2N ½M(U) :
Ã
(8i; j 2 N)(Ai \Aj(6=i) 6= ?) =) P

Ã[
n2N

An

!
=
X
n2N

P (An)

!
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Por tanto:

eP Ã[
n2N

An

!
= n

Ã
P

Ã[
n2N

An

!!

= n

ÃX
n2N

P (An)

!
µ

M
n2N

n (P (An))

=
M
n2N

eP (An)
Esta subaditividad de las cuasi-probabilidades lingüísticas no debe extrañarnos4. Por un lado, tal como está

de…nida la suma de intervalos, la anchura del intervalo suma es la suma de las anchuras, lo cual se re‡eja en la
suma de números borrosos, pues esta se realiza recorriendo los ®-cortes —cfr. 4.31 (pág. 65) y Fig. 4.40 (pág.
65)—. De este modo, si x e y son números nítidos, entonces:

]x+ y µ ex+ ey (17.6)

Por otro, al menos desde la perspectiva lingüística. Los modelos normativos de juicios probabilistas suponen
invarianza con respecto a la descripción, esto es, la probabilidad de un suceso no depende de la descripción
del mismo. Pero esto no es cierto. Por ejemplo, las personas asignan una probabilidad menor a la hipótesis
«empaquetada»: «Muerte por homicidio, más que muerte accidental» que a la hipótesis coextensiva «desem-
paquetada»: «Muerte por homicidio, por un conocido o por un extraño, más que muerte accidental» —cfr.
Rottenstreich y Tversky [1365].

Amos Tversky y Derek J. Koehler, con su teoría del soporte [49],

Tradicionalmente, se ha exigido normativamente la aditividad en los juicios basados en probabilidades o
frecuencias (esto es, si la frecuencia asignada a un suceso es igual a la suma de las frecuencias asignadas a
un conjunto exhaustivo de componentes suyas, mutuamente excluyentes). Pero, de nuevo, en las relaciones
humanas, esta es una mera posibilidad. Es mucha la evidencia, por ejemplo, a favor de la teoría del soporte de
Amos Tversky y Derek J. Koehler [49], quienes sugieren que las probabilidades subjetivas no se asignan a
sucesos sino a descripciones de sucesos o hipótesis, y de la cual se deriva que lo más frecuente es la subaditividad.

Una de los supuestos básicos de la Teoría del soporte es que la disociación de una hipótesis H en un conjunto
de sub-hipótesis exhaustivas y mutuamente excluyentes, siempre tiene un sentido positivo, al verse incrementado
el soporte de H:

s(H) · s(H1 _H2 _ : : : _H2) (17.7)

Es decir, subaditividad, la cual ha sido con…rmada en diversas experiencias —cfr. v. gr. Rottenstreich y
Tversky [1365]; Bearden y Wallsten [1366].

No obstante, otros autores argumentan aunque puede tener un efecto negativo (decremento del soporte
o la evidencia), de modo que nuestro juicio de probabilidades es superaditivo —cfr. Shafer [1265]—. De
todos modos, esto ocurre para instancias poco representativas —cfr. Macchi, Osherson y Krantz [1367];
Hadjichristidis, Sloman y Wisniewski [1368].

17.3 Probabilidad lingüística

«Nada debería recibir un nombre, por miedo a que ese mismo nombre lo transforme.»
—Virginia Wolf, <Las olas> (1931)

4 Marcilia Andrade Campos, en su tesis doctoral [1364], construye una probabilidad intervalar, basada en sustituir un número
por el intervalo formado por las aproximaciones racionales inferior 5x y superior 4x, respectivamente, del número real:

x! [5x;4x] (17.5)

extendidas a la mayor precisión posible que permita la aritmética de coma ‡otante con la que se trabaje. Este intervalo es único.
Marcilia lo denomina intervalo de exactitud máxima. Al trabajar con ellos, Marcilia consigue que su probabilidad intervalar
sea ¾-aditiva.
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Supongamos, como acontece en control borroso, que L ([0; 1]) µ N ([0; 1]), es decir, que los términos lingüís-
ticos se representan mediante números borrosos.

De…nición 295 De un procedimiento de borrosi…cado —esto es, de un procedimiento, llamémosle b, mediante
el cual, a cada número u 2 D µ R, le sea asignado un conjunto borroso b(u) 2 F(R)—, decimos que es un
borrosi…cado numérico, precisamente si:

b(u) 2 N(R) ^ (8u 2 D µ R) (u 2 core b(u)) (17.8)

y que es un borrosi…cado cuasi-numérico, precisamente si:

b(u) 2 CN(R) ^ (8u 2 D µ R) (u 2 cima b(u)) (17.9)

siendo:

cima(A) = fy 2 U : y = argmax
u2U

fA(u)gg (17.10)

Pues bien, en el caso de ser L ([0; 1]) µ N ([0; 1]), exigiremos que el borrosi…cado natural n, sea numérico;
hablaremos del borrosi…cado numérico natural (que además es monótono creciente respecto al orden
natural ¹ entre etiquetas lingüísticas).

De…nición 296 Sean U un universo de discurso no vacío y …nito y M(U) una ¾-álgebra en U. Consideremos
U como un sistema completo de sucesos. Decimos que una asignación lingüística de medida de conjuntos
¹ :M(U)! L ([0; 1]) es una probabilidad lingüística, precisamente si:

L ([0; 1]) µ N ([0; 1]) (17.11)

y si es lingüísticamente aditiva: M
A2U

¹ (A) = uno (17.12)

Teorema 297 Sea U un universo no vacío de discurso, …nito, y M(U) una ¾-álgebra en U. Sea P :M(U)!
[0; 1] una probabilidad sobre (U ;M(U)). Toda cuasi-probabilidad lingüística eP : M(U) ! L ([0; 1]), de…nida
como: eP (A) = n (P (A))
cuyo borrosi…cado n sea el borrosi…cado numérico natural, es una probabilidad lingüística.

Demostración. En efecto. Veamos que eP es lingüísticamente aditiva (es decir, es una distribución de
probabilidad sobre el sistema completo de sucesos en que consiste el universo de discurso). Por ser n el
borrosi…cado numérico natural:

L ([0; 1]) µ N ([0; 1])
Además, por ser n un borrosi…cado numérico y:

n

ÃX
A2U

P (A)

!
µ
M
A2U

n (P (A))

entonces:

1 2 core n (1) , 1 2 core n ¡PA2U P (A)
¢

) 1 2 coreLA2U n (P (A))
, 1 2 coreLA2U eP (A)

de donde, por ser la suma de números borrosos, un número borroso, tenemos:M
A2U

eP (A) = uno
De…nimos el suceso complementario de un suceso A, y lo notamos Ac, como aquél que satisface:

eP (A)© eP (Ac) = uno (17.13)
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Ejemplo 298 Por ejemplo, consideremos el conjunto de términos lingüísticos:

L([0; 1]) = fnula, muy baja, baja, media, alta, muy alta, sobresalienteg
de…nidos como números borrosos triangulares según la Tabla 17.1.

a b c

nula ¡1=6 0 1=6
muy baja 0 1=6 1=3
baja 1=6 1=3 1=2
media 1=3 1=2 2=3
alta 1=2 2=3 5=6

muy alta 2=3 5=6 1
sobresaliente 5=6 1 7=6

Tabla 17.1: Parámetros de los valores borrosos triangulares que representan a los
términos lingüísticos que se muestran.

Sea U = fcara; cruzg. Observemos que:
T (0; 0; 25; 0; 5)© T (0; 5; 0; 75; 1) = T (0; 5; 1; 1; 5)

es decir:

baja© alta = uno
por lo que es coherente hablar de cara y cruz como de sucesos complementarios.

17.4 Particiones de enteros y el número de distribuciones de pro-
babilidad lingüística para n palabras

«Los guías siempre van en línea recta. Sólo se pierden quienes los siguen ciegamente.»
—Vlada Bulatovic-Vib <Un paso atrás>

Consideremos de nuevo el ejemplo anterior. Observemos la Tabla 17.1. Si los valores de b: 1=6; 1=3; 1=2; 2=3; 5=6,
los expresamos con denominador común 6: 1=6; 2=6; 3=6; 4=6; 5=6, entonces, el problema consiste en enumerar
efectivamente todas las particiones no restrictivas de 6, en sumas, con los elementos f1; 2; 3; 4; 5g. Por ejemplo,
la Tabla 17.2 muestra las particiones de 6.

Particiones no unitarias de 6 con respecto a f1; 2; 3; 4; 5g
i) 1 + 1 + 1 + 1 + 1 + 1 vi) 1 + 5
ii) 1 + 1 + 1 + 1 + 2 vii) 1 + 2 + 3
iii) 1 + 1 + 1 + 3 viii) 2 + 2 + 2
iv) 1 + 1 + 4 ix) 2 + 4
v) 1 + 2 + 2 x) 3 + 3

Tabla 17.2: Ejemplo de descomposición de un entero positivo, en este caso del
número 6, sin tener en cuenta el orden.

Si pensamos en las distribuciones de probabilidad posibles, debemos considerar también la partición unitaria:

xi) 6

Además, al considerar el 0, entonces el número de 11 particiones anteriores pasa a ser in…nito, al poder sumar
cuantos ceros queramos (aunque no podamos), p. ej.:

1 + 5 + 0 + : : :+ 0

e incluso:

1 + 5 + 0+ : : :
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que corresponden a la distribución sobre un conjunto de n+ 2 referentes:

fmuy baja;muy altag [ fnula; (n): : :; nulag

y a:

fmuy baja;muy altag [ fnula; nula; (@0): : : g

respectivamente.

De este modo, para nuestro ejemplo, las distribuciones de probabilidad posibles son las que muestra la Tabla
17.3.

i) fmuy baja;muy baja;muy baja;muy baja;muy baja;muy bajag [ fnula; nula; (n_@0): : : g
ii) fmuy baja;muy baja;muy baja;muy baja;bajag [ fnula; nula; (n_@0): : : g
iii) fmuy baja;muy baja;muy baja;mediag [ fnula; nula; (n_@0): : : g
iv) fmuy baja;muy baja; altag [ fnula; nula; (n_@0): : : g
v) fmuy baja; baja; bajag [ fnula; nula; (n_@0): : : g
vi) fmuy baja;muy altag [ fnula; nula; (n_@0): : : g
vii) fmuy baja; baja;mediag [ fnula; nula; (n_@0): : : g
viii) fbaja; baja; bajag [ fnula; nula; (n_@0): : : g
ix) fbaja; altag [ fnula; nula; (n_@0): : : g
x) fmedia;mediag [ fnula; nula; (n_@0): : : g
xi) fsobresalienteg [ fnula; nula; (n_@0): : : g

Tabla 17.3: Distribuciones de probabilidad posibles, para el ejemplo de partición
lingüística dado en la Tabla 17.1.

Insistimos, querido lector, cada cosa en su sitio. Las probabilidades lingüísticas sirven para comunicarnos
los humanos en nuestra lengua natural, y de hecho, coloquialmente, son las que más usamos:

«La probabilidad de que Marina haya aprendido el concepto C es alta.»

«La probabilidad de que Sara desempeñe con pericia la tarea T es muy alta.»

«La probabilidad de que el ruído R provoque en Montaña un grado de molestia intenso es baja.»

17.5 Propagación bayesiana borrosa de imprecisión borrosa en la
evidencia

«Lo visible abre nuestros ojos a lo invisible.»
—Anaxágoras <Fragmentos>

La probabilidad lingüística no extiende el método FBP que hemos propuesto anteriormente. FBP modela la
imprecisión de la a posteriori mediante dos distribuciones, una a posteriori inferior y una a posteriori superior.
Lo único que suponemos sobre «la» a posteriori es que, precisamente, no podemos decir «la» a posteriori, pues
suponemos que la imprecisión en los datos, hace que no podamos admitir una única a posteriori como modelo.

En resumen, FBP no proporciona una probabilidad que toma valores en I[0; 1], sino dos probabilidades
valoradas numéricamente.

Lo que sí sucede a veces, en el devenir cotidiano, es que nos falta el cali…cativo adecuado, y lo sustituimos
por dos cali…cativos contiguos —a lo que usualmente uno se re…ere como sobreclasi…car—. Por ejemplo:

«Podemos a…rmar que Marina
ha aprendido el concepto C

con una probabilidad entre alta y muy alta.»

Proponemos modelar esta situación modi…cando FBP, de manera que la imprecisión de la a posteriori quede
expresada mediante dos distribuciones de probabilidad lingüística, una a posteriori inferior y una a posteriori
superior.
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Consideremos un per…l descriptor fhRi; (Ei0;Ei1)i : i = 1; : : : ; ng, donde Ri denota el ítem (tarea, concepto
o ruido, en nuestros ejemplos), Ei0 y Ei1 son valores borrosos de [0; 1], que acotan borrosamente nuestra
incertidumbre acerca de la evidencia referida a Ri.

[E10, E11] [E20, E21] [E30, E31] ... ... [En0, En1] ... 

R1 R2 R3 ... ... Rn 

Observe el lector que no hemos insistido sobre que estos conjuntos sean los que deben ser, sino que, sin más,
los hemos establecido como ciertos, como seguros, asignándoles probabilidad uno. Ya quisiéramos disponer
de escenarios controlables, pero la realidad es bien distinta. Quizás debiésemos partir de un per…l descriptor
«híbrido»5, donde Ei0 y Ei1, en vez de ser cotas seguras, fuesen las cotas más probables.

Ejemplo 299 Por ejemplo, supongamos que Ri representa el concepto «programación orientada a objetos».
Supongamos que un determinado alumno o alumna, ha realizado una prueba o examen acerca de este concepto.
Consideremos que para cali…car la prueba se usa una partición borrosa de [0; 1], compuesta de siete términos
lingüísticos: {nula, muy baja, baja, media, alta, muy alta, sobresaliente}, de…nidos por la Tabla 17.1. Parece
lógico pensar que el evaluador puede dudar entre dos de estos términos. Para el intervalo [Ei0; Ei1], sus extremos
Ei0 y Ei1, representan el término menor y el mayor, respectivamente, en el orden natural de la partición —o
sea, que si el evaluador duda entre muy alto y sobresaliente, entonces cuenta con la posibilidad de responder
[muy alto,sobresaliente], es decir, de responder de una manera natural «entre muy alto y sobresaliente».

Proponemos extender la función de verosimilitud al caso en que la evidencia es borrosa mediante:

eL(Hj jE) / X
eL2L(E)

feL(E)p(eLjHj) (17.14)

donde feL : F(E) ! F([0; 1]) es la extensión de eL : E ! [0; 1], por el teorema de extensión de Zadeh —cfr.
Teorema 300, para el caso de ser eL un número borroso triangular.

17.5.1 Extensión de un número borroso triangular

En el siguiente teorema, encontramos la expresión de…nitoria de la extensiónfeL : F(E)! F([0; 1]), de eL 2 L(E),
para el caso en que este último sea un número borroso triangular.

Teorema 300 Si eL 2 L(E) es un número borroso triangular de parámetros6 a; b; c, entonces, su extensiónfeL : F(E)! F([0; 1]), está de…nida, 8A 2 F(E), y 8y 2 [0; 1], mediante:

feL(A)(y) = ( 0 si heL < y

max
n
A
³
a+ b¡a

heL
y
´
; A
³
c+ b¡c

heL
y
´o

si y · heL (17.15)

Demostración. Si eL 2 L(E) es un número triangular:

eL : E ¡! [0; 1]

x 7¡! eL(x) = max
³
min

³
x¡a
b¡a ; 1;

c¡x
c¡b
´
; 0
´ (17.16)

entonces su extensión —por el teorema de extensión de Zadeh— a F(E) es:

feL : F(E) ¡! F([0; 1])
A 7¡! feL(A) (17.17)

donde: feL(A) : [0; 1] ¡! [0; 1]

y 7¡! feL(A)(y) = ( 0 si e¡1L (y) = ?
supx2e¡1L (y)A(x) si e¡1L (y) 6= ?

(17.18)

5 Recordemos que estas comillas encuentran su explicación en el Desenlace de nuestra Tesis.
6 Relajamos la notación de eL(x;a; b; c) a eL(x).
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Como, 8y 2 [0; 1]:
e¡1L (y) = fx 2 E : eL(x) = yg (17.19)

=

(
? si heL < yn

a+ b¡a
heL
y; c+ b¡c

heL
y
o

si y · heL (17.20)

obtenemos que la imagen de A 2 F(E) por la extensión feL, de eL a F(E), es el subconjunto borroso feL(A) 2
F([0; 1]), de…nido, 8y 2 [0; 1], mediante:

feL(A)(y) = ( 0 si heL < y

max
n
A
³
a+ b¡a

heL
y
´
; A
³
c+ b¡c

heL
y
´o

si y · heL (17.21)

Proponemos la extensión de la expresión (16.47) al caso de intervalos con extremos borrosos, de manera
natural:

¤ eT ([E] ; a; b; c) = h eT (E0; a; b; c); eT (E1; a; b; c)iÂx1·b (17.22)

+
h eT (E1; a; b; c); eT (E0; a; b; c)iÂb·x0

+ [minfeT (E0; a; b; c); eT (E1; a; b; c)g; 1]Âx0<b<x1
siendo ÂP la función característica del predicado P :

ÂP =

½
1 si P es cierto
0 si P es falso

(17.23)

y si eL es la triangular T (x; a; b; c), entonces explicitamos eT (Ei; a; b; c) como feL(Ei), donde feL viene dada por
(17.15).

17.5.2 Extensión de FBP

El miembro de la derecha en (17.14) es un número borroso, efectivamente computable, para todo x 2 [0; 1],
asociativa e iterativamente, a partir de la de…nición de suma de números borrosos, recorriendo L(E), pues
suponemos, sin lugar a dudas, que L(E) es …nito.

La suma de números borrosos es un número borroso —cfr. Klir y Yuan [46] (Teor. 4.2, pp. 106-109). Por
tanto, eL(Hj jE) (Ec. 17.14) es un número borroso.

Proponemos una función de inclusión ¤ eL(Hj j [E]) para eL(Hj jE), extendiendo el miembro de la derecha en
(17.14) al caso en que la evidencia venga dada por un intervalo de extremos borrosos [E], basándonos en una
función de inclusión ¤feL([E]) para feL(E) —cfr. v. gr. nuestra propuesta de extensión natural para el caso de
ser feL(E) un número borroso triangular, en la Ec. (17.22):

¤ eL(Hj j [E]) /
X

eL2L(E)
¤feL([E])p(eLjHj)


h³

¤ eL(Hj j [E])´
0
;
³
¤ eL(Hj j [E])´

1

i
donde, si [E] = [E0;E1], entonces: ³

¤ eL(Hj j [E])´
0
= ¤ eL(Hj jE0) (17.24)³

¤ eL(Hj j [E])´
1
= ¤ eL(Hj jE1) (17.25)

obedeciendo a la expresión (17.14).

Las verosimilitudes inferior y superior proporcionan una clase (de tipo inferior-superior) de a posteriori no
normalizadas extendidas a evidencia borrosa:

=¤ = f¤ ep¤ : 8Hj;¤el¤ (Hj j [E]) · ¤ ep¤ (Hj j [E]) · ¤eu¤ (Hj j [E])g (17.26)
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siendo:

¤el¤ (Hj j [E]) /
³
¤ eL(Hj j [E])´

0
p(Hj) (17.27)

¤eu¤ (Hj j [E]) /
³
¤ eL(Hj j [E])´

1
p(Hj) (17.28)

De manera semejante a la expuesta en §16.5, proponemos de…nir las a posteriori inferior y superior normal-
izadas, mediante:

¤el (Hj j [E]) = ¤el¤(Hj j [E])
¤el¤(Hj j [E]) +Pm

k=1
k 6=j ¤

eu¤(Hkj [E]) (17.29)

¤eu (Hj j [E]) = ¤eu¤(Hj j [E])
¤eu¤(Hj j [E]) +Pm

k=1
k 6=j ¤

el¤(Hkj [E]) (17.30)

De manera similar a como ocurría en §16.4, veamos que estas a posteriori normalizadas no son verdaderas
probabilidades sobre el sistema completo £ = fH1; : : : ;Hmg de hipótesis.

En efecto, según las de…niciones de las operaciones entre números borrosos a partir de operaciones entre sus
®-cortes —cfr. Ecs. (4.40-4.43)—, los ®-cortes de las distribuciones a posteriori normalizadas el y eu son, para
una hipótesis determinada Hj , y para todo ® 2 (0; 1]:

®
¤el(Hj j [E]) =

264
³el¤j´®

0³el¤j´®
1
+
Pm
k=1;k 6=j (eu¤k)®1 ;

³el¤j´®
1³el¤j´®

0
+
Pm
k=1;k 6=j (eu¤k)®0

375 (17.31)

®
¤eu(Hj j [E]) =

264 ¡eu¤j¢®0¡eu¤j¢®1 +Pm
k=1;k 6=j

³el¤k´®
1

;

¡eu¤j¢®1¡eu¤j¢®0 +Pm
k=1;k 6=j

³el¤k´®
0

375 (17.32)

donde el¤j  ¤el¤(Hj j [E]) y eu¤j  ¤eu¤(Hj j [E]).
Demostremos ahora que 1 2 core¤el(£j [E]). Consideremos el¤µ  ¤el¤(£j [E]) y denotemos por X®

0 y X®
1 los

extremos inferior y superior, respectivamente, del ®-corte de un subconjunto borroso X, entonces:

®
¤el(£j [E]) =

264
³el¤µ´®

0³el¤µ´®
1

;

³el¤µ´®
1³el¤µ´®
0

375 (17.33)

pues los sumatorios se extienden sobre el rango vacío.

Como para cualquier subconjunto borroso X, y para todo ® 2 (0; 1], X®
0 · X®

1 , entonces:

8® 2 (0; 1], 1 2 ®el(£j [E]) (17.34)

de donde:

1 2 core¤el(£j [E]) (17.35)

De manera similar, podemos demostrar que 1 2 core¤ eu(£j [E]).
De forma parecida a lo que veíamos en §16.4, podemos demostrar que:

¤el (Aj [E])© ¤el((£nA)j [E]) 4 UNO (17.36)

Notemos:

el¤C  ¤el¤(Cj [E]) (17.37)eu¤C  ¤eu¤(Cj [E]) (17.38)
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entonces:

¤el (Aj [E]) + ¤el((£nA)j [E])
= ¤el¤(Aj [E])

¤el¤(Aj [E]) + ¤eu¤((£nA)j [E]) + ¤el¤((£nA)j [E])
¤el¤((£nA)j [E]) + ¤eu¤(Aj [E])

=
el¤Aeu¤A + 2el¤Ael¤£nA + el¤£nAeu¤£nAel¤Aeu¤A + el¤Ael¤£nA + el¤£nAeu¤£nA + eu¤Aeu¤£nA (17.39)

=
ek + el¤Ael¤£nAek + eu¤Aeu¤£nA

donde ek es una constante borrosa. Utilizando un método cualquiera, pero coherente, de ordenación borrosa
—cfr. v. gr. Klir y Yuan [46] (pp. 405ss.)—, obtenemos (17.36).

De manera similar, podemos demostrar que:

¤eu (Aj [E])© ¤ eu((£nA)j [E]) < UNO
Igual que comentábamos en la Obs. 287, esta no aditividad muestra ser consistente en el reparto total de

masas, ya que ¤el y ¤eu reparten una masa total de probabilidad de DOS, entre cualquier conjunto A
y su complementario £nA (basta sumar la Ec. (17.39) y la correspondiente para el caso de la a posteriori
superior):

¤el (Aj [E]) + ¤el((£nA)j [E] + ¤eu (Aj [E]) + ¤eu((£nA)j [E]) = DOS (17.40)

Observación 301 En vez de usar puntuaciones numéricas o intervalos, podríamos pensar en usar valores
lingüísticos del conjunto de términos (15.26), como valores de la evidencia. En tal caso, no existe impre-
cisión en la evidencia. La meta de asignar una probabilidad a las palabras que caracterizarán el grado de destreza
en el desempeño (torpemente, atolondradamente, etc.) se consigue mediante un esquema bayesiano clásico en el
que tales palabras son las hipótesis y hay cinco valores de la evidencia —los cinco valores lingüísticos de L(E).

17.6 Imprecisión borrosa en la evidencia, en las a priori y en las
verosimilitudes

«El sueño de la razón produce monstruos.»
—Francisco de Goya (texto en un grabado suyo)

Para la partición borrosa heptadaria de…nida en la Tabla 17.1, la Tabla 17.4 muestra un ejemplo de cuasi-
probabilidades lingüísticas condicionadas, en concreto el borrosi…cado de las probabilidades condicionadas
recogidas en la Tabla 15.3. Por ejemplo, eP (muy bajo j con habilidad sorprendente) = nula, signi…ca que la cuasi-
probabilidad lingüística —entendiendo que representa un grado de creencia razonable o con…anza, más que una
frecuencia— de que un experto clasi…que como muy bajo el grado de destreza que hace referencia al desempeño
de una tarea por parte de un trabajador que en realidad lo hace con habilidad sorprendente, es nula. En este
caso:

eP (muy bajo) + eP (bajo) + eP (medio) + eP (alto) + eP (muy alto) = Ti(1=6; 1; 11=6)
donde Ti(1=6; 1; 11=6) denota la sección inicial de T (1=6; 1; 11=6) y es el que tomamos como UNO. Este número
borroso satisface que limu#0 UNO(u) = 0 y limu"1 UNO(u) = 1.

Por tanto, en este caso concreto:

eP (total) = eP (muy bajo [ bajo [medio [ alto [muy alto)
= Ti(1=6; 1; 11=6)
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muy bajo bajo medio alto muy alto
torpemente muy alta muy baja nula nula nula

atolondradamente muy baja baja baja muy baja nula
con soltura nula muy baja alta muy baja nula
con pericia nula nula nula alta baja

con habilidad sorprendente nula nula nula nula sobresaliente

Tabla 17.4: Cinco ejemplos de cuasi-probabilidades lingüísticas.
—Fuente: Elaboración propia.

17.7 Trabajando con per…les híbridos

«Lo real nos sirve para fabricar, bien o mal, un poco de ideal.»
—Anatole France <El jardín de Epicuro>

Consideremos un per…l descriptor fhRi; (Ei0;Ei1)i : i = 1; : : : ; ng, donde Ri denota el ítem (tarea, concepto
o ruido, en nuestros ejemplos), Ei0 y Ei1 son valores borrosos de [0; 1], que acotan borrosamente nuestra
incertidumbre acerca de la evidencia referida a Ri:

[E10, E11] [E20, E21] [E30, E31] ... ... [En0, En1] ... 

R1 R2 R3 ... ... Rn 

Con nuestra propuesta, hemos pasado a un per…l descriptor:

fhRi; [Pi0; Pi1]i : i 2 f1; : : : ; ng; j 2 f1; : : : ;mgg (17.41)

donde Pi0 y Pi1 son distribuciones de probabilidad —valoradas borrosamente— sobre el conjunto £ de las
hipótesis:

 

[P10, P11] 
 

[P20, P21] 
 

[P30, P31] 
 

... 
 

... 
 

[Pn0, Pn1] 
 

... 

R1 R2 R3 ... ... Rn 

Este per…l se concreta, caso de que tengamos que proporcionar una respuesta en esta fase, en un per…l
descriptor:

fRi;H¾(i); [p¾(i)0; p¾(i)1]® : i 2 f1; : : : ; ng; j 2 f1; : : : ;mgg (17.42)

... Hσ(1) 
[pσ(1)0, pσ(1)1] 

Hσ(2) 
[pσ(2)0, pσ(2)1] 

... Hσ(n) 
[pσ(n)0, pσ(n)1] 

R1 R2 ... Rn 

donde:

H¾(i) = argMAXH2£[pi0(H); pi1(H)] (17.43)

p¾(i)0 = pi0(H¾(i)) (17.44)

p¾(i)1 = pi1(H¾(i)) (17.45)

siendo p¾(i)0 y p¾(i)1, abreviaturas para las probabilidades a posteriori inferior y superior, valoradas borrosa-
mente:

p¾(i)0  ¤el ¡H¾(i)j [Ei0; Ei1]¢ (17.46)

p¾(i)1  ¤eu ¡H¾(i)j [Ei0; Ei1]¢ (17.47)
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y MAX está de…nida, por ejemplo, según (3.30).

En este momento, estamos ante un problema multicriterio, en dos niveles. Por un lado, los criterios o
factores principales son los ítems Ri. Por otro, los subcriterios, o factores secundarios, son los referentes, las
hipótesis de £.

Lo que proponemos para resolverlo es, para cada individuo, convertir su per…l descriptor del tipo dado por
la Ec. (17.41) en un per…l descriptor donde no intervengan probabilidades, en realidad, en un per…l descriptor
©-borroso de tipo 2, donde los extremos de los intervalos son subconjuntos borrosos ordinarios. Dése cuenta el
lector que con este tipo de per…les ya sabemos trabajar.

Para llevar a cabo esto, necesitamos saber medir la distancia o divergencia entre distribuciones de probabi-
lidad. Podemos hacerlo, directamente, esto es, a partir de las disimilitudes locales entre valores de las funciones
de distribución, o indirectamente, a partir de medidas locales entre valores de sus funciones de densidad asocia-
das. En este último caso, Krzanowski [50] distingue entre: medidas relacionadas con la medida de a…nidad
propuesta por Bhattacharyya, y medidas basadas en ideas de teoría de información. Todo ello lo recogemos
en el Apéndice B.

Al utilizar divergencias sin ponderar, no es necesario profundizar demasiado para advertir un inconveniente.

Ejemplo 302 En los ejemplos de desempeño de tareas o de evaluación de los aprendizajes, imagine
por un momento el lector sólo tres categorías: mal, regular, y bien. La distribución ideal de probabilidades,
según la partición borrosa de…nida en la Tabla 17.1, sería:

I ´ nula/mal+ nula/regular+ sobresaliente/bien
Piense en dos sujetos para los que se ha deducido:

P ´ muy baja/mal+muy alta/regular+ nula/bien

Q ´ muy alta/mal+muy baja/regular+ nula/bien

Resulta que, con cualquier medida de divergencia D:

D(I; P ) = D(I;Q)
pero nosotros, sin duda, preferimos al sujeto que tiene asociada P .

Ejemplo 303 Preguntamos a un grupo G1 de personas acerca de lo que ellos consideran “aproximadamente
igual” a 7 euros. Con casi absoluta certeza que todos considerarán 6:99 y 7:01 euros igual que 7. El referencial
es …nito, por ejemplo, X = [0; 14]N, y la opinión del grupo de personas se representa por una clase M1 de
distribuciones sobre X . Preguntado otro grupo G2, se obtiene otra claseM2 de distribuciones sobre X . ¿Cómo
medir la divergencia de opinión entre los grupos G1 y G2? ¿In‡uyen las disimilitudes horizontales? Sean por
ejemplo las distribuciones:

x p(x) q(x) r(x)
6:5 0 0 1=4
6:75 0 1=4 0
7 1 1=2 1=2
7:25 0 1=4 0
7:5 0 0 1=4

Parece natural que D(P;Q) debe ser menor que D(P;R). Sin embargo, cualquier medida de divergencia, de las
presentadas en la sección anterior, al no tener en cuenta la naturaleza de los sucesos en estudio, proporcionará
el mismo resultado.

Un modo de conseguir lo deseado es introducir una familia de ponderaciones no negativas en las divergencias
—cfr.§B.4 (pág. 496)—. Si w(x) denota el índice ponderal asociado a x, entonces, una solución al último ejemplo
sería exigir que w(6:5) > w(6:75) y que w(7:25) < w(7:5), esto es, cuanto más alejado de 7, las ponderaciones
deben ser mayores, de manera que la divergencia aumente.

Parece lógico pensar, pues, que el orden de preferencia determina el orden, en cuanto a magnitud, de los
índices ponderales (en el último ejemplo, 7 es lo preferido).

Algo similar haríamos en los casos de evaluación del desempeño o de los aprendizajes. La situación concreta
planteada en el Ejemplo 302 puede resolverse con una asignación de índices ponderales, concorde con nuestra



17.8. Razón de convergencia a la distribución ideal de probabilidades: De nuevo TOPSIS 439

estructura de preferencias, por ejemplo:

mal Ã 1=6

regular Ã 2=6

bien Ã 3=6

y, en general, una in…nidad de posibles elecciones, pues basta con que:

w(mal) < w(regular) < w(bien)

17.8 Razón de convergencia a la distribución ideal de probabili-
dades: De nuevo TOPSIS

«El recuerdo es activo. No es un objeto perdido y recobrado. Hace fermentar la masa del presente y del
futuro.»
—Jacques de Bourbon-Busset <Tú no morirás>

En el Ejemplo 302, la estructura de preferencia generada por diverger del ideal es la indiferencia entre P y
Q:

P ÂÁ Q (17.48)

Igual que hemos de…nido la distribución ideal de probabilidad, podemos de…nir la distribución anti-ideal
de probabilidades:

I ´ sobresaliente/mal+ nula/regular+ nula/bien (17.49)

La estructura de preferencias generada por diverger del anti-ideal es la preferencia por P al elegir entre P
y Q:

P Â Q (17.50)

Ya conocíamos este hecho: en general, la estructura de preferencia que se obtiene al comparar con el ideal
no tiene por qué ser la misma que la que se obtiene al comparar con el anti-ideal. La solución que sugiere el
método TOPSIS, la razón de similitud a la solución ideal —cfr. Ec. 10.6—, hace que propongamos el uso de
la que denominamos razón de convergencia a la distribución ideal de probabilidades, de manera que,
para cualquier distribución Pib, i 2 f1; : : : ; ng ^ b 2 f0; 1g, la de…nimos como el número borroso:

C(I; Pib) = Dw(I; Pib)
Dw(I; Pib) +Dw(I; Pib)

(17.51)

De este modo, transformamos el per…l descriptor:

fhRi; [Pi0; Pi1]i : i 2 f1; : : : ; ng; j 2 f1; : : : ;mgg (17.52)

donde Pi0 y Pi1 son distribuciones de probabilidad —valoradas borrosamente— sobre el conjunto £ de las
hipótesis:

 

[P10, P11] 
 

[P20, P21] 
 

[P30, P31] 
 

... 
 

... 
 

[Pn0, Pn1] 
 

... 

R1 R2 R3 ... ... Rn 

por ejemplo:

R1 : : :
torpemente [muy baja, baja] : : :

atolondradamente [baja, baja] : : :
con soltura [media, media] : : :
con pericia [muy baja, muy baja] : : :

con habilidad sorprendente [muy baja, muy baja] : : :
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en un nuevo per…l descriptor:

fRi;H¾(i); [C(I; Pi0(H¾(i))); C(I; Pi1(H¾(i)))]® : i 2 f1; : : : ; ng; j 2 f1; : : : ;mgg
donde:

... Hσ(1) 
[C(I, P10), C(I, P11)] 

Hσ(2) 
[C(I, P20), C(I, P21)] 

... Hσ(n) 
[C(I, Pn0), C(I, Pn1)] 

R1 R2 ... Rn 

es decir, mediante una descripción ©-borrosa de tipo 2, siendo los extremos de los intervalos, números borrosos.
Y, amable lector, ya sabemos trabajar con este tipo de per…les.

En esta descripción, no queda ni rastro de lo probable (los números borrosos que la con…guran ya no son
valores de una probabilidad).

17.9 Ejemplo ilustrativo:
Inferencia del grado de molestia en la población causado por
exposición al ruido

«El silencio no existe; vivir es estar en el centro de un arroyo que sólo la muerte detendrá.»
—François Mauriac (1885-1970) <Nuevas memorias interiores>

Demasiada gente padece, más que soporta, niveles de ruido que los cientí…cos y expertos en salud consideran
inaceptables. Por lo general, se experimenta malestar signi…cativo en un campo libre a niveles de presión sonora
superiores a 120 dB; sobre 130 dB se produce una sensación táctil o de cosquilleo, y sobre 140 dB, aparece el
dolor —cfr. Small y Gales [1369] (p. 17.7)—. Pero es a niveles inferiores donde, para la mayoría de las
personas, emerge la sensación de molestia, sufriendo trastornos del sueño, y en general, pudiendo sufrir ciertos
efectos adversos para su salud. Por cierto que los tribunales no mantienen una postura común —aunque esto
suele ser la norma, no sólo en este tema—, pues muchos jueces y jurados sopesan los perjuicios e incluso los
daños ocasionados por molestias respecto al «bien común».

Existen muchos equipos de investigadores dedicados al tema de la contaminación acústica. La historia viene
de antiguo. Federico Miyara [1370] alude a los estudios sobre ruido llevados a cabo en New York, por Free
[1371, 1372], en 1925, y por la Comisión de Lucha Contra el Ruido, en 1929 —cfr. Galt [1373]. Un ejemplo
muy cercano es el equipo de investigación liderado por Juan Miguel Barrigón Morillas, del Departamento
de Física de la Universidad de Extremadura, quienes a partir de una encuesta piloto sobre una muestra de más
de 100 personas, deducen que, en Cáceres y Badajoz, las seis fuentes de contaminación acústica más molestas
son, por orden de importancia: 1) trá…co de motos, 2) obras, 3) claxon, 4) trá…co de automóviles, 5) voces
en el exterior, 6) voces en el interior del edi…cio. Sus estudios concluyen que «las ciudades de Cáceres y
Badajoz, en lo que se re…ere a las calles más populosas, pueden considerarse muy ruidosas y, en la mayoría de
los casos, superan las recomendaciones nacionales e internacionales» —cfr. Barrigón Morillas [1374] (p.
3); Barrigón Morillas, Vílchez, Gómez, Méndez y Tejeiro [1375]; Méndez y Barrigón Morillas
[1376].

En la de…nición del problema participan múltiples variables, incluyendo, entre otras —cfr. Harris [1377]
(passim): la elección del instrumento elegido para medir el sonido y de las posiciones o puntos de medida y su
número, medición de la exposición al sonido, potencia e intensidad del sonido, las características de la fuente de
ruido, su movilidad y localización, ruido de trenes, aviones, autopistas, estrati…cación del volumen del trá…co
y estado del pavimento —cfr. Dieghton y Paterson [1378]; Haugodegard [1379]; Paterson y Scullion
[1380]; Cuena [1381]; Kershaw [1382]—, así como la proximidad a colegios, supermercados, ruido comunitario,
la precisión requerida en las medidas, el uso al que se piensan destinar los resultados que se obtengan, diseño
de encuestas y técnicas de contraste de hipótesis y la habilidad de todas las personas que coparticipan en el
estudio. Todos estos datos deben ser almacenados y ser accesibles.

En la actualidad, una parte importante de la investigación se orienta hacia el estudio de los efectos en la salud
originados por exposición al ruido, incluyendo también cambios psicológicos y emocionales en los individuos.
En un «Green Paper» de 1996 [1383], la Comisión Europea llamaba la atención sobre el hecho de que había
sido estimado que sobre un 20 por ciento de la población de la Unión, o sea, unos 80 millones de personas,
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padecen niveles de ruido inaceptables. Otros 170 millones de ciudadanos europeos viven en las llamadas «áreas
grises», en las que los niveles de ruido son tales que causan serias molestias durante el día.

En este «Green Paper», se identi…caban algunos efectos de la exposición al ruido: trastornos del sueño;
estresante para la salud al poder producir cambios medibles, por ejemplo, en la presión sanguínea, en el ritmo
cardíaco, en la vasoconstricción, en los niveles de excreción endocrina, y en las tasas de admisión en los hospitales
para enfermos mentales; interferencias en la comunicación; molestia general, o sea, el hecho de que trastorna
y molesta a las personas.

También ha formado parte del curriculum investigador de algunos autores la identi…cación de posibles
efectos de la exposición al ruido. Por ejemplo, Stephen Stansfeld, en un documento publicado por el Institute
for Environment and Health (IEH) de la Universidad de Leicester [1384], identi…ca nueve grupos clave de
efectos sobre la salud que se piensa son causados por la exposición al ruido: trastornos del sueño, problemas
en el cumplimiento, realización o ejecución de tareas, enfermedades cardiovasculares, salud del feto, respuestas
endocrinas, desórdenes psiquiátricos, molestia, efectos en la salud de los niños, y efectos en la salud debido al
ruido en combinación con otros estresantes.

Son palabras de la Comisión Europea: «la sensación de molestia se deriva, no sólo de los trastornos del
sueño y de las interferencias en la comunicación, sino también de sensaciones de molestia y afecciones, no tan
bien de…nidas como las anteriores, en todo tipo de actividades, así como durante los períodos de descanso.
Debido a la naturaleza subjetiva de la molestia, su evaluación debe ser hecha utilizando técnicas de inspección
como cuestionarios. Los estudios hasta la fecha muestran la importancia del ruido producido por el trá…co
como un factor de molestia en la población general.»

17.9.1 Inferencia bayesiana del grado de molestia expresado con palabras

Habitualmente, el grado de molestia de una población se in…ere a partir de encuestas sociales rellenadas
por poblaciones expuestas a ruido. Puede ocurrir que se presenten distintos niveles sonoros día(-tarde)-noche,
interiores y exteriores, y que por ello, el grado de molestia en la población dependa de la hora del día o noche.

Al igual que ocurre con cualquier cuestionario, hemos de tener cuidado con su diseño. Por ejemplo:

² los …nes que pretendemos conseguir deben estar claramente especi…cados;

² no debemos incluir preguntas prejuzgadoras, como: «El ruido del trá…co de vehículos, ¿en qué medida le
trastorna su sueño? (poco (1), ..., mucho (5))»; en efecto, al hacer esta pregunta, prejuzgamos que el
trastorno per se es un hecho aceptado —cfr. Fidell y Green [1385] (p. 23.10)—;

² tampoco debemos incluir preguntas vagas; la anterior lo es: ¿signi…ca lo mismo un «trastorno del sueño»
para mí que para tí?;

² También hemos de evitar las preguntas «proselitistas», como: «¿En qué medida le molesta pasar junto a
un martillo neumático que está perforando el asfalto?»;

² hemos de perseguir lo objetivo dentro de lo subjetivo y emocional que es en sí la apreciación de la molestia.

En cualquier caso, como resultado obtenemos un conjunto de parejas formadas por los valores de exposición
al ruido y los porcentajes de los individuos encuestados que describen su grado de molestia causada por la
exposición, atendiendo a que haya existido una su…ciente disposición individual a describirse a sí mismo como
molesto en cierto grado (sesgo de la respuesta, que depende de la naturaleza o características sociales o culturales
de la comunidad encuestada) —cfr. Fidell y Green [1385] (p. 23.3)—. Estos resultados podrán ser buenos
indicadores de la satisfacción o insatisfacción media a largo plazo, aunque por lo general, no seamos capaces de
predecir de manera …able una situación individual en un instante determinado de tiempo —cfr. Von Gierke,
Eldred y Break [1386] (p. 54.14).

Supongamos, pues, que hemos entrevistado a la población acerca de su grado de molestia con respecto al
ruido presente en tal lugar. Supongamos, además, que disponemos de mediciones de nivel sonoro, recogidas
en el lugar en estudio. Ambos estudios son fuentes de información a priori para investigaciones posteriores.
Supongamos que en cierto momento futuro, estamos interesados en conocer, sólo a partir de nuevas mediciones
de niveles sonoros, sin tener que hacer ninguna nueva encuesta, si las personas que viven en un lugar, para el
que disponemos de datos previos, están molestas por razones de contaminación acústica.

El punto de partida es similar al de los dos ejemplos ilustrativos anteriores: la suposición de la imposibilidad
de asignar un número exacto a los valores observados. Es decir, que los valores observados de nivel sonoro son
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imprecisos. Aunque los sonómetros o medidores de nivel sonoro son cada vez más y más precisos, no pueden
asignar aún (y quizás, nunca puedan) un valor numérico exacto a un valor observado7.

Suponemos que las mediciones de nivel sonoro —la evidencia numérica nítida— pertenecen a la misma escala
ordinal nítida, con el mismo número de grados, cada uno determinado por un valor numérico. No obstante, esta
suposición no hace que pierda sentido la hipótesis de continuidad para la evidencia. Debe notarse que las medidas
digitales de la realidad están siempre valoradas en los racionales, con un número prescrito de dígitos decimales
signi…cativos, y por tanto, siempre se llevan a cabo con una escala nítida ordinal. La discretización forzada
determinada por la precisión del metrónomo puede ser una elección razonable. En este ejemplo, asumimos una
precisión de §0:5 dB.

El conjunto L(E) de términos lingüísticos que sirven para valorar borrosamente la evidencia es el mismo
que en los ejemplos anteriores: muy bajo, bajo, medio, alto y muy alto.

Distinguimos cinco situaciones exhaustivas y mutuamente excluyentes, según que el grado de molestia sea:
ninguno, suave, moderado, intenso, or severo. Dadas unas medidas de nivel sonoro en un lugar, pretendemos
clasi…car los grados de molestia de los habitantes del lugar, causados por exposición al ruido, en una de las
cinco clases anteriores, de acuerdo con el conocimiento previo, que como mínimo, debería incluir a las medidas
de niveles sonoros y a las encuestas que posiblemente se hayan realizado.

Al menos tenemos dos formas de estimar esta clase o hipótesis correspondiente al valor dado de la evidencia.
Podemos usar sólamente la información proveniente de la muestra de mediciones de ruido, y estimar la clase
como aquélla dada por el estimador de máxima verosimilitud (EMV) para la muestra. O podemos usar un
mecanismo de inferencia bayesiana borrosa, siempre que conozcamos las probabilidades de verosimilitud de
la evidencia borrosa y las probabilidades a priori de las hipótesis. En este caso, estimamos la clase a la que
pertenece la medición de nivel sonoro mediante el estimador máximo a posteriori (MAP). Si suponemos que
los datos son imprecisos y los representamos como intervalos en vez de como números, entonces el proceso de
inferencia bayesiana borrosa hace que las conclusiones estadísticas se expresen en términos de probabilidades
inferiores y superiores.

Lo más atractivo, quizás, es que el modelo permite la utilización de sonómetros borrosos y que los encuestados
respondan con palabras (pertenecientes a un conjunto predeterminado).

17.9.2 Suplemento:
La medida del ruido

En términos generales, lo que llamamos ruido viene determinado por la percepción y apreciación subjetiva
de las personas, variando de un individuo a otro e incluso variando para un mismo individuo, dependiendo
de su estado o circunstancias actuales. Es por esto, por su naturaleza subjetiva, que no es realista su
medición con unidades objetivas —cfr. EC Green Paper [1383]—. Claro que para poder clasi…car y comparar
diferentes ruidos, es necesario proporcionar al menos una descripción aproximada, que usualmente se valora
cuantitativamente.

Por presión sonora se conoce a la variación dinámica de la presión estática del aire, midiéndose en términos
de fuerza por unidad de área —cfr. National Instruments Co. [1387]—. Las medidas de la presión sonora se
representan habitualmente en una escala logarítmica. Valores típicos de esta escala son un nivel sonoro de 0
decibelios (dB), que es el umbral medio de audición humana, de 60 a 70 dB para una conversación normal, 110
dB para un concierto extremadamente ruidoso, y 150 dB para el ruido del despegue de un cohete o un avión a
reacción. El nivel de presión sonora —sound pressure level, SPL ó Lp—, se de…ne por:

Lp = 10 log10

µ
p

pref

¶2
dB (17.53)

donde p es la presión sonora actual y pref = 20¹Pa corresponde, aproximadamente al umbral de audición
humana. Para ondas no estacionarias, la razón de ‡ujo de energía por unidad de área, el nivel de intensidad
sonora —sound intensity level, SIL ó LSI— se de…ne mediante:

LSI = 10 log10
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I
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¶
dB (17.54)

7¿Existe en la naturaleza el nivel sonoro equivalente a 70+
p
2 dB? Si la respuesta es negativa, este problema no se presenta. Si

la respuesta es a…rmativa, ¿qué máquina es capaz de asignar, precisamente, el valor numérico exacto 70 +
p
2 dB a una medición

del nivel sonoro real de 70 +
p
2 dB? E incluso si imaginamos esa posibilidad, ¿cómo veri…camos nosotros, como seres humanos,

que tal asignación se ha efectuado?
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donde I0 = 10¡12 watts/meter2. Para ondas no estacionarias, los valores numéricos de SIL y de SPL son
idénticos, en otras palabras, que SPL y SIL son lo mismo. Para ondas estacionarias, al no haber ‡ujo de
energía, no puede de…nirse la intensidad I, por lo que, aunque SPL conserva su signi…cado, SIL lo pierde.
Debido a esto, se usa más SPL que SIL. Como propósito general, se pondera SPL con la llamada ponderación-
A, obteniéndose el SPL A-ponderado (A-weighted SPL ó LpA). Las unidades se denotan por dB(A). Mediante
esta ponderación dependiente de la frecuencia se trata de aproximar las características de la audición humana.
El oído humano posee sensibilidades distintas para tonos de diferentes frecuencias: es más sensible para tonos
entre 1kHz y 5kHz, menos sensible para frecuencias más altas e aún menos sensible para frecuencias más bajas.

Sea fL1; : : : ; Lng una muestra de medidas proporcionadas por un sonómetro. Llamamos nivel (medio)
equivalente sonoro, en su forma discreta, a:

Leq = 10 log10
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(17.55)

Si suponemos la existencia de imprecisión en las medidas de nivel sonoro, entonces podríamos representar
los niveles muestrales con intervalos f[L1]; : : : ; [Ln]g, y, por tanto:

[(Leq)0 ; (Leq)1] = 10 log
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Si el nivel equivalente sonoro se expresa en dB(A), entonces se denota por LAeq. Es éste el nivel de un sonido
uniforme, tal que si es oído continuamente durante el mismo período de tiempo, contendría, en total, la misma
energía sonora que el sonido variable en estudio. Por lo general, los niveles LAeq y Leq se usan indistintamente.
El nivel de exposición sonora —sound exposure level, SEL—, en su forma discreta, es:

SEL = 10 log10
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El nivel sonoro día-noche, en su forma discreta, usando SEL, es:

Ldn = 10 log10
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También podríamos analizar el nivel sonoro día-tarde-noche. Para obtener datos de carácter global,
podríamos usar cualquier indicador bien conocido, por ejemplo, la Unión Europea recomienda utilizar:

LEU = 10 log
1
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donde LD, LT y LN son los niveles equivalentes extendidos a períodos de tiempo de 12 (Día), 4 (Tarde) y 8
horas (Noche).

17.10 Ejemplo ilustrativo:
Alteración del rendimiento humano en el desempeño de una
tarea, debida a la exposición al ruido

«Somos todos unos farsantes: sobrevivimos a nuestros problemas.»
—Emil Mihai Cioran Rasinari (1911-1995) <Silogismos de la amargura>

La alteración del rendimiento humano en el desempeño de una tarea, debida a la exposición a ruido,
depende del tipo de ruido y de las exigencias de la tarea. En general, parece que el rendimiento es mejor en
silencio que en presencia de ruido. Los accidentes suelen ocurrir en áreas ruidosas y entre trabajadores jóvenes,
individuos poco entrenados para quienes las demandas de atención son altas —cfr. Jones y Broadbent [1388]
(p. 24.22).

Estos autores citan un caso en el que se comparó el efecto del ruido en dos tareas distintas: ensamblar car-
buradores y ensamblar acondicionadores de aire: curiosamente, el ruido aumentó la velocidad de ensamblaje de
estos últimos, pero redujo la de los primeros —cfr. Levy-Leboyer y Moser [1389], via Jones y Broadbent
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[1388] (p. 24.23)—. A veces, pues, los efectos del ruido pueden ser positivos, a la par que imprevisibles. No es el
único ejemplo, Hockey [1390] halló que el ruido mejoraba la ejecución de tareas de seguimiento. Usualmente,
estas consecuencias positivas se atribuyen a que los ruidos excitan a los individuos, aunque la verdad es que
es harto difícil defender esto categóricamente, sobre todo, por las diferencias entre personas, de modo que los
grados de excitación pueden deberse a múltiples factores —cfr. v. gr. Blake [1391].

Pero, como apuntan David Pope, Robert J. Houghton, Dylan M. Jones, Fabrice Parmentier y Eric
Farmer [1392], es posible que pueda deberse a la utilización de una estrategia alternativa y especí…ca para la
ejecución de una tarea determinada. Varios experimentos demuestran que los sujetos bajo estudio utilizaban
diferentes estrategias, dependiendo de que estuviesen en un ambiente ruidoso o no, por ejemplo, para tareas
de repetición —cfr. Daee y Wilding [1393]— o de recuerdo —cfr. Miles y Smith [1394]—. De hecho, para
esto último, para recordar, Smith [1395] muestra cómo los sujetos, en presencia de ruido, eran más dados a
recordar características particulares, mientras que su ausencia, favorecía el recuerdo de características globales.

Dylan M. Jones y Donald E. Broadbent [1388] (pp. 24.24-24.25), proporcionan una lista de 14 directrices
que recomiendan emplear para determinar el nivel del ruido al cual se verá afectado el rendimiento humano:

1. Ruidos inesperados y desconocidos tienen efectos perjudiciales de corta duración, habitualmente 2 o 3 segundos, aunque a

veces pueden llegar a los 30 segundos.

2. Activar y desactivar el ruido tiene un efecto que es proporcional al cambio en el nivel del sonido del ruido, siendo el cambio

en el nivel de estimulación el factor importante.

3. Los golpes de ruido deterioran la ejecución, sobre todo si coinciden con la adquisición de la información por parte de

la persona, pero puede existir un pequeño efecto incluso cuando la información ya ha sido registrada y mantenida en la

memoria.

4. A medida que los golpes de ruido se hacen frecuentes, pueden tener un efecto distractor inicialmente, pero cuando la persona

lleva un rato trabajando, pueden tener un efecto alertador.

5. El grado en que la persona siente que controla el ruido marca la amplitud con que el rendimiento empeora y este em-

peoramiento aumenta una vez desactivado el ruido. Por ello, la actitud de la persona hacia el ruido así como el trabajo

determinan su efecto sobre la ejecución.

6. Muchas tareas sencillas, que requieran discriminaciones relativamente fáciles, o decisiones sin presión de tiempo, o respuestas

de tipo predecible o en momentos predecibles, son inmunes a los efectos del ruido continuo, incluso cuando los niveles de

ruido exceden los 100 dB(C).

7. Cuando se detectan señales visuales inesperadas que son difíciles de discriminar, la persona se resiste a informar de acon-

tecimientos a menos que esté plenamente segura [los efectos del ruido sobre el rendimiento pueden encontrarse a niveles de

sonido tan bajos como 85 dB(C) si la tarea contiene algún elemento de comparación y recuerdo de señales].

8. Cuando la persona tiene que responder continuamente, el rendimiento puede estar sometido a breves lapsos para niveles

sonoros de 90 dB(C) o superiores. Esto resulta particularmente evidente si uno mismo marca la velocidad de trabajo, o sea,

si el progreso de la tarea depende del ritmo de trabajo de la persona y no del ritmo impuesto por una máquina. El resultado

habitual de la exposición al ruido son algunas respuestas muy lentas o errores.

9. Si hay que realizar más de una tarea simultáneamente, el ruido sesgará la atención del trabajador hacia la tarea más

dominante. La e…cacia de un elemento de la ejecución puede mejorar con el ruido, pero a costa del de menor prioridad, al

que o no se responderá o se hará lentamente.

10. Si puede analizarse el mismo material en más de una forma, con ruido se adoptará la manera más dominante y evidente.

Existen algunos métodos de respuesta que parecen adoptarse habitualmente durante el ruido: si la persona tiene que aprender

una lista de elementos, se produce mayor tendencia a repetir las palabras una y otra vez.

11. El habla irrelevante afecta al rendimiento, incluso con niveles sonoros tan bajos como 55 dB(C), reduciendo la capacidad

de procesamiento disponible para la lectura. El signi…cado del habla es importante, de forma que si no es comprensible, no

habrá distracción.

12. El recuerdo de los elementos de una lista también se ve alterado con bajas intensidades de habla irrelevante, pero en este

caso no resulta importante el signi…cado del habla. El deterioro de la ejecución es intrínseco y es improbable que disminuya

por la actitud o el estado de ánimo de la persona.
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13. El estado general de activación del individuo con…gura el grado de alteración producido por el ruido continuo; la cantidad de

pérdida de sueño contrarresta el efecto habitual, y el estado de ánimo de la persona puede tener efectos positivos o negativos,

pero la vibración y el calor no modi…can la acción del ruido. En general, hay que proceder con cautela al extrapolar el caso

de los estresantes únicos a los múltiples.

14. En la industria, si los trabajadores están expuestos al ruido, podría reducirse la productividad y aumentar los accidentes,

pero sólo con niveles sonoros por encima de 95 dB(C). Sin embargo, puede resultar difícil discriminar este efecto en cualquier

estudio sobre rendimiento en el lugar de trabajo; otros factores asociados con el estado de ánimo y la motivación de los

trabajadores podrían enmascarar cualquier efecto de disminución.

La in‡uencia en el rendimiento podría categorizarse en ausente, suave, moderada, intensa y severa. El
problema que se nos plantea es similar al anterior: inferir el grado de in‡uencia en el rendimiento, por lo que
es posible abordar su solución de la misma manera.

No obstante, son numerosos los factores que pueden alterar o in‡uir en los efectos del ruido sobre
el desempeño de tareas; por ejemplo, el estado de ánimo del trabajador, el grado en el que la tarea dependa del
uso de palabras, el tiempo durante el que se ha estado ejecutando la tarea, la fatiga del trabajador, el grado de
experiencia del trabajador en la tarea bajo desempeño, o la propia variabilidad inherente al ser humano en la
ejecución de una tarea especí…ca. En nuestro caso, sería necesario estudiar de qué manera quedaría re‡ejada
su acción sobre las de…niciones de las a priori y las verosimilitudes.

17.11 Ejemplo ilustrativo:
Elección de componentes software reutilizables

«Si cortas el núcleo del átomo,
dentro de él encontrarás el sol.»
—Sayyed Ahmad Hâtef Isfahânî <Oda sobre la unidad divina> (autor persa S. XVIII)

En la actualidad, mucho es el esfuerzo que se emplea en la investigación y desarrollo de tecnología que
soporte el software basado en componentes —cfr. Van der Hoek y Wolf [23]; Sametinger [1396]—, a la
par que, las componentes son objeto de continua actualización (mejora) y reutilización —cfr. Heineman y
Councill [1397].

Como ejemplos de tales tecnologías, podemos citar:

² plataformas de componentes como, por ejemplo, NET —cfr. Platt [1398]—, EJB (Enterprise
Java Beans) —cfr. Matena y Hapner [1399]—, KOALA —cfr. Van Ommering, Van der Linden,
Kramer y Magee [1400]—, o AONIX (The Aonix Select Component Manager)8 ;

² técnicas para predecir el ensamblaje de componentes —cfr. v. gr. Lau [1401]; Lau y Ornaghi
[1402];

² mejoras de lenguajes de programación existentes, de manera que incorporen el modelado de compo-
nentes especí…cas, por ejemplo, ARCHJAVA —cfr. Aldrich, Chambers y Notkin [1403]— o ACOEL
—cfr. Sreedhar [1404];

² repositorios Web para la distribución de software, por ejemplo, FRESHMEAT9 y SOURCE-
FORGE10 tienen en cuenta la dependencia entre componentes;

Pero no debemos olvidar que el …n último del desarrollo de software basado en componentes (CBD –
Component-based Software Development) es su reutilización, esto es, su uso, de cara a su ensamblaje, por
terceras partes. Esto hace imprescindible «mirar» a través del prisma de la necesidad formal de la:

² especi…cación y veri…cación (corrección) de componentes, de manera que podamos razonar, a
priori, acerca de su construcción y composición —cfr. v. gr. Lau y Ornaghi [1402]; Leavens [1405];
Sitaraman y Weide [1406].

8http://www.aonix.com/content/products/select/select_compman.html
9http://www.freshmeat.com/

10http://www.sourceforge.net/



446 Capítulo 17. Un minero de datos ataviado con indumentaria tornasolada (borrosa y bayesiana) (ter)

17.11.1 Ingeniería del software basada en componentes

Como ya hemos comentado, la esencia de la ingeniería del software basada en componentes (ISBC) es la
reutilización de las mismas —cfr. Pressman [908] (pp. 473ss.)—. La preocupación fundamental de un
equipo de ingeniería de software basada en componentes, consiste en el examen y la determinación de los
requisitos necesarios para la composición y no para la construcción —como sería el caso de un equipo de
ingeniería de software orientada a objetos:

[La ISBC] cambia su objetivo y pasa de programar el software a componer sistemas de software.»
—P. C. Clemens [1407].

La ISBC integra dos subprocesos concurrentes: la ingeniería del dominio y el desarrollo basado en
componentes. El primero tiene como metas identi…car, construir, catalogar y diseminar un conjunto de
componentes del software en un determinado dominio de aplicación —cfr. Pressman [908] (p. 486); Prieto-
Díaz [1408]; Basili, Briand y Thomas [1409]—. El segundo cuali…cará, adaptará e integrará los componentes
para su reutilización en un sistema nuevo (además de poder diseñar componentes nuevos para necesidades
nuevas) —cfr. Pressman [908] (p. 486).

Las componentes creadas en proyectos anteriores y las componentes comerciales al uso se almacenan en
repositorios (bibliotecas de componentes, diccionarios de datos) —cfr. Pressman [908] (p. 28 y § 12.7)—. Lo
realmente importante es la organización estructural de tales repositorios, en pos de una navegación (búsqueda
y recuperación de componentes) más e…ciente. Según Pressman [908] (p. 482)—, la descripción ideal de
una componente del software abarca lo que Tracz [1410] ha llamado el Modelo 3C —concepto (¿qué hace la
componente?), contenido (¿cómo está construida la componente?) y contexto (¿cuál es el dominio de aplicación
de la componente?)—. Pueden encontrarse descripciones detalladas de las bibliotecas de componentes y de las
herramientas que las gestionan en el libro de Hooper y Chester [1411] y en el artículo de Linthicum [1412].

Existen varios protocolos estándares para el software basado en componentes, entre ellos: SUN Jav-
aBean11, OMG/CORBA12 o Microsoft COM13. En boga está el proceso uni…cado de desarrollo de software
—cfr. Jacobson, Booch y Rumbaugh [1413]—, que representa varios modelos de desarrollo basados en com-
ponentes, propuestos en la industria. Proceso que usa el lenguaje UML (lenguaje de modelado uni…cado),
para de…nir los componentes y sus interfaces de interconexión —cfr. Booch, Rumbaugh y Jacobson [1414];
Pressman [908] (Caps. 21 y 22).

17.11.2 Cuali…cación y adaptación de componentes

Pero no todo consiste simplemente en consultar una biblioteca de componentes reutilizables y usar las que uno
elija. La mera existencia de ellas no asegura su integración e…caz en la arquitectura diseñada para una nueva
aplicación. Dos son las actividades de desarrollo que permiten certi…car la habilitación de una componente: la
cuali…cación de componentes y la adaptación de componentes, ambas previas, necesariamente a la última fase
de composición o ensamblaje de componentes.

Muchos factores (o criterios) han de ser tenidos en cuenta durante la cuali…cación de componentes, por
ejemplo —cfr. Brown y Wallnau [1415], via Pressman [908] (p. 479):

² la interfaz de programación de aplicaciones (API);

² las herramientas de desarrollo e integración necesarias para la componente;

² requisitos de ejecución: utilización de recursos (v. gr. memoria o almacenamiento), tiempo o velocidad,
protocolo de red, etc.;

² requisitos de servicio (interfaces del sistema operativo y soporte aportado por otras componentes);

² funciones de seguridad (controles de acceso y protocolo de autenticación);

² supuestos de diseño embebidos;

² manipulación de excepciones.

11http://java.sun.com/beans
12http://www.omg.org
13http://www.microsoft.com/COM
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Una vez cuali…cados los componentes para su integración en una arquitectura de aplicación, pueden surgir
con‡ictos de adaptación (v. gr. que existan actividades comunes). Se habla entonces de la necesidad de estudio
de la adaptación de componentes. Una técnica popular de adaptación es conocida como «encubrimiento
de componentes» —cfr. Brown y Wallnau [1415]—, siendo posible distinguir tres tipos de encubrimiento:
de caja blanca (acceso total al diseño interno y al código de las componentes), de caja gris (la biblioteca de
componentes proporciona un lenguaje de extensión de componentes o una API conveniente), y de caja negra
(se requiere adaptación local forzada en la interfaz de componentes: preprocesamiento y postprocesamiento
adecuados).

Las componentes del software no son los únicos elementos reutilizables. Pensemos en representaciones
técnicas del software (especi…caciones, arquitecturas, diseños, códigos), documentos, datos de prueba, tareas
(por ejemplo, técnicas de inspección o validación), etc. —cfr. Pressman [908] (p. 486)—. Re‡exiones similares
a las anteriores deben hacerse respecto a estos otros elementos reutilizables.

17.11.3 Elección de componentes para su reutilización

La elección de componentes para su reutilización, puede abordarse como un problema de decisión multi-
criterio. Por ejemplo, Adolfo Lozano Tello y Asunción Gómez Pérez [1416] identi…can cuatro criterios de
decisión para elegir una componente del software, que ellos denominan dimensiones, junto a varios subcriterios,
a los cuales denominan factores:

² Tiempo de producción (TP): tiempo de desarrollo del proyecto con la componente;

– Tiempo de aprendizaje (TAp);

– Tiempo de adaptación (TAd);

– Tiempo de desarrollo (TD);

² Tasación de costes (TC): valoración del monto que debe invertir la organización debido a la utilización
de la componente;

– Precio de las licencias (PL);

– Costes de adaptación (CA);

– Costes de desarrollo (CD);

² Calidad del producto …nal (CP) si se usa la componente;

– E…cacia (E);

– Fiabilidad (Fi);

² Riesgo asumido en el desarrollo de no terminar con éxito el proyecto (RE), usando la componente;

– Factibilidad (Fa);

– Capacidad de reutilización (CR).

A su vez, consideran varios subsubcriterios (características, según sus palabras), tal y como muestra la Tabla
17.5.

Lozano Tello y Gómez Pérez [1417] (p. 464) consideran la especialización de estas características
genéricas en características especí…cas. Cuatro ejemplos de características generales especializadas son las
siguientes:

² Documentación asociada (DA)

– Calidad de la documentación externa (TAdC1).

– Calidad de la documentación del código (TAdC2).

² Metodología (ME)

– Estandarización de variables (TAdC3).

– Claridad de los contratos de reutilización
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TP TC CP RE
TAp Tad TD PL CA CD E Fi Fa CR

DA X X
Me X X X X

AAp X
AAd X X X
AD X X X
Mo X X
Cpl X X
Vo X X
SR X
Int X
Her X
FAc X
LAd X
CMa X X
CAc X
Rec X X X
RPr X
ERe X
Exp X X
Mad X
Conf X
Cpt X

Tabla 17.5: Dimensiones, factores y características in‡uyentes en la elección de compo-
nentes. El signi…cado de los acrónimos de las características es el siguiente:
DADocumentación asociada, MeMetodología, AApAyuda al aprendiza-
je, AAdAyuda a la adaptación, ADAyuda al desarrollo, MoModularidad,
CplComplejidad, VoVolumen, SRSatisfacción de requerimientos,
IntInteroperatividad, HerHerramientas asociadas, FAcFacilidad de acceso,
LAdLicencias de adquisición, CMaCláusulas de mantenimiento, CAcCostes de
actualización, RecRecursos: humanos, de hardware y de software, RPrRapidez
de proceso, EReExactitud de respuesta, ExpExplotación del componente,
MadMadurez, ConfCon…anza, CptCompatibilidad.
—Fuente: Adaptado de Adolfo Lozano Tello y Asunción Gómez Pérez [1416].

² Ayuda a la adaptación (AAd)

– Accesibilidad a los programadores desarrolladores de la componente

– Disponibilidad de los programadores desarrolladores para solucionar dudas

² ...

² Interoperatividad

– Conocimiento del lenguaje de programación del componente por el actual equipo de programación
(TAdC14).

– Similitud con la versión del nuevo lenguaje de programación (TAdC15).

A …n de cuentas, tenemos, por ejemplo, que:

DA = regular=TAdC1 +mala=TAdC2

También hemos de considerar los siguientes conjuntos de índices ponderales:

² los asociados a cada factor, por ejemplo al tiempo de adaptación (TAd):

wTAd = fwTAdC1 ; wTAdC2 ; wTAdC3 ; : : : ; wTAdC15 g
ponderando relativamente todas las características especí…cas asociadas a dicho factor;
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² los asociados a cada dimensión, por ejemplo, al tiempo de producción (TP ):

wTP = fwTPTAp; wTPTAd; wTPTDg
ponderando relativamente el tiempo de aprendizaje (TAp), el de adaptación (TAd) y el de desarrollo
(TD);

² y el asociado a la elección …nal:

wS = fwSTP ; wSTC ; wSCP ; wSREg
ponderando relativamente el tiempo de producción (TP ), la tasación de costes (TC), la calidad del
producto …nal (CP ) y el riesgo asumido en el desarrollo de no terminar con éxito el proyecto (RE).

De este modo, tenemos la matriz de elección que muestra la Tabla 17.6, donde como criterios aparecen
las características especí…cas buscadas, y los índices ponderales asociados a ellas, se calcularán a partir de los
conjuntos anteriores de índices ponderales.

Elección de componentes para su reutilización
Componentes Criterios
Candidatas : : : Calidad de la documentación externa Calidad de la documentación del código : : :

Comp01 : : : regular mala : : :
Comp02 : : : regular regular : : :
: : : : : : : : : : : : : : :

Índices
ponderales

: : : : : : : : : : : :

Tabla 17.6: Elección de componentes para su reutilización. Las características especí…cas son los
criterios. Los índices ponderales se calculan a partir de los conjuntos relatados en el
texto.
—Fuente: Elaboración propia.

17.11.4 La componente como agente en el desempeño de su tarea

Y es que eso es lo que realmente es. Un agente, una «persona o cosa que produce un efecto» (DRAE),
porque, si no produjese ningún efecto (directa o indirectamente), ¿para qué se necesita la componente? Puede
que la componente sea «conocida». Si ha sido sometida a depuraciones tras haberse presentado errores en su
funcionamiento, debería disponerse de todo este historial. Esto es conocimiento a priori, que permitirá construir
la distribución de probabilidad a priori sobre las hipótesis consideradas.

Por puro paralelismo con el ejemplo ilustrativo referente al grado de destreza de un trabajador en el de-
sempeño de una tarea 15.3, dada una componente y una tarea, habría que de…nir lo que se entendiese por grado
de destreza de la componente en cuanto a su contribución en el desempeño de la tarea. Algo menos complicado
es suponer únicamente dos hipótesis o situaciones exhaustivas y mutuamente excluyentes, según la componente
contribuya de manera adecuada o de manera inadecuada al desempeño de la tarea.

La evidencia nítida e 2 E está representada por alguna puntuación numérica que ha debido asignarse a
la componente en referencia a su adecuación para el desempeño de una tarea determinada. Para ello pueden
diseñarse una prueba basada en algunas o todas las características que citábamos en §17.11.3, de tal manera
que, como resultado se asigne una puntuación a la componente en estudio. Los valores borrosos de la evidencia
pueden ser los mismos que en los ejemplos ilustrativos anteriores: muy bajo, bajo, medio, alto y muy alto.

El problema es similar, sólo cambian los actores: dada una componente, a la que se le ha asignado
una puntuación numérica nítida (por una prueba), en referencia a la evaluación de ciertas características que
se demandan, relacionadas con el desempeño de una tarea, entonces, ha de decidirse si la contribución de la
componente será o no adecuada al desempeño (durante una actividad normal y no en una prueba prediseñada).

17.12 Modelos de alumnos (quater)

«Pre…ero ser un hombre de paradojas antes que un hombre de prejuicios.»
—Jean-Jacques Rousseau <Emilio>
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En la sección §9.5 comentábamos el efecto negativo ligado a las investigaciones basadas en encuestas, cono-
cido como «deseabilidad social» y propusimos como remedio advertir a los encuestados de su existencia.

Además de ello, podemos usar un diseño de panel. Transcurrido un período de extinción de un mes (como
contrarresto a un posible efecto de persistencia14 de la realización del primer cuestionario), los alumnos rellenan
otra encuesta, esta vez la que aparece en el Anexo 2 (pág. 267), con la leyenda cambiada: «Os recuerdo: se
trata de que valoréis según la medida en que penséis que creéis poseerlos»—. Tengamos en cuenta que en este
formato las variables latentes ya no lo son, y se ha elevado el grado de abstracción.

Para cada especialidad, comparamos el per…l auto-perceptual obtenido a partir de las sumas parciales de
la primera encuesta (ITISa o IIa), con el per…l auto-perceptual directamente proporcionado por esta segunda
encuesta (ITIS¤a o II¤a).

No consideramos sobre-valoración para los per…les ITIS¤a e II¤a. La comparación la realizamos en un sentido
conjuntivo, de manera que si para una motivación profesional X, sus valores lingüísticos asociados son eL[X] y
e¤L[X], entonces, optamos por que X tenga asociado el intervalo lingüístico:

[eL[X]; eL[X]] (17.60)

donde:

eL[X] = minfeL[X]; e¤L[X]g (17.61)

eL[X] = maxfeL[X]; e¤L[X]g (17.62)

De este modo, terminamos representado los per…les auto-perceptuales mediante conjuntos ©-borrosos de
tipo 2, donde los extremos de los intervalos son subconjuntos borrosos ordinarios.

Si permitimos que el alumno dude (esto es, la imprecisión en la evidencia), es decir, que su respuesta
a la segunda encuesta pueda ser un intervalo lingüístico [e¤L[X]; e¤L[X]] (por ejemplo: «para mí, el prestigio
es importante–muy importante»), entonces, los per…les auto-perceptuales están representados por conjuntos
©-borrosos de tipo 2, donde los extremos de los intervalos son subconjuntos borrosos ordinarios intervalares:h

eL[X]; eL[X]
i

(17.63)

donde:

eL[X] = minfeL[X]; e¤L[X]g (17.64)

eL[X] = maxfeL[X]; e¤L[X]g (17.65)

En todo caso, podemos aplicar el mecanismo expuesto en este capítulo.

Esta experiencia, junto a la continuación de lo dicho en §15.4 aún no se ha realizado. Al igual que lo
planteado en §15.4, la …nalidad de su inclusión en esta Tesis es meramente ilustrativa, para apreciar la actuación
del mecanismo de inferencia que proponemos.

17.13 Una suposición casi indeclinable

«El lenguaje se inventó para que las personas pudieran ocultarse sus pensamientos unas a otras.»
—Charles-Maurice de Talleyrand, via Daniel Clement Dennett [151] (p. 143)

Cuando pienso que en las diferentes lenguas se empleaban frases indicadoras de incertidumbre, antes de que
se formalizase la teoría de la probabilidad, ... Sin embargo, cuando esto último ocurrió, se hizo para números,
que en realidad no se empleaban en el lenguaje de lo incierto. Pero, ¿por qué?, si además, casi todos pensaban
que la única incertidumbre era la probabilista.

14Sobre el efecto de persistencia y el período de extinción, puede consultar el lector el libro de Orfelio G. León e Ignacio
Montero [1065] (pp. 167-168).

Este posible efecto negativo producido por la realización de una encuesta sobre la realización de otra, en de…nitiva, debido a su
orden de presentación, se conoce como desequilibrio. La técnica del reequilibrado (counterbalancing) propone hacer dos veces
cada encuesta, primero en un orden y después en el otro. León y Montero [1065] (pp. 174ss.) citan el trabajo de Timothy V.
Rasinski[1418], quien propone realizar diseños intra-sujeto incompletos, en particular, aplicar a la mitad de los individuos de
la muestra un orden y a la otra mitad, el otro.
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La historia de la Matemática se inicia con el recuento, que no con el «cuento» —cfr. «la conciencia del
número» Boyer [1419] (cap. 1 et passim); Ifrah [1420] passim—. Lo urgente era representar matemática-
mente los números y las operaciones que se intuían; lo concreto. Las palabras también se representaron, pero
mediante una codi…cación no matemática. Con las palabras no se calculaba (o al menos eso se pensaba). Pero
también existen operaciones entre palabras: cualquier relato, por ejemplo, es resultado de operar con palabras.

Lot… Asker Zadeh y sus acólitos insisten en que usemos las palabras, en que calculemos con palabras.

Pero, utilizar frases en vez de números parece aumentar la confusión, aunque parezca lo contrario, aunque
los interlocutores piensen que están entendiéndose —cfr. Brun y Teigen [1421]—. En algunos casos, sin
embargo, las personas pre…eren usar palabras: por ejemplo, David V. Budescu, Shalva Weinberg y Thomas
S. Wallsten [1422] muestran cómo las personas, por lo general, pre…eren utilizar palabras cuando razonan
sobre ganancias, mientras que pre…eren usar números cuando razonan sobre pérdidas.

La vaguedad no afecta por igual a todas las palabras. Podríamos medir esta afectación comparando cómo
son interpretadas por diferentes personas. Hay palabras como «siempre» o «nunca», cuya interpretación es
muy similar —David V. Budescu, Shalva Weinberg y Thomas S. Wallsten [1422] las denominan palabras
«ancla» (anchor).

Por lo general, la variabilidad en la interpretación de una palabra o expresión por una persona es menor
que la variabilidad que se genera al ser interpretada por varias personas —cfr. Druzdzel [1423]—. Aún más,
Thomas S. Wallsten [1424] —citado por Druzdzel [1423]— muestra como para determinados contextos la
variabilidad para una misma persona es prácticamente nula. Witold Pedrycz [449] (p. 68) comenta cómo las
personas miembros de una misma comunidad tienden a estandarizar los cali…cativos que usan bajo la misma
situación.

En cualquier caso, parece que una suposición casi indeclinable ha de ser el común acuerdo en la
interpretación del lenguaje, en el signi…cado de las palabras que usamos, y en el signi…cado de los contextos
donde las usamos.

Y, de todos modos, la estimación de las funciones de pertenencia puede hacerse «o¤-line» (es decir, en
tiempo de preproceso).

Para que el lector se haga una pequeña idea de la variabilidad de expresiones que, de alguna u otra manera,
se re…eren a incertidumbre, reproducimos a continuación, dos listas de expresiones. Algunas describen directa-
mente probabilidades, otras tienen un signi…cado frecuentista —p. ej., usually (usualmente), rare (raro, poco
común) seldom (rara vez)—, otras consideran alguna forma de utilidad —p. ej., best bet (la mejor apuesta)—,
etc.

La primera lista ha sido confeccionada por Bernhard Kipper y Anthony Jameson [1425], y está compuesta
por dos sublistas, una de 12 frases adverbiales y la otra de 17 formas verbales modales —cfr. Tabla 17.7.

No dudamos de que debemos preguntar a nuestros congéneres, para intentar alcanzar un consenso. Ya se
han realizado estudios a este respecto, fundamentalmente, en el campo de las ciencias cognitivas. Por ejemplo,
Bernhard Kipper y Anthony Jameson han construido, a partir de encuestas, funciones de pertenencia para
expresiones adverbiales y formas verbales modales —cfr. Tabla 17.7—. Para ello, comentaban a los encuestados
que se pusieran en la situación de estar ante un juego de ruleta y que supusiesen que ganarían el juego, que este
hecho era la verdad. Lo que tenían que hacer era, para cada expresión adverbial y cada forma verbal modal,
asignar el grado de creencia que pensaban ellos que era con el que una frase construida con la expresión o la
forma verbal, representaba la verdad del hecho anterior. El experimento se hizo en alemán. En la traducción
al inglés que proponen los autores, la frase donde tenían que sustituir cada expresión adverbial era «I ..........
won» y la frase en la que debían sustituir cada forma verbal modal era «It .......... be the case that I won».
Como podemos apreciar, las grá…cas se corresponden con nuestra intuición.

La segunda lista, compuesta por 178 expresiones, recogidas por Marek J. Druzdzel [1423] —cfr. pág. 453.
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Expresiones adverbiales Formas verbales modales
in any case I suppose must could ought not to

en cualquier caso supongo debe, tiene que podía, pudo no se debería (debiera)
surely presumably would have to may should not

seguramente presumiblemente tendría que puede no debería (debiera o debiese)
doubtless possibly will need not will not
sin duda posiblemente sí (en el futuro)              no es necesario                 no (en e l futuro)
certainly maybe ought to must not could not
ciertamente quizás debería, debiera o debiese no debe, no tiene que no podía, no pudo
very probably perhaps should may not cannot

muy probablemente quizás debería, debiera o debiese no puede no puede
probably no way can would not have to

probablemente de ningún modo puede no tendría que

Tabla 17.7: Listas de frases adverbiales y formas verbales modales empleadas con frecuencia en
expresiones que indican incertidumbre.
—Fuente: Bernhard Kipper y Anthony Jameson [1425].

 

auf jeden Fall
(in any case)

5 152535455565758595

sicher
(surely)

5 152535455565758595

gewiß
(doubtless)

5 152535455565758595

bestimmt
(certainly)

5 152535455565758595

höchstwahrscheinlich
(very probably)

5 152535455565758595

wahrscheinlich
(probably)

5 152535455565758595

wohl
(I suppose)

5 152535455565758595

vermutlich
(presumably)

5 152535455565758595

möglicherweise
(possibly)

5 152535455565758595

vielleicht
(maybe)

5 152535455565758595

eventuell
(perhaps)

5 152535455565758595

auf keinen Fall
(no way)

5 152535455565758595

muß
(must)

5 152535455565758595

müßte
(would have to)

5 152535455565758595

wird
(will)

5 152535455565758595

sollte
(ought to)

5 152535455565758595

dürfte
(should)

5 152535455565758595

kann
(can)

5 152535455565758595

könnte
(could)

5 152535455565758595

mag
(may)

5 152535455565758595

braucht nicht
(need not)

5 152535455565758595

muß nicht
(must not)

5 152535455565758595

mag nicht
(may not)

5 152535455565758595

müßte nicht
(would not have to)

5 152535455565758595

sollte nicht
(ought not to)

5 152535455565758595

dürfte nicht
(should not)

5 152535455565758595

wird nicht
(will not)

5 152535455565758595

könnte nicht
(could not)

5 152535455565758595

kann nicht
(cannot)

5 152535455565758595

                Gráficas de pertenencia correspondientes a las fras es a dver bia le s
y formas verbales modales anteriores.
—Fuente: Bernhard Kipper y Anthony Jameson [1425].
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Apéndice:
Frases indicadoras de incertidumbre

Marek J. Druzdzel [1423] lista las siguientes 178 frases indicadoras de incertidumbre. Agradecemos a
nuestro compañero y amigo, el Dr. Arthur Richard Pewsey su inestimable y más que generosa ayuda para su
traducción.

a reasonable hope (una esperanza razonable)
a very real possibility (una posibilidad muy real)
according to chance (dejado al azar)
almost always (casi siempre)
almost certain (casi cierto)
almost impossible (casi imposible)
almost never (casi nunca)
always (siempre)
as likely as not (igual de probable)
barely possible (apenas posible)
best bet (la mejor apuesta)
better than even (más probable que no)
can’t rule out entirely (no completamente imposible)
cannot be excluded (no puede ser excluido)
certain (cierto)
chance association (asociación aleatoria)
chances are (es posible que)
chances are not great (las posibilidades no son grandes)
characteristically (característicamente)
classic (clásico)
close to certain (casi cierto)
common (común)
commonly (comúnmente)
compatible with (compatible con)
conceivable (concebible)
consistent with (consistente con)
consistently (consistentemente)
de…nite (determinado)
de…nitely (sin lugar a dudas)
de…nitely not (decididamente no)
doubtful (dudoso)
e¤ectively excludes (excluye efectivamente)
equally likely (igual de verosímil)
even odds (igual de probable)
exceptionally (excepcionalmente)
expected (esperado)
extremely likely (sumamente probable (o verosímil))
extremely unlikely (sumamente improbable)
faintly possible (ligeramente posible)
fair chance (bastante probable)
fairly likely (bastante verosímil))
fairly unlikely (bastante inverosímil)
feasible (factible)
few (poco)
…ghting chance (buena posibilidad)
frequent (frecuente)
frequently (frecuentemente, con frecuencia, a menudo)
good chance (buena posibilidad)
good hope (buena esperanza)
great chances (grandes posibilidades)

half the time (la mitad de las veces)
high chance (probabilidad alta)
high probability (probabilidad alta)
highly improbable (altamente improbable)
highly probable (altamente probable)
highly unlikely (altamente inverosímil)
hopefully (con suerte, con optimismo, con esperanza)
impossible (imposible)
improbable (improbable)
inconceivable (inconcebible)
inconclusive (inconcluso)
indeed (efectivamente)
inde…nite (inde…nido)
infrequently (infrecuentemente)
it could be (podría ser)
it may (puede)
it seems (parece)
it seems to me (me parece)
less than even (ligeramente en contra)
less than half the time (menos de la mitad del tiempo)
likely (verosímil o probable)
low chance (probabilidad baja)
low probability (probabilidad baja)
many (muchos)
may (puede)
meaningful chance (probabilidad considerable)
moderate probability (probabilidad moderada)
moderate risk (riesgo moderado)
more often than not (la mayoría de las veces)
most likely (lo más verosímil (o probable))
nearly certain (casi cierto)
necessary (necesario)
never (nunca)
non-negligible chance (posibilidad nada despreciable)
normally (normalmente)
not certain (incierto)
not conceivable (no concebible)
not de…nite (no determinado)
not feasible (no factible)
not improbable (no improbable)
not inevitable (no inevitable)
not infrequently (no infrecuentemente)
not likely (no verosímil)
not much chance (no mucha probabilidad)
not necessary (no necesario)
not possible (no posible)
not probable (no probable)
not quite even (no del todo iguales)
not unreasonable (no irrazonable)
not very likely (no muy verosímil)
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not very probable (no muy probable)
ocassionally (ocasionalmente)
odds on (lo más probable)
often (a menudo)
on occasion (con ocasión de)
on the contrary (por el contrario)
one can expect (puede esperarse)
one must consider (debe considerarse)
one should assume (debería suponerse)
pathognomonic (patognomómico)
perhaps (quizás)
periodically (periódicamente)
poor chance (probabilidad pobre, escasa)
positive (positivo)
possible (posible)
possibly (posiblemente)
practically all (prácticamente todos)
practically none (prácticamente ninguno)
predictable (predecible)
pretty good chance (probabilidad bastante buena)
probable (probable)
quite likely (bastante verosímil o probable)
quite possible (bastante posible)
quite probable (bastante probable)
quite unlikely (bastante inverosímil)
rare (raro)
rarely (raramente)
rather improbable (un poco improbable)
rather likely (un poco verosímil o probable)
rather probable (algo probable)
rather unlikely (un poco inverosímil o improbable)
reasonable chance (probabilidad razonable)
reasonable to assume (razonable suponer)
reasonably likely (razonablemente verosímil o probable)
remote possibility (posibilidad remota)
seldom (rara vez, pocas veces, casi nunca)
several (varios, varias)
signi…cant chance (probabilidad signi…cativa)
slight chance (pequeña probabilidad)
slight odds against (una ligera probabilidad en contra)
slight odds in favor (una ligera probabilidad a favor)
slightly less than half the time (poco menos de la mitad
del tiempo)
slightly more than half the time (poco más de la mitad
del tiempo)
small chances (pocas probabilidades)
small doubt (pequeña duda)
some chance (alguna posibilidad u oportunidad))
sometimes (a veces)
somewhat likely (algo verosímil o probable)
somewhat unlikely (algo inverosímil o improbable)
suggests (sugiere)
supports (soporta, sostiene)
suppose (supone)
sure (seguro)
there is a chance (hay una posibilidad)
think (pensar)
toss-up (echar cara o cruz, sortear)
typically associated (típicamente asociado)

uncertain (incierto)
uncommon (infrecuente, insólito)
unfeasible (inviable, no factible)
unlikely (inverosímilmente o improbablemente)
unnecessary (innecesario)
unpredictable (impredecible)
usually (generalmente)
usually not (generalmente no)
very good chances (muy buenas probabilidades)
very high chance (probabilidad muy alta)
very improbable (muy improbable)
very likely (muy verosímil o probable)
very low chance (probabilidad muy baja)
very often (muy a menudo, muchísimas veces)
very poor chance (probabilidad muy pobre)
very possible (muy posible)
very probable (muy probable)
very probably (muy probablemente)
very unlikely (muy inverosímil o improbable)
virtually always (prácticamente siempre)
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17.14 Síntesis re‡exiva

«Nos veríamos tentados a decir:
“Sólo fueron palabras”,
pero en los momentos importantes de la historia,
las palabras son actos.»
—Clement Attlee <Discurso> (a propósito de los discursos de guerra de Winston Churchill)

Pensemos en la expresión de una cali…cación. Habitualmente, usamos una escala numérica o una escala
de palabras, dependiendo fundamentalmente de la medida en que consideremos cuantitativa o cualitativa la
propiedad cali…cada. El uso de estas escalas puede ser simple, usando números o palabras, o compuesto,
usando intervalos de números o intervalos de palabras. Asimismo, podríamos pensar en utilizar intervalos
de tipo n.

Cuando expresamos una cali…cación con un número, pecamos de esa exactitud rigurosa, de esa precisión en
los datos, que sólo Dios posee. Lo mismo sucede con respecto a los intervalos de tipo n > 2. Cualquiera de las
otras soluciones parece más humana. La naturaleza de estos datos es responsable de su imprecisión. Podemos
suponer la existencia de un valor numérico exacto ideal, para ser asignado al valor observado que, debido a
ciertas limitaciones, no podemos medir con exactitud.

En §17.2 hemos propuesto los conceptos de asignación lingüística de probabilidad y de cuasi-pro-
babilidad lingüística, ésta última subaditiva por de…nición. Suponiendo que las palabras que usemos para
representar la probabilidad sean números borrosos, en §17.3 hemos de…nido la noción de probabilidad lingüís-
tica, ya aditiva, y hemos estudiado en §17.4, el número de distribuciones de probabilidad lingüística para n
palabras dadas.

Es de recibo, la di…cultad que entraña la dependencia de la riqueza expresiva del lenguaje y en particular
del conjunto de términos lingüísticos utilizados. Pero esto no es nuevo; es el problema presente en el programa
inductivista de Rudolf Carnap [1426], donde usaba lenguajes que sólo incluían predicados monarios. Como
relatan José A. Díez y C. Ulises Moulines [656] (p. 414), fueron dos propuestas de solución las que Carnap
aportó: primero, un requisito de completud expresiva según la cual el lenguaje debe contener todos los pred-
icados necesarios para poder expresar todos los atributos de los individuos del universo de discurso [1426] (p.
75); y segundo, un requisito de no variabilidad, ante la inclusión de nuevos predicados, de la medida, relación o
grado en que una evidencia con…rma inductivamente (o apoya evidencialmente, o justi…ca inductivamente) una
hipótesis —cfr. Carnap [1427] (p. 975). No obstante, este último requisito no lo satisface ni el sistema original
de 1950, ni el de 1952 [1428], ni los posteriores. En común acuerdo con José A. Díez y C. Ulises Moulines
[656] (p. 414), parece que el requisito a exigir sería el primero, el de disponer de un lenguaje expresivamente
completo. Si bien ellos argumentan una di…cultad «de principio»: «quien determina qué propiedades hay en
el universo de discurso susceptibles de ejempli…carse en los individuos son las propias teorías cientí…cas. Por
lo tanto, la determinación de cuál es el lenguaje expresivamente completo es relativa a una teoría o familia de
ellas.».

Prosiguiendo nuestras andanzas emprendidas en los dos capítulos inmediatamente anteriores, estudiamos,
en §17.5, la propagación bayesiana borrosa de imprecisión borrosa en la evidencia, extendiendo al caso de
palabras el método que en el capítulo anterior habíamos elaborado para intervalos —cfr. §16.5—. A renglón
seguido, y en §17.6 añadimos el supuesto de trabajar con una a priori borrosa y con verosimilitudes borro-
sas. En §17.7, proponemos, para cada individuo, convertir su per…l descriptor dado por intervalos de extremos
distribuciones de probabilidad, en un per…l descriptor donde no intervengan probabilidades, en realidad, en un
per…l descriptor ©-borroso de tipo 2, donde los extremos de los intervalos son subconjuntos borrosos ordinarios.
Para llevar a cabo ésto, necesitamos saber medir la distancia o divergencia entre distribuciones de probabilidad.
Podemos hacerlo, directamente, esto es, a partir de las disimilitudes locales entre valores de las funciones de
distribución, o indirectamente, a partir de medidas locales entre valores de sus funciones de densidad asociadas.
En cualquier caso, destacamos la necesidad de utilizar divergencias ponderadas entre distribuciones de
probabilidad.

La estructura de preferencia que se obtiene al comparar con el ideal no tiene por qué ser la misma que la
que se obtiene al comparar con el anti-ideal. En §17.8 extendemos la solución que sugiere el método TOPSIS, la
razón de similitud a la solución ideal —cfr. Ec. 10.6—. Proponemos el uso de la que de…nimos y denominamos
razón de convergencia a la distribución ideal de probabilidades.

A modo de ejemplos ilustrativos, hemos hablado de la inferencia del grado de molestia en la población
causado por exposición al ruido, de la alteración del rendimiento humano por la misma causa, de la
elección de componentes software reutilizables, y de nuevo, de los modelos de alumnos.
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Lo que parece claro es que, para trabajar con palabras, debe haber entre los interlocutores un consenso, un
común acuerdo en la interpretación del lenguaje, en el signi…cado de las palabras que usamos, y en el signi…cado
de los contextos donde las usamos.



«En cierta ocasión, sostuvo Shuzan (926-992 d.C.) su bastón de bambú en alto ante sus discípulos, que se
hallaban reunidos, y se dirigió a ellos de la siguiente manera: “Decid de esto que es un bastón; a…rmaréis.
Decid que no es un bastón; negaréis. Ahora bien, sin a…rmar ni negar, ¿qué diríais? ¡Hablad! ¡Hablad!”.
Se levantó uno de los discípulos, le quitó al maestro el bastón y, rompiéndolo en dos, exclamó: “¿Qué es
esto?”»
—Daisetz Teitaro Suzuki <An introduction to Zehn Buddhism>, via Bart Kosko [58] (p. 31)

Como decía Charles F. Kettering: «cuando se la encuentra, la respuesta es sencilla». No
esperes lector conclusiones de…nitivas ni a…rmaciones categóricas del tipo «el presente estudio ha
alcanzado los objetivos metodológicos y teóricos que planteaba». Nosotros no estamos seguros de
que hayamos encontrado respuestas, sólo lo creemos, aunque con lo que sin duda nos hemos topado
es con una multitud de preguntas. Aún más, ignoramos si mucho de lo que hemos encontrado son
respuestas, porque desconocemos las preguntas.

18.1 La pérdida de la incertidumbre

«Las proposiciones prescriptivas pueden ser o verdaderas o falsas, ya que son o verdaderas o falsas (ab esse
ad posse valet consequentia); son o verdaderas, o falsas, ya que son verdaderas (una disyunción es verdadera
si es verdadero uno de sus términos); son verdaderas, ya que son necesariamente verdaderas (a necesse ad
esse valet consequentia). [...] Las proposiciones prescriptivas pueden ser o verdaderas o falsas; es más, son
o verdaderas, o falsas; es más, son verdaderas; es más, son necesariamente verdaderas.»
—Amedeo G. Conte, via Carlos Alarcón Cabrera [273] (p. 65)

Sean U un universo de discurso no vacío y C un subconjunto borroso ordinario de U . La de…nición de C se
basa en la veracidad (valor de verdad 1) del predicado:

(8u 2 U)(9° 2 [0; 1])(q(C; u; °)) (18.1)

siendo:

q(C; u; °) ´ C(u) = ° (18.2)

proposición que leemos: «el grado de pertenencia de u al conjunto C es exactamente °» y cuya veracidad,
dados C, u y °, también suponemos. Dicho de otro modo:

«estamos seguros (creemos …rmemente) que ° es el valor exacto del grado de pertenencia de u al conjunto C».

Es más, «estamos seguros de que 8u 2 U , 9° 2 [0; 1], de tal manera que estamos seguros (creemos …rme-
mente) que ° es el valor exacto del grado de pertenencia de u al conjunto C».

Y aquí, ¿dónde está la incertidumbre?

En el valor de °, dado u. Sabemos que, dado u, existe °, pero, ni siquiera sabemos si podemos encontrar el
valor de °.
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18.2 Nuestra creencia en la verdad: una verdad y la verdad

«De las cosas que no sabemos, algunas las creemos por el testimonio de otros; es lo que denominamos “fe”.
Hay otras sobre las que no emitimos un juicio, ni antes ni después de estudiarlas; es lo que denominamos
“duda”; y cuando en la duda nos inclinamos más hacia un lado que hacia otro, aunque sin determinar nada
de modo absoluto, eso se denomina “opinión”.»
—Jacobo B. Bossuet, <Del conocimiento de Dios y de sí mismo>, via Gilbert Sinoué [152] (p. 249)

El origen de la incertidumbre es la ignorancia. En lógica bivalente, el valor de verdad de una fórmula bien
formada (fbf), ®(x1; x2; : : : ; xn), está determinado dada una asignación de verdad (una valoración de verdad
para todas las variables xi). Caso contrario, proponemos hablar de creencia.

En ausencia total de información, nuestra creencia en un literal1 es 1=2, puesto que existen dos asignaciones
posibles de verdad: 0 y 1. Sean p y q dos literales, tales que p 6= q y p 6= :q. Si pensamos en p ^ q, es 1=4,
puesto que existen cuatro asignaciones posibles de verdad y sólo una es 1. En el caso de p _ q, es 3=4, pues de
las cuatro asignaciones posibles de verdad, tres hacen verdadera p_ q. Nuestra creencia en p! p_ q es la total
seguridad, pues de las cuatro posibles asignaciones de verdad, las cuatro la hacen verdadera.

Un teorema clásico de Lógica de Enunciados asegura que toda fbf puede transformarse en una fbf equivalente
en forma normal conjuntiva (FNC), esto es, una conjunción de cláusulas, donde cada cláusula es una disjunción
de literales, y cada literal es una variable atómica o su negación:

®(x1; x2; : : : ; xn) = c1 ^ c2 ^ : : : ^ cn
= (l1;1 _ l1;2 _ : : : _ l1;k1) ^ : : : ^ (ln;1 _ ln;2 _ : : : _ ln;kn)

Abreviadamente:

®(x1; x2; : : : ; xn) =
n̂

i=1

ki_
j=1

li;j

ocurriendo que (8i)(8j)(9k)(li;j = xk _ li;j = :xk).
Por ello, careciendo de cualquier información, la creencia en ®(x1; x2; : : : ; xn) es:

1¡ 2
a1 + 2a1+a2+1 + 2a1+a2+a3+2 + : : :+ 2a1+a2+:::+an+n¡1 ¡ 1

2k1+k2+:::+kn

siendo: ½
a1 = k1
ai+1 = ki+1 ¡ ki ¡ 1 (1 · i < n)

¿Recuerda el lector el ejemplo del barbero que afeita únicamente a aquéllos que no se afeitan a sí mismos,
en la pág. 80? Todo cobra sentido si V es una valoración de creencia, en vez de una valoración de verdad.
Sea S ´«El barbero se afeita a sí mismo». El valor de verdad de esta proposición es 0 ó 1. Carecemos por
completo de información, pues la circularidad: S ) :S ) S, y el hecho de ver al barbero afeitado, no aportan
información alguna; por ello, nuestra creencia en su ocurrencia se reparte por igual entre S y :S:

V (S) = V (:S)
= 1=2

18.3 Grado de pertenencia y creencia en la pertenencia:
¿una «nueva» teoría de conjuntos borrosos?

«Existe entre los seres humanos una tendencia real a que el grado de creencia se aproxime a la certidumbre.
La duda y el escepticismo son algo inusual para la mayoría de la gente y, en mi opinión, constituyen estados
inestables de la mente.»
—Robert H. Thoules [1429], via Bart Kosko [59] (p. 43)

1Una fórmula bien formada (fbf) ¸ es un literal, precisamente si ¸ es una proposición atómica, o ¸ ´ :p, siendo p una proposición
atómica. Una fbf es una ^-cláusula (cubo), precisamente si es un literal o una conjunción de literales. Una fbf es una _-cláusula,
precisamente si es un literal o una disyunción de literales. Una fbf está en forma normal conjuntiva (FNC), precisamente si es
tautología, contradicción, una _-cláusula o una conjunción de _-cláusulas. Una fbf está en forma normal disyuntiva (FND),
precisamente si es tautología, contradicción, una ^-cláusula o una disyunción de ^-cláusulas.
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Nuestra creencia es que la verdad no es auto-graduable, sino que la creencia es un medio del que dispone
un observador para apreciar la verdad como graduada. Somos protagonistas, queramos o no.

Recordemos que leemos (18.2):

«(creemos …rmemente que) el grado de pertenencia de u al conjunto C es exactamente °»

Tal y como lo leemos, se trataría de un grado objetivo de pertenencia. Pero en realidad, en la práctica,
no lo es. En tantos y tantos problemas que elegimos o construimos una función de pertenencia, lo hacemos
subjetivamente.

En ese momento, ¿qué es «grado de pertenencia» sino «creencia en la pertenencia»?

En estos casos, la lectura anterior, realmente, es:

«nuestra creencia en la veracidad de la proposición “u pertenece al conjunto C”, es exactamente °»

O sea, debemos hablar de nuestra creencia en que 1, y no 0, sea el valor de ÂC(u).

Cuando decimos que el grado de pertenencia de 6:9 a siete es 0:85, queremos decir que podemos tasar en
un 85 por ciento nuestra creencia en la veracidad de la a…rmación «6:9 es siete», que si tenemos una balanza
de dos platos, en uno ponemos 85 unidades de sí, y en otro 15 unidades de no.

Otros temas, como discutiremos en los apartados siguientes son: que el cardinal de estos montones nos
venga dado por nuestra experiencia (frecuencia de uso y contextos de utilización) o por nuestra intuición, y
que representen proporciones (esto es, que su suma sea algo que represente para nosotros una unidad). Ambas
cuestiones pertenecen a la Psicología Cognitiva, y las cosas son así, porque hablamos de seres humanos; pero
en ningún caso son extrañas a la teoría, puesto que, repetimos, el usuario de la teoría es el ser humano, aunque
exista la intermediación de máquinas.

El que está seguro, es que cree; el que cree, puede no estar seguro. La creencia subsume la seguridad. La
TCB clásica, segura, es un caso particular de esta «nueva» TCB.

18.4 El porqué de las comillas en «nueva»

«Nan-in, maestro japonés que vivió en la era Meijí (1868-1912), recibió a un profesor universitario que había
acudido a informarse sobre el Zen. Nan-in sirvió el té. Llenó la taza de su visitante, y siguió vertiendo. El
profesor se quedó mirando el líquido derramarse, hasta que no pudo contenerse:
–Está colmada. ¡Ya no cabe más!
–Como esta taza –dijo Nan-in– está usted lleno de sus propias opiniones y especulaciones. ¿Cómo puedo
mostrarle el Zen a menos que vacíe su taza antes?»
—Nyogen Senzaki y Paul Reps [1430] (p. 19)

El probabilista avezado acaba de reconocer en la anterior, la probabilidad lógica, tan arduamente defendida,
entre tantos otros, por Edwin Thompson Jaynes [40]. Básicamente, una probabilidad se interpreta de dos
modos —cfr. v. gr. Jaynes [40]; Gigerenzer [1431]—. Los clásicos2 entienden la probabilidad de un suceso
como su frecuencia relativa de aparición en la repetición sin …n del mismo experimento. Si se busca la precisión

2 Faltaba un mínimo de historia de la probabilidad en la presente Tesis. No obstante, lo que sigue se re…ere a los orígenes de
su interpretación clásica. El Liber de Ludo Aleae de Girolamo Cardano (1501-1576), publicado en 1663 —aunque, seguramente,
completado por 1563—, es el primer libro sobre juegos de azar, en el que ya trata sobre los conceptos de juego justo y de regularidad
estadística. Galileo Galilei (1564-1642), en su Sopra le Scoperte dei Dadi, publicada en 1718, también trató los juegos de azar,
parece ser que sin conocer las aportaciones de Cardano. Ambos de…nen la probabilidad de un evento E como la proporción de
resultados (equiprobables) favorables a E con respecto al número total de resultados posibles. Además, relacionaron los juegos de
azar con problemas combinatorios. Por su parte, Galileo, también utilizó argumentos probabilísticos para estudiar los errores en
las observaciones astronómicas.

A los mercaderes de los siglos XV y XVI, como tema fundamental en sus relaciones comerciales, les preocupaban los problemas
sobre repartos equitativos. Uno de ellos, el conocido como problema de los puntos, aparece en la Summa de Arithmetica, Geometria,
Proportioni et Proportionalita, de Fra Luca dal Borgo (Pacioli) (1445-1517), publicada en 1494: «A y B participan en un juego
de «balla» (quizás algún juego de pelota). El juego termina cuando alguien gane 6 rondas. Pero el juego ha sido suspendido. A
lleva ganadas 5 rondas y B, tres. ¿Cómo ha de distribuirse la apuesta?»

Los primeros en proporcionar una solución probabilística fueron Pierre de Fermat (1601-1665), en 1654, cuyo método se supone
que …guraba en una carta, extraviada, dirigida a Blaise Pascal (1623-1662), quien aportó una solución basada en el conocido como
triángulo de Pascal —aunque era muy anterior a él—, estudiado en su Treatise on the Arithmetical Triangle (1653). Las soluciones
anteriores proporcionadas por Fra Luca dal Borgo, en su Summa Arithmetica, Geometria, Proportioni, y por Niccolo Fontana
(Tartaglia) (1499-1557), en su Trattato Generale di Numeri e Misuri, publicado en 1556, tuvieron más que ver con aritmética
combinatoria que con probabilidad.
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absoluta, esto presenta un primer inconveniente: el cambio (aunque sea in…nitesimal) de las condiciones experi-
mentales. Un segundo inconveniente reside en la imposibilidad de repetir in…nitas veces el mismo experimento.
Ambos son salvables con una teoría del error.

La interpretación como probabilidad de caso único, como probabilidad lógica, según la denomina Jaynes
[40], se re…ere a la creencia del observador en la ocurrencia futura de un determinado suceso, o a la veracidad
de una hipótesis en un momento dado. Jaynes [40] expresa con la ecuación:

p(nubesjsonido) ' 1 (18.3)

nuestra «inferencia de la probable (likely) existencia de nubes sobre nuestras cabezas», a partir de que es-
cuchamos caer gotas.

La probabilidad lógica subsume así el concepto clásico de borroso. Pensar que q(C; u; °) signi…ca: «creemos
en un 100° por ciento que u pertenece al conjunto C», es asignar el valor ° de probabilidad lógica a la hipótesis
u 2 C. Una función de pertenencia es una probabilidad lógica no necesariamente aditiva.

En el caso aditivo, el análisis bayesiano, ejemplo de análisis probabilístico lógico, es un proceso explícito de
actualización de nuestras creencias en unas hipótesis determinadas. Considera la probabilidad lógica, esto es,
de…ne la probabilidad de una hipótesis como la creencia (grado de creencia, con…anza) de un observador en la
veracidad de una hipótesis, plantea y responde la cuestión: «Este observador, dadas sus creencias previas en
estas hipótesis, ¿cómo revisa su asignación de probabilidades, una vez que dispone de nueva información sobre
ellas?»

Ahora bien, el hecho de que una función de pertenencia, y en de…nitiva, un conjunto borroso, no sea
más que una probabilidad lógica no necesariamente aditiva, no resta importancia a la TCB, porque, hablando
llanamente ¿quiénes se han preocupado de estudiar las probabilidades (lógicas o no), no necesariamente aditivas
o, en general, las medidas (no necesariamente de incertidumbre) no necesariamente aditivas?

Como asegura Damjan Škulj [1432], el interés por el estudio de las medidas no aditivas es reciente en
matemáticas. Sin embargo, ahí está todo lo que se ha desarrollado, y desarrolla continuamente, en la Teoría
de Conjuntos Borrosos, que con otro nombre, no es más que la Teoría de Probabilidades Lógicas No
Necesariamente Aditivas.

¡Ay!, casi me olvido, querido lector, de los ensembles ‡ous propuestos por Karl Menger en 1951 —
traducidos al inglés por hazy sets3 y sus elementos por cloud-like points (puntos con forma de nube)—
[1433]. Menger sustituye la relación de pertenencia de un elemento a un conjunto por la probabilidad de que
un elemento pertenezca a un conjunto.

18.5 Acerca de las «imposturas»

¿Y las «imposturas» de las que hablábamos en la postdata de mi carta a tí; esos deslices a posta? Allí
recogíamos algunas. En esta sección hemos «sacado a la luz» todo su espíritu, aunque no toda su letra. Y no
vamos a enseñar la letra de todas. Basten una tríada de ejemplos más.

Así, con respecto al ejemplo de James Bezdek —cfr. pág. 79)—, tasamos en un 91 por ciento nuestra
creencia en la a…rmación «el líquido contenido enB1 es potable», es decir, utilizamos una probabilidad lógica, no
necesariamente aditiva. Lo que ocurre con ese ejemplo es que Bezdek compara esta última con la probabilidad
clásica.

En la pág. 24, aparece la idea de «cuanto con existencia graduada», en concreto, decimos: «Creo más en
la idea anterior que en la probabilística; creo más en un cuanto con existencia graduada, o mejor dicho, por
graduar (por parte del observador).» Esto que digo no ser probabilidad, lo es: el grado de mi creencia en su
existencia es el grado de su existencia. Según yo; otro observador, sentirá otro grado. El cuanto existe o no,
independientemente de nosotros, porque a lo único que nos limitamos nosotros es a opinar sobre su existencia,
a creer en mayor o menor grado, en ella.

En la pág. 26, hay un párrafo en el que hablo sobre si mis hijas Marina y Sara serán o no personas altas,
y si mi amiga Cristina, que ya no va a crecer más, lo es o no, y argumento que en la primera cuestión puede

A Christiaan Huygens (1629-1695) se debe el concepto de esperanza matemática. En De Ratiociniis in Ludo Aleae, publicado
en 1657, resuelve, de manera independiente, el problema de los puntos. Pierre Simon de Laplace (1749-1827), a quien muchos
atribuyen la noción clásica de probabilidad, se limitó a divulgarla en su Théorie Analitique des Probabilités, publicada en 1812,
—que fue rechazada inicialmente, por no ser muy comprensible— y en su Essai Philosophique des Probabilités.

3hazy (Fuente: The Collins Concise Spanish Dictionary c° 2002 HarperCollins Publishers)
1 [sunshine, morning ] (due to mist) brumoso; neblinoso; (due to heat ) calinoso.
2 [notion, details ] confuso; [memory ] vago; confuso; [idea ] poco claro; confuso.
3 [outline, vision ] borroso; [photograph ] nublado.
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intervenir el azar, mientras que en la segunda, ya no, por lo que podremos hablar de la probabilidad de que
mis hijas sean personas altas, mientras que carece de sentido hablar de la probabilidad de que Cristina sea
una persona alta, sino que mejor habría que preguntarse si Cristina es una persona alta, o sea si pertenece al
conjunto de las personas altas, y en qué grado. Aquí se han deslizado dos confusiones: la una, la de que la
probabilidad supone azar, y la otra, la de no admitir la probabilidad de caso único, mi grado de creencia en la
a…rmación «Cristina es alta».

18.6 La teoría de la posibilidad

«Lo que no está totalmente acabado no existe aún. Lo que no está acabado ha avanzado menos que lo que
no ha comenzado.»
—Paul Valéry <Misceláneas>

No creemos válida la apoyatura que muchos encuentran en la distinción entre imprecisión e incertidumbre, en
la distinción entre el valor de un atributo de un objeto y la con…anza en ese valor, como la diferencia esencial entre
lo borroso y lo probable, como el fundamento último de la génesis de la teoría de la posibilidad —según ellos,
una teoría de la imprecisión, representada por conjuntos borrosos, y una teoría de la incertidumbre, descrita
por un par de grados: el grado de posibilidad de un suceso y el de su contrario—. Resulta que cuando estos
grados de posibilidad son bivalentes, el cálculo de posibilidades es idéntico al análisis de intervalos, continuos
o discretos, es decir, a representar la imprecisión como conjuntos de valores, mientras que si los grados de
posibilidad son continuos, estos conjuntos de valores son conjuntos borrosos. Sólo cambian los nombres. Esto
es el fundamento de la génesis de la teoría de la probabilidad.

Otra cuestión es, bajo el marco de lo no necesariamente aditivo, cómo se construye la creencia en un
suceso compuesto a partir de las creencias en los sucesos elementales, o sea, para empezar, si suponemos que
p : U ! [0; 1], es tal que:

P (A) 6=
X
x2A

p(x) (18.4)

entonces, ¿a qué es igual?

No sólo hemos de pensar en subaditividad o superaditividad, sino también en sustituir la operación base de
la aditividad, la suma, por otra. O sea, la pregunta es: ¿por qué las creencias particulares han de sumarse para
obtener exactamente o aproximadamente la creencia global?

Por ejemplo, la teoría de la posibilidad, introducida por Lot… Asker Zadeh [401], es una teoría subaditiva
en la que la exigencia de la aditividad (con respecto a la operación suma) se sustituye por la «aditividad» con
respecto a la operación máximo4; o sea, 8A 2 P(U):

P (A) = max
x2A

p(x) (18.5)

si bien podría formularse con otra t-conorma que no sea el máximo —cfr. Pedrycz [449] (p. 49).

He aquí lo original de la contribución de Zadeh. He ahí el cambio de paradigma.

La medida de posibilidad, función de P(U) en [0; 1], es usual notarla ¦ o Pos; la función de distribución de
posibilidad, de U en [0; 1], es frecuente notarla r.

Cuando coexisten la probabilidad y la posibilidad, de cara a la consistencia de tal coexistencia, se exige
como mínimo, que 8A 2 P(U) —cfr. Delgado y Moral [1434]:

ProA · PosA (18.6)

ProA > 0) PosA = 1 (18.7)

En nuestro peregrinar, hemos encontrado algún que otro resultado que es cali…cado como el equivalente o
correspondiente del teorema de Bayes en la teoría de la posibilidad —cfr. De Baets y Mesiar [1435]. El
problema es la multiplicidad de las soluciones. Dados dos sucesos A y B, Didier Dubois y Henri Prade [1436]
de…nen la medida de posibilidad condicional de A dado B como cualquier solución de la ecuación:

T (x;PosB) = Pos(A \B) (18.8)

4Cfr. Obs. 284 (pág. 404).
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Aunque a primera vista pueda parecer que la multiplicidad de las soluciones se debe a la multiplicidad de
t-normas, es decir, al hecho de ser T una variable en la ecuación anterior, no es así. Si, por ejemplo, T es la
t-norma mínimo, el conjunto de soluciones es —cfr. Hisdal [1437]; Klir y Yuan [46] (pp. 197-198):

rXjY (xjy) =
½
rX(x) si rX(x) < rY (y)
[rY (y); 1] si rX(x) ¸ rY (y) (18.9)

A lo largo de los años han sido varias las propuestas para elegir una solución —cfr. v. gr. Dubois y Prade
[1436, 1438]—. Bernard De Baets y Radko Mesiar [1435] se basan en el principio de mínima especi…cidad,
esto es, elegir la solución mayor, para obtener en la teoría de la posibilidad, un equivalente al teorema de Bayes
—principio implícito en la propia de…nición de posibilidad (Ec. 18.5).

No obstante, no debemos olvidar uno de los problemas de fondo, de las diferencias esenciales: la posibilidad
no se actualiza de manera única, a diferencia de la probabilidad, para la cual sí ocurre.

Por ejemplo para la t-norma mínimo, si igualamos las expresiones de la posibilidad conjunta:

r(x; y) =

minfrY (y); rXjY (xjy)g = minfrX(x); rY jX(yjx)g (18.10)

Solucionando (18.10), por ejemplo, para rY jX(yjx), obtenemos:

rY jX(yjx) =
½
minfrY (y); rXjY (xjy)g si rX(x) > minfrY (y); rXjY (xjy)g£
minfrY (y); rXjY (xjy)g; 1

¤
si rX(x) · minfrY (y); rXjY (xjy)g (18.11)

18.7 Aditividad y realidad humana: la paradoja de Ellsberg

«Los descubrimientos de la intuición siempre deben ser puestos en práctica por la lógica. Tanto en la vida
ordinaria como en la ciencia, la intuición es un medio de conocimiento poderoso, pero también peligroso.
En ocasiones resulta difícil diferenciarla de la ilusión.»
—Alexis Carrel, <L’Homme, cet inconnu> IV, II, via Gilbert Sinoué [152] (p. 137)

En referencia a la aditividad, veamos la paradoja de Ellsberg [1439], en la versión de Damjan Škulj
[1432] —cfr. item Gilboa [1440]; Schmeidler [1441]—. Nos presentan dos urnas A y B, y nos dicen que cada
una contiene 100 bolas de colores rojo o negro. Sobre la urna A sabemos que contiene 50 bolas de color rojo y
50 de color negro. Sobre la urna B no sabemos nada. Se toma al azar una bola de cada urna y se nos solicita
hacer una apuesta. Tenemos cuatro posibilidades, según apostemos a favor de AR ´«la bola extraída de A es
roja», de AN ´«la bola extraída de A es negra», de BR ´«la bola extraída de B es roja» o de BN ´«la bola
extraída de B es negra». En cualquier caso, si ganamos, recibimos 100 euros, y si perdemos no recibimos nada.

Diversas experiencias han mostrado que preferimos apostar a favor de AR o AN , antes que a favor de BR o
BN :

AR » AN Â BR » BN (18.12)

Veamos qué dice la teoría.

Las loterías son: AR = h100; p1; 0; q1i, AN = h100; p2; 0; q2i, BR = h100; p3; 0; q3i y BN = h100; p4; 0; q4i.
Tomemos como función de utilidad: u(100) = 100 y u(0) = 0. Las utilidades esperadas son 100pi. Por la
composición de A, tenemos que AR » AN , y por tanto, 100p1 = 100p2, de donde:

p1 = p2 (18.13)

y como p1 = q2 y p2 = q1, entonces:

p1 = p2 = q1 = q2 (18.14)

Suponer que trabajamos con probabilidades aditivas signi…ca que:

p1 + q1 = 1 (18.15)

p2 + q2 = 1 (18.16)

A partir de (18.13), (18.14), (18.15) y (18.16):

p1 = q1 = p2 = q2 = 1=2 (18.17)
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Por no saber nada sobre la composicón de B, tenemos que BR » BN , y por un razonamiento similar al anterior,
obtenemos que pi = qi = 1=2, para i 2 f3; 4g. Por todo ello, la utilidad esperada para cualquiera de las cuatro
apuestas es 50, por lo que:

AR » AN » BR » BN (18.18)

en contradicción con nuestra experiencia (18.12).

Y es que nuestras asignaciones de probabilidad no siempre son aditivas. Podemos modelar teóricamente
nuestra experiencia utilizando una probabilidad no aditiva, en el caso de no información, o sea, para la urna
B. Según el razonamiento anterior, p3, q3, p4, y q4 deben ser iguales. Sean, por ejemplo:

p3 = q3 = p4 = q4 = 3=7

Esto hace que la utilidad esperada para las apuestas BR y BN sea 43, es decir, se satisface (18.12).

18.8 Una de las voces de nuestra experiencia: la frecuencia

«Estas reglas representan una parte importante de las matemáticas de los juegos y las apuestas. Aunque
son sencillas de establecer y fáciles de manejar, en casos no muy complicados, su aplicación correcta, en
general, es difícil y requiere entender claramente la naturaleza de los sucesos que se estudian, y qué suposi-
ciones podemos hacer sobre ellos. De hecho, la correcta aplicación de estas reglas es fuente de frustración,
aunque también de deleite, para muchos estudiantes de la Teoría elemental de la Probabilidad. Aunque
no dependeremos de la elusiva capacidad de razonar con las probabilidades, emplearemos éstas cuando sea
necesario, por lo que animamos al lector a dominar su uso, al menos de forma elemental.»
—Edward Packel [1442] (p. 20)

Su consistencia teórica y los resultados obtenidos a lo largo de los años, hace que resulte más que patente la
importancia de los métodos bayesianos para procesar explícitamente la incertidumbre presente en los análisis de
datos y en las tomas de decisiones. Sin embargo, los humanos no trabajamos correctamente con la probabilidad
de caso único, esencia de lo bayesiano, y esto hace que se produzcan múltiples errores en nuestros razonamientos
probabilísticos bayesianos basados en probabilidades numéricas —cfr. Anderson [1443]—. Este no saber
trabajar, también es, por otro lado, el fundamento, a menudo subconsciente, de las arremetidas de muchos
«expertos» en IA, contra la probabilidad.

Cuando Jaynes habla de la probabilidad de caso único, parece olvidarse de nuestra experiencia. Nosotros
no aventuramos infusamente la probabilidad (18.3). Nos atrevemos a ello, porque nuestra experiencia así
nos lo dicta. Y aunque desconozcamos su valor numérico exacto, seguro que estamos de acuerdo en sugerir
a…rmaciones parecidas a:

«La frecuencia con la que ocurre que al escuchar el caer de gotas

nos asomamos y comprobamos que está nublado

es altísima. Prácticamente, ocurre siempre.»

Nuestra mente razona a partir de frecuencias, no de probabilidades de caso único. Un ejemplo clásico es
el siguiente (que ya mencionábamos en la pág. 7): Linda es una chica interesada en cuestiones políticas, a la
que le preocupan temas como los derechos humanos, que participa activamente en la comunidad donde reside.
¿Qué es más probable? ¿Que Linda trabaje como cajera en un banco? ¿O que Linda trabaje como cajera en un
banco y sea una activista del movimiento feminista? —cfr. Gigerenzer y Hoffrage [1444]—. La mayoría de
las personas asignan una probabilidad mayor a la segunda a…rmación, sin embargo, la teoría de la probabilidad
obliga a que sea menor. Este es un ejemplo de la conocida como falacia de la conjunción —cfr. Anderson
[1443]—. A estos errores que cometen las personas al pensar probabilísticamente, se les conoce en la literatura
como ilusiones cognitivas —cfr. Tversky y Kahneman [93]; Ayton y Wright [1445]; Gigerenzer y
Hoffrage [1444]; Cosmides and Tooby [1446].

Judith L. Anderson [1443] revisa tres ilusiones cognitivas bien conocidas: sobreestimación, la falacia de
la conjunción y la ilusión de poseer control, defendiendo cómo transformar la cuestión de la asignación de
una probabilidad en un formato frecuentista contribuye a su no aparición. Por ejemplo, Judith sugiere que la
cuestión: ¿Cuál es la probabilidad de que la razón de crecimiento r de una población concreta sea menor que
¡0:05?, se reformule en términos frecuentistas: Si hubiese 100 poblaciones similares allí donde estés haciendo
tu estudio, ¿cuántas esperarías que presentasen una razón de crecimiento r menor que ¡0:05?
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Una opinión que cobra fuerza es que esto se debe a que la matemática que se emplea para asignar una
probabilidad es mucho más sencilla, y ha sido más natural e intuitiva a lo largo de la evolución de nuestra
especie. En formato frecuentista, todo consiste en operaciones elementales de la teoría de conjuntos, en ejercicios
de recuento y clasi…cación que puede hacer cualquier niño, y que de hecho, también parece que hacen muchos
animales no humanos —cfr. Cosmides and Tooby [1446]; Dehaene [1447]; Brase, Cosmides and Tooby
[1448].

En general, deberíamos tener presente las diferentes variantes en la interpretación humana de la probabilidad,
como seguras promotoras de las ilusiones cognitivas. Teigen [1449] propone la siguiente clasi…cación de las
probabilidades.

² Clásica (chance): La probabilidad es la frecuencia de aparición de un evento concreto entre todas las
apariciones de eventos de un proceso aleatorio verdadero. Por ejemplo, «salir cara» en el lanzamiento de
una moneda. Es el concepto «clásico» de probabilidad.

² Tendencia: La probabilidad es la tendencia que muestra un evento concreto para aparecer. Por ejemplo, es
improbable encontrar niños en una discoteca. Subjetivamente, estas probabilidades pueden interpretarse
en el sentido de facilidad de ocurrir el evento.

² Conocimiento: La probabilidad se re…ere al rango de hipótesis que se consideran y a cómo distribuir la
creencia entre ellas. Por ejemplo, cualquier hipótesis no considerada (desconocida) recibe una probabilidad
de conocimiento de cero.

² Creencia (o con…anza): La probabilidad se re…ere a la con…anza o creencia que alguien tiene en una
hipótesis determinada. Es la probabilidad lógica de la que tanto hemos hablado.

² Control : La probabilidad de un suceso no depende sólo de sus características estocásticas, sino de conside-
raciones subjetivas del observador, independientemente de que in‡uyan o no en el valor de la probabilidad.
Por ejemplo, algunas personas se sienten más seguras (disminuye su probabilidad subjetiva de sufrir un
accidente) si conducen, en vez de ser pasajeros. Podemos interpretar esta probabilidad como el grado de
control sobre resultados particulares.

² Plausabilidad : Esta probabilidad se interpreta como la credibilidad, cantidad y cualidad de detalle en
una narración o modelo. Uno de los mejores ejemplos que conocemos es Transgressing the Boundaries:
Towards a Transformative Hermeneutics of Quantum Gravity, de Alan D. Sokal [1450] —cfr. v. gr.
Sokal y Bricmont [1451].

18.9 La agitación de la certeza

«Yo también era jugador. Lo sentí en ese mismo instante. Me temblaban los brazos y las piernas, me
martilleaba la cabeza. Se trataba, ni que decir tiene, de un caso infrecuente: en unas diez jugadas había
salido el zéro (sic) tres veces; pero en ello tampoco había nada asombroso. Yo mismo había sido testigo dos
días antes de que habían salido tres zéros seguidos, y uno de los jugadores, que asiduamente apuntaba las
jugadas en un papel, observó en voz alta que el día antes el zéro había salido sólo una vez en veinticuatro
horas.»
—Fedor Dostoievski <El Jugador> [1452]

En §18.3 hemos propuesto leer (18.2):

«nuestra creencia en la veracidad de la proposición “u pertenece al conjunto C”, es exactamente °»

de manera que deshacíamos la primera exactitud de la primera lectura:

«(creemos firmemente que) el grado de pertenencia de u al conjunto C es exactamente °»

Pero queda la segunda: decimos que la creencia es exactamente °. Ahora bien, podemos resolver esto,
mediante una nueva atribución de creencia; sea:

H1 =«nuestra creencia en la veracidad de la proposición q(C; u; °) es exactamente °1»

De igual forma, podemos atribuir creencia a H1:
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H2 =«nuestra creencia en la veracidad de la proposición H1 es exactamente °2»

y podríamos continuar de este modo cuanto quisiésemos.

De este modo, si H0 = q(C; u; °) es una proposición de una lógica bivalente de orden k, hemos expresado
su incertidumbre en la correspondiente lógica bivalente de orden k + 1. Por ejemplo, en lógica de enunciados,
sin ninguna información previa, no sabemos el valor de verdad de una proposición atómica p. Sin embargo, la
proposición de una lógica de enunciados de segundo orden que extienda a la anterior:

P =«nuestra creencia en la veracidad de la proposición atómica p es 1=2»

es, a falta de información previa, verdadera.

Queremos con todo esto destacar que si bien decimos que nuestra creencia en que u 2 C es ° 2 [0; 1], la
exactitud de ° signi…ca la verdad de la a…rmación H0.

La única forma de romper esta segunda exactitud es liberar a ° de su exactitud numérica, suponiendo, por
ejemplo, que sólo sabemos de °, que pertenece a un intervalo, pero desconocemos su valor exacto, de hecho no
nos satisface ningún valor concreto del intervalo como valor actual de °, sino que lo que realmente nos satisface
es la incertidumbre contenida en la a…rmación de la pertenencia de ° a un intervalo.

Aun así, no dudar de nuestra creencia en lo que decimos, certi…ca su veracidad.

Pero no necesariamente ha de ser un intervalo. Puede ser una palabra. ¿Cómo representar las palabras
que son los escalones de las escalas con las que medimos? Ya lo dijimos, y re‡exionamos sobre ello, sobre la
suposición indeclinable del común acuerdo en su signi…cado y utilización, sobre nuestro convencimiento en el
deber de informarnos, de preguntar a nuestros congéneres, para intentar así alcanzar un consenso —cfr. 17.13.

18.10 Síntesis re‡exiva

«El hombre es, en buena medida, causa sui, causa de sí mismo. Somos lo que quisimos ser ayer. Seremos
lo que estemos siendo ahora. Nos vamos haciendo poco a poco, en el tiempo, a golpe de acciones virtuosas
o viciosas. Sembramos actos y recogemos hábitos.»
—Javier Fernández Aguado [36] (p. 155)

Un error básico pero frecuente es pensar que detrás de todo uso de la palabra probabilidad se esconde
el azar, lo aleatorio, lo estocástico. Según el DRAE, lo probable es lo «verosímil, o que se funda en razón
prudente», y lo verosímil es lo «que tiene apariencia de verdadero», lo «creíble por no ofrecer carácter alguno
de falsedad». Pero el DRAE también comete el mismo error básico al de…nir probabilidad, al encuadrar en
una tercera acepción lo que él entiende por probabilidad desde el «punto de vista matemático», desligando
así de las matemáticas, las otras acepciones. Sin embargo, es posible identi…car diferentes concepciones
de probabilidad en el comportamiento del ser humano —clásica, tendencia, conocimiento, creencia, control,
plausabilidad, etc.—, y no en todas ellas está presente el azar.

Quizás sea la creencia la más importante para nosotros en este momento. Podríamos empezar por decir
que la verdad de la probabilidad clásica, en su más pura esencia, es tan inalcanzable para el ser humano, como
lo es el in…nito. Tal verdad, se reduce a creencia. Lo objetivo muda en subjetivo.

Nuestra creencia es que la verdad no es auto-graduable, sino que la creencia es un medio del que dispone
un observador para apreciar la verdad como graduada. En realidad, ¿qué aprehendemos de la naturaleza? Las
distribuciones de probabilidad no son reales, son meras descripciones humanas, y por tanto incompletas, de la
naturaleza.

El que está seguro, es que cree; el que cree, puede no estar seguro. La creencia subsume la seguridad. La
probabilidad lógica subsume así el concepto clásico de borroso. Una función de pertenencia es una probabilidad
lógica no necesariamente aditiva. Ahora bien, este hecho no resta importancia a la Teoría de Conjuntos Borrosos,
porque, claramente, sus desarrolladores han sido los primeros interesados en estudiar las probabilidades (lógicas
o no) y las medidas, no necesariamente aditivas. Es una cuestión de nombre: la Teoría de Conjuntos
Borrosos, con otro nombre, no es más que la Teoría de Probabilidades Lógicas No Necesariamente
Aditivas.

En el caso aditivo, el análisis bayesiano de…ne la probabilidad de una hipótesis como la creencia (o grado
de creencia, o con…anza) de un observador en la veracidad de una hipótesis, y plantea y responde a la cuestión
de su actualización. Su consistencia teórica y los resultados obtenidos a lo largo de los años, lo convierten en
el paradigma de actualización de nuestras creencias en unas hipótesis determinadas. La importancia de los
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métodos bayesianos para procesar explícitamente la incertidumbre presente en los análisis de datos y en las
tomas de decisiones, es más que patente.

Aunque la probabilidad lógica —a veces también referida como subjetiva, personal o epistémica— parezca
muy natural, la realidad es que los humanos no trabajamos correctamente con la probabilidad de caso único,
esencia de lo bayesiano, y esto hace que se produzcan múltiples errores en nuestros razonamientos probabilísticos
bayesianos basados en probabilidades numéricas. Estos errores suelen denominarse ilusiones cognitivas. Es
mucha la experiencia que apunta a que transformar la cuestión de la asignación de una probabilidad en un
formato frecuentista contribuye a su no aparición. Una opinión que cobra fuerza es que esto se debe a que
la matemática que se emplea para asignar una probabilidad es mucho más sencilla, y ha sido más natural e
intuitiva a lo largo de la evolución de nuestra especie. En formato frecuentista, todo consiste en operaciones
elementales de la teoría de conjuntos, en ejercicios de recuento y clasi…cación que puede hacer cualquier niño,
y que de hecho, también parece que hacen muchos animales no humanos.

Por otro lado, diversas experiencias, como las realizadas por Gigerenzer, Hoffrage y Kleinboelting
[1453] revelan que la aplicación de la teoría bayesiana de la probabilidad, a veces, genera una predicción pobre
de la creencia actualizada. Como posible motivo, estos autores apuntan el hecho de que se utilizan las mismas
herramientas de cálculo para procesar las probabilidades subjetivas y las clásicas basadas en frecuencias.

No sólo eso, sino que la inferencia es inducible. Henri Zukier y Albert Pepitone [1454] muestran
cómo inducir una u otra inferencia según el porcentaje de contexto evocativo que se proporcione a los sujetos.
En concreto, en su experimento, que consistía en clasi…car como correspondiente a vendedor o a bibliotecario,
unas descripciones de personas, distinguían entre una orientación «cientí…ca», relacionando la actuación de la
persona con normas de población y una orientación «clínica», persiguiendo centrarse en el caso individual, en
la que se proporcionaba una narrativa o «historia clínica» de la persona.

«Sabemos que el hombre tiene una capacidad in…nita de creer. Sorprende que no se lo haya de…nido como
Homo credens.»
—Jerome S. Bruner [3] (p. 60)

En cualquier caso, no podemos olvidar que entre los fundamentos de la rememoración de aquellos pensamien-
tos o sucesos pasados que participan en la de…nición o construcción de las probabilidades lógicas actuales y en
la actualización posterior de las mismas, se encuentra la similitud con los hechos presentes.

«Lo que no se parece a nada no existe.»
—Paul Valéry <Malos pensamientos y otros>

Son juicios por comparación, por tanto, algunos de los responsables de la elección de los acaecimientos
pretéritos que consideraremos como partes esenciales implicadas en tales de…niciones o construcciones5.

De lo que creemos estar más seguros es de que, puesto que es posible identi…car diferentes concepciones
de probabilidad en el comportamiento del ser humano, nuestra posición ha de ser la del eclecticismo, la de
postulantes y practicantes de la complementariedad teórica y metódica, por ser, precisamente, la posición que,
de manera natural, adopta el ser humano.

18.11 Extracto de algunos pensamientos en el punto, y seguido

«Un ser humano llega a ser tal, cuando él o ella piensan sobre el futuro.»
—John McHale [1455]

5No es la similitud el único factor esencial del recuerdo, de la asociación entre cosas, ideas o sucesos de nuestro pasado con
cosas, ideas o sucesos del presente. Aunque las ideas originales son de Platón, fue Aristóteles quien trabajó de una manera
más elaborada sobre ellas. Según este último, el proceso de recuerdo se asienta sobre cuatro leyes: contigüidad —las cosas o
eventos cercanos en el espacio o el tiempo tienden a situarse cercanos en nuestra memoria—, frecuencia —cuantas más veces se
presenten juntos o se relaciones dos cosas o sucesos, más fuerte se hace la asociación entre ellos—, similaridad —sucede que el
pensar en algo procova el pensar en un símil suyo— y contraste —sucede que el pensar en algo procova el pensar en justamente
lo opuesto—. A lo largo del tiempo, muchos han sido los que han retomado estas leyes, han añadido nuevas o no han considerado
algunas: Thomas Hobbes (1588-1679), John Locke (1632-1704), David Hume (1711-1776), David Hartley (1705-1757), James
Mill (1773-1836), John Stuart Mill (1806-1873), Thomas Brown (1778-1820) y Alexander Bain (1818-1903), son ejemplos de
ellos.

Lo que debería observar el lector es que la aplicación de cualquiera de las leyes anteriores se supedita a uno o varios juicios por
comparación: cercano frente a lejano, frecuente frente a raro o símil frente a disímil.
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«Tal como nos lo recuerdan otras dos autoras, la utopía no re…ere a una meta hacia la que se viaja, sino al
horizonte del viaje mismo que el sujeto humano va mirando mientras camina.»
—Emma León [1456] (p. 66)

Que poner un punto no nos deluda. Todo continúa.

¤ ¤ ¤

La teoría de las relaciones objetuales (object relations theory) tiene su origen en el pensamiento de
varios psicoanalistas británicos, entre ellos: Melanie Klein [1457], W. Ronald D. Fairbairn [1458], Donald
Winnicott [1459], Michael Balint [1460] y Harry Guntrip [1461].

El modelo de desarrollo y comportamiento sugerido por Sigmund Freud traslada a un segundo plano las
relaciones, y propone que las personas son guiadas por instintos animales como el hambre, la sed o el placer,
y que las relaciones se desarrollan en la medida en que sirven para satisfacer los instintos. Por el contrario,
la teoría de las relaciones objetuales prioriza las relaciones interpersonales, defendiendo que el niño las usa
desde edad temprana, y que la motivación básica del desarrollo es la necesidad de encontrar relaciones humanas
satisfactorias, y conducentes a conseguir algo, un objeto —cfr. Fairbairn [1458].

Por cierto, que lo que esta teoría denomina objeto, es, en realidad, una representación interna (para un niño,
seguramente su primer objeto, sea la interiorización de su madre). Así, Melanie Klein [1457] de…ende como el
proceso básico de desarrollo mental, la interiorización de un acopio de aspectos provenientes de una colección
de personas signi…cativas para el sujeto por algún u otro motivo.

Como resultado de nuestra consideración hacia la teoría de las relaciones objetuales, nos sobreviene el
añadir a nuestros pensamientos de comparación entre objetos, la comparación entre relaciones entre objetos,
dejándonos guiar hacia la «sociedad de las relaciones entre objetos» —cfr. Varela, Thompson y Rosch
(Heider) [1104] (pp. 108ss.)—. Si representamos estas relaciones mediante grafos, entonces, un primer paso
hacia la consecución de su comparación, es el estudio de la comparación entre grafos híbridos, construidos con
conceptos probabilísticos y borrosos (probabilidades lógicas no necesariamente aditivas).

Pero no sólo relaciones entre objetos, sino también relaciones entre objetos y conceptos. Para juzgar
que un objeto es una silla, debemos reconocer una determinada organización entre sus partes: patas, respaldo
y asiento, de tal forma que sea posible sentarse en ella; el material del que esté fabricada, por ejemplo, es
irrelevante para nuestro propósito —cfr. Maturana y Varela [1] (p. 42 de la versión inglesa revisada de
1998). A éste proceder podríamos llamarlo reconocimiento de la funcionalidad. Pero, como también
observan ellos, hay clases de mucha más difícil de…nición, por ejemplo, la clase de las «buenas acciones» (p.
43).

¤ ¤ ¤

Como decíamos en el preludio, tres son los modelos habituales mediante los que se agrega la información
obtenida para todas y cada una de las características, resultado de su evaluación: conjuntivo, disyuntivo y
compensatorio. Pero también podríamos haber aplicado tales modelos, no a los resultados, sino a las carac-
terísticas; esto es, considerando supra-características, esto es, una reunión de características conectadas por
disyunciones o por conjunciones —cfr. Landa [1462] (p. 385)—. De cara a su posterior procesamiento, puede
ser práctico expresar la relación entre los atributos en forma normal conjuntiva o disyuntiva, de manera que
trabajásemos con cualquier combinación lógica (y no sólo con conjunciones o disyunciones, aunque en realidad
así lo hiciésemos) —al modo de lo dicho en §18.2.

¤ ¤ ¤

¡Qué sorpresa cuando hablas informalmente con médicos! Se con…esan, viendo algo normal que, en atención
primaria, muchos diagnósticos resulten equivocados. En ello pueden in‡uir muchos factores, pero el principal es
el propio protocolo de actuación estándar de atención primaria, que atendiendo al criterio médico de evaluación
del paciente, limita el monto del coste gastable en conjuntos de pruebas más pormenorizadas.

Claro que a ello se añde la variabilidad de los síntomas. De hecho, la mayoría de los protocolos se basan y
se dictan con palabras, con gradaciones lingüísticas de probabilidad.

Muchísimos estudios citan la experiencia profesional como el factor más in‡uyente en la toma de decisiones
clínicas y en segundo lugar, a cierta distancia, la mejor evidencia cientí…ca posible. A pesar de la importancia
del conocimiento cientí…co proveniente de la investigación, no puede olvidarse el conocimiento que se genera en
la relación con los pacientes, o sea, la experiencia —cfr. Osteba [1463].
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Esto es importantísimo de cara a lo que no cesamos de repetir: sistemas que ayudan a decidir y no sistemas
que deciden. El decisor debe ser humano.

¤ ¤ ¤
Hemos supuesto que el empresario (resp., el candidato) se pregunta: ¿será la persona adecuada para mi

empresa? (resp., ¿será un puesto de trabajo adecuado para mí?) Sin embargo, quizás sean preguntas más
realistas: ¿qué resultados esperamos obtener contratando a esta persona?, ¿qué resultados espero obtener con
ese trabajo? Es decir, un análisis orientado a los resultados.

Claro que podríamos aducir que hemos de…nido las especi…caciones para el puesto según los resultados que
deseamos, por lo que la valoración de una cualidad del trabajador o candidato lleva implícito uno o varios de
los resultados anhelados. Sin embargo, ¿no es cierto que lo explícito es más perceptible que lo implícito? Pues
esa, precisamente, es la cuestión.

Otro ejemplo de pregunta, que también podría considerarse como evaluada o no, dependiendo de las especi-
…caciones consideradas, es, a pesar de su aparente ingenuidad: ¿querrá el candidato hacer la tarea?

¤ ¤ ¤
El número de aspectos a considerar con respecto a cualquier persona, puede rayar en el in…nito. Cuando, por

ejemplo, sobre un trabajador, se solicita la opinión de sus compañeros, tenemos la obligación de diferenciar los
hechos de los rumores y de las opiniones vagas. Del mismo modo, debemos limpiar nuestra mente de prejuicios
sobre esa persona. Se hace necesario, por tanto, trabajar en el diseño de cuestionarios y sondeos de opinión
que no den lugar a la vaguedad en las respuestas, que soliciten hechos especí…cos: ¿dónde?, ¿qué?, ¿quién? No
obstante ha de haber lugar para lo borroso, pues un cuestionario, no busca la verdad, sino reforzar nuestra
creencia en una verdad, en la que nos ceden.

Creemos que el cuestionario ideal tiene mucho del que proponen Dailey y Dyer [138] (cap. 9): cada
respuesta debería ser doble, por un lado, la respuesta natural, vaga, por otro, respuestas a preguntas que
ayuden al decisor a precisar, en mayor o menor medida, esa vaguedad. Por ejemplo:

Respuesta vaga Inquisiciones clari…cadoras

Es difícil hablar con fulano

8<: ¿Cuándo habló con él?
¿De qué hablaron?
¿Quién más estaba presente?

¤ ¤ ¤
Otro capítulo que restaría ha de dedicarse a la veri…cación de las decisiones, o sea, a conocer cómo se

ha llegado por parte de cada uno de los actores implicados a la decisión «…nal» (si todos o una amplia mayoría
mani…estasen dudas acerca de la decisión, habría que pensar en tareas dirigidas a la búsqueda y generación de
otras alternativas o decisiones). «Muchos de los fracasos en los procesos de selección provienen del hecho de
que quizás al seleccionador le gusta, la educación, formación o expresión oral del candidato, pero no tiene una
visión global del cuadro, por lo que puede tomar decisiones sobre contratación a partir de criterios equivocados»,
escribe Montserrat Sugrañes (Licenciataria en España del Predictive Index c°). Parece razonable pensar
que un sistema informático puede contribuir a eliminar o, al menos, a paliar, este (d)efecto, inherentemente
humano, subjetivo, por mor de lo objetivo.

¤ ¤ ¤
No cabe duda que hay muchísimo más que estudiar. A continuación, un ejemplo. Seguro que somos

capaces de imaginar un gran número de maneras en las que podemos representar la evolución temporal
del desempeño de una tarea. Una forma atractiva de hacerlo puede ser como un modelo tubular,
inspirándonos en el modelo acústico del tracto vocal —cfr. Rabiner y Juang [623] (pp. 190ss.)

Condiciones de trabajo 
muy tolerantes durante 
un intervalo de tiempo 
mayor que en el que 

hubo condiciones muy 
restrictivas 
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Las condiciones de trabajo no son las mismas a través del tiempo, y cada sección cilíndrica corresponde a un
intervalo de tiempo donde aproximadamente se dan las mismas condiciones. El modelo de secciones cilíndricas,
que proponemos considerar, intenta expresar estos cambios. A mayor radio, condiciones más tolerantes. A
mayor altura (del cilindro), más tiempo dura la situación.

Y, que estos cilindros no nos lleve a visualizar, de inmediato, un «ratoncito» corriendo oculto en cada
uno, y éstos dando vueltas; aunque, por otro lado, esa nueva imagen grá…ca representaría bien la marcha de
la empresa: cuanto mayor es el radio del cilindro (condiciones de trabajo más tolerantes), mayor puede ser el
«ratón» en su interior, y mayor por tanto, el espacio que recorre en el mismo tiempo. Puede que más que un
modelo tubular, debiera ser un modelo de secciones cilíndricas dispersas, cada una discurriendo por caminos
paralelos, hacia un mismo …n, el bene…cio de la organización. Pero, en todo caso, estén juntos o dispersos, las
diferentes velocidades de cada cilindro indicarían los diferentes ritmos de la empresa. Hallar correlación entre
el radio del cilindro y el mejor desarrollo de la empresa sería una revelación muy signi…cativa.

A la hora de medir, deberíamos tener en cuenta la relación entre volúmenes de cilindros consecutivos en el
tiempo:

gi =
Vi+1
Vi

(18.19)

y una posible distancia entre desempeños de tareas podría ser —cfr. Rabiner y Juang [623] (p. 191):

d(DT1;DT2) =
X
i

(log gi ¡ log g0i)2 (18.20)

¤ ¤ ¤

Muchos estudios han sugerido la rapidez con la que los ejecutivos se toman su labor de reclutamiento, algunos
parecen añorar ser plusmarquistas, consiguiendo realizar entrevistas y tomar decisiones en muy pocos minutos
—cfr. Webster [1464]—. Peor aún, muchas veces no saben ni cómo ni por qué han tomado la decisión que han
tomado. Contra esto es difícil luchar. Quizás el desarrollo de técnicas que ayuden a la toma de decisiones pueda
lenti…car este proceso6. Aunque ha de tenerse cuidado, porque los estudios también sugieren que las personas
muestran como comportamiento típico el ofrecer resistencia contra aquella evidencia que trate de refutar sus
creencias —cfr. Armstrong y Collopy [1465]—. A veces, incluso, una mayor evidencia disconforme genera
una mayor resistencia al cambio —cfr. Batson [1466].

Lo dicho en nuestra Tesis en cuanto a los diferentes campos de la administración con y para las personas
(elección de candidatos o puestos, trabajadores o grupos de trabajo especializados o polivalentes, evaluación del
desempeño y de las destrezas de ejecución, etc.), se ha manifestado bajo la hipótesis de que cualquier trabajador
aplicará su esfuerzo en estricta consonancia con lo que el puesto de trabajo le demanda. Parece que deja de
ser trabajador humano para mudar prácticamente en empleado autómata sujeto a las reglas del puesto.
Indudablemente, esto disuena de la realidad. En estudios posteriores deberemos incluir, irremediablemente, el
factor humano.

Es evidente que cada ser humano es único, pero el análisis aquí presentado ayuda a tomar una decisión
inicial, que en ningún caso debería ser de…nitiva, sino que en todo caso, debiera ser con…rmada necesariamente
por un decisor humano. Sólo se trata de un sistema que ayuda a decidir.

Y no sólo eso, sino que ese ser humano debería poseer una amplia capacidad de agregación, semejante a
la capacidad de un líder de agregar todos los esfuerzos individuales y de los grupos de desarrollo, de cara a la
consecución de una óptima cuali…cación colectiva de su empresa.

Esa capacidad de agregación puede ser proporcionada por la posesión de lo que Jan Carlzon denomina
«sentido de helicóptero», «un talento para elevarse por encima de los detalles, para ver la tierra desde arriba»
—cfr. Carlzon [319]—, y que tantos de…enden denodadamente, en diferentes campos, como por ejemplo
Tammy Sachs y Gary McClain [1467], con su «visión desde los 10.000 metros» de todos los temas que
tratan, o lo que Roger Dawson [43] (pp. 134-135, de la edición española) re…ere como contemplar el problema
desde «otro planeta».

6 Al hilo de la lentitud, nos vienen al recuerdo los comentarios de Luis Puchol [129] (pp. 416-417), acerca del proceso de toma
de decisiones en la empresa japonesa, un proceso lento pero e…caz. Cuando un directivo de nivel n quiere tomar una decisión,
solicita a los directivos de un nivel inmediatamente inferior, n ¡ 1, que se reúnan con los de nivel n ¡ 2 y estudien el caso; los de
nivel n¡ 1 hacen lo mismo, solicitan a los directivos de nivel n¡ 2 que se reúnan con los de nivel n¡ 3 y consideren el problema;
y así, se recorre todo el escalafón, de modo, que, el directivo de nivel n puede tomar la decisión con todas las sugerencias de sus
subordinados en la mano. La e…cacia del proceso reside en que todos han opinado, y, al menos, en teoría, todas las opiniones han
sido consideradas.
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Ahora bien, todo ello, sin caer en lo que Luis Puchol denomina el «mito de la montaña» —una versión
empresarial del refrán «los árboles no te dejan ver el bosque»—, como trazado del sistema nervioso de una
empresa. Pensemos en una montaña situada en un valle. Las diferentes laderas de la montaña representan
los distintos departamentos de la empresa. Podemos imaginar un comercial situado en algún lugar —según
su grado de responsabilidad— de la mitad más baja de una ladera. Ve con nitidez los objetos del valle. Sin
embargo, sólo atisba, en mayor o menor medida, lo que hay y sucede en las laderas lindantes con la suya, y no
sabe prácticamente nada de la ladera opuesta a la suya, pues se la oculta la montaña. A medida que alguien
es «más jefe», más cerca de la cima de la montaña se encuentra. Su campo de visión es mayor, pero, debido a
la altitud, las mismas cosas ya no se ven tan claras como cuando estaba más abajo. Cuanto mayor es la altura
a la que está situado, más sabe el ejecutivo de las laderas adyacentes a la suya, y, por así decirlo, menos ignora
de la ladera opuesta a la suya.

El Director General, situado en la cima, es el único al que ningún obstáculo le impide ver nada, conociendo,
a diferencia de los ejecutivos de menor grado, «todas las vertientes de la montaña, incluso algunas subvertientes
(y hasta algunos barrancos) de las que otros casi no conocen su existencia: Investigación y Desarrollo, Asesoría
Jurídica, Auditoría Interna, Plani…cación Estratégica, Métodos y Tiempos, ...» Sin embargo, su visión, por
mor del privilegio de su amplitud, es harto general, pasando por alto una larga lista de detalles. Además, como
asevera Luis Puchol, si la montaña es muy alta, seguro que de vez en cuando aparecen bancos de nubes bajas,
que entorpecerán la visión del Director General, y de algún que otro alto ejecutivo, siendo posible que, a veces,
confundan «la parte superior de las nubes con el pie de la montaña» —cfr. Puchol [129] (p. 353).

«Cada imagen se relaciona con el todo, lo anticipa y aparece como su exponente de un todo contradictorio en
el proceso de generación. Sin una relación con este todo contradictorio, la imagen deja de serlo, se convierte
simplemente en un fenómeno singular y particular incapaz de traspasar sus propios límites.»
—Mijail M. Bajtin [1468] (p. 173)

Lucha, querido lector, pelea por escapar de la «alternativa entre el pensamiento reductor —que no ve
más que los elementos— y el pensamiento globalista —que no ve más que el todo—» —cfr. Morin, via
Tapia Uribe [1049] (p. 165).

En cuanto a la realización de tareas, no hemos considerado ciertos factores que pueden enriquecer el modelo,
por ejemplo, la disponibilidad de los trabajadores. Ésta, en sí, o su probabilidad, pueden ser valoradas
borrosamente. Se trata del problema de asignación o de reparto de tareas, donde intervienen valoraciones
borrosas.

Tanto y más resta, ... Por ejemplo, habría que estudiar de qué manera in‡uye en los temas anteriores:

² el hecho de que la empresa ya esté consolidada o sea de nueva creación (es decir, si hay sólo uno o muy
pocos puestos libres o están prácticamente todos los puestos libres);

² el tipo de empresa, por ejemplo, sea entre PYMES y GRANDES, sea entre ratones, elefantes y gacelas7.
¤ ¤ ¤

Lo cierto es que, de cara al futuro, miramos la realidad desde una perspectiva similar a la visión «holo-
gramática» de Edgard Morin: «uno puede decir que no sólamente la parte está en el todo, sino que el todo
está en la parte» [1473] (p. 168) y [12] (pp. 105, 108, de la edición española). Y cita Morin a Blaise Pascal
en este último [12] (p. 144, de la edición española): «tengo por imposible conocer las partes en tanto partes sin
conocer al todo pero tengo por no menos imposible la posibilidad de conocer al todo sin conocer singularmente
a las partes».

«No sólo cada parte del mundo es parte del mundo como un todo (lo que todos nosotros podemos reconocer
en la vida diaria), sino que el mundo como un todo está cada vez más y más presente en cada una de sus
partes», lo que es cierto para países e indivíduos: «cada punto del holograma contiene la información del todo
del que es parte, de manera que cada individuo recibe y usa la información y los materiales de todo el universo»
—cfr. Morin y Kern [1474] (pp. 22-23), via Eleonora Barbieri Masini [1475].

El principio hologramático de Morin se sitúa en un continuo intermedio entre el reduccionismo ingenuo
(ha de fragmentarse la realidad para estudiar las partes sin entender el todo) y el holismo estricto (ha de
componerse la realidad para estudiar el todo sin entender las partes).

7Churchill [1469] llama ratones a las empresas marginales. Son la mayoría y se caracterizan por la actitud de sacri…cio por
parte del empresario, la mediocridad, los resultados pobres, triste oferta de futuro, pero tienen una gran capacidad de resistencia.
Elefantes, las grandes empresas: longevidad, solidez, inercia, son sus características, pero también la lentitud y el aburrimiento.
Gacelas, las empresas más dinámicas más activas, caracterizadas por la buena gestión. Crecen excepcionalmente rápido. Sobre
ellas puede leerse a Churchill [1469]; Cabanelas y Vaamonde [1470, 1471]; Hernández [1472].
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Y en esto hemos andado, en el entender, en los signi…cados.

[Un signi…cado es] el producto conjunto de todas las pruebas a disposición de aquellos que se comunican.»
—Dag…nn Føllesdal, via John Wheeler [178] (p. 14), a su vez via Michael Talbot [179] (p. 189)

¤ ¤ ¤

Los supuestos no han ocurrido realmente. Sin embargo, esperamos que hayan sido no sólo ilustrativos sino
verosímiles. Como dice Jesús Romero Morante [782] (p. 227), «lo que el análisis de un caso pierde en
extensión y capacidad de generalizar debe ganarlo en intensión, si es que quiere aportar algo signi…cativo».

¤ ¤ ¤

A partir del trabajo de Karl Raimund Popper, en concreto de su criterio de falsabilidad—cfr. Popper
[1476]; Echevarría [1477] (pp. 22-50, et passim)—, muchos están seguros de que ninguna teoría cientí…ca
puede ser demostrada experimentalmente, sólo puede ser refutada8.

Lo que sí parece indiscutible es que podremos validar, es decir, si presumimos la casi certeza de nuestras
lucubraciones, entonces, éstas deberán predecir los resultados de las experiencias que se realicen (la simulación
debe coincidir con la realidad).

Algunas de las pruebas presentadas como soporte de nuestras conclusiones, podrán ser tachadas de no con-
stituir una demostración, en la acepción nítida de este término, aunque, sin lugar a dudas, otorgan plausabilidad
—Taylor y Bogdan [1479] dirían que son pruebas elusivas—, conferidoras de apoyo empírico, acrecenta-
doras del grado de creencia en las conclusiones, de su grado de con…rmación, en el sentido de Carl G.
Hempel [41] (p. 58 et passim).

¤ ¤ ¤

¡Ay de nuestra lucha con las palabras! Lo rábido que resulta ser no saber elegir las adecuadas. ¿Estarán
nuestros razonamientos limitados por ellas?

«La cuestión “Does mathematics need new axioms?” (¿Necesita la matemática nuevos axiomas?), es am-
bigua en prácticamente todas sus componentes.
— ¿Qué entendemos por “mathematics” (matemática)?
— ¿Qué entendemos por “need” (necesitar)?
— ¿Qué entendemos por “axioms” (axiomas)?
Incluso podrías preguntar: ¿Qué entendemos por “does”?»
—Solomon Feferman [1480]

«Las palabras no conservarán un resplandor y un crédito eternos. Muchas, que hoy han desaparecido,
renacerán; muchas, que hoy están en pleno vigor, se perderán, si lo quiere el uso, ese maestro absoluto,
legítimo, regular, de la lengua.»
—Horacio (65-8 a. C.) <Arte poética>

8Hans Zimmermann [1478] (pp. 123-127) diferencia entre teorías y modelos tecnológicos, dividiendo las primeras en for-
males y factuales y los segundos en formales, factuales y prescriptivos. Hans Zimmermann razona que el criterio de falsabilidad
de Popper es aplicable a lo factual pero no a lo formal —cfr. Hisdal [311] (p. 353)—. La cuestión que nos plantea Ellen Hisdal
es: ¿cómo clasi…camos la teoría de los conjuntos borrosos? ¿como formal o factual?





«La Lengua de Signos utilizada por las personas sordas en Francia
ha obtenido su reconocimiento o…cial en el sistema educativo francés

y …gurará como asignatura optativa, incluso en el Bachillerato.
El ministro socialista de Educación, Jack Lang, presentó

el pasado miércoles (13-02-2002) el primer documento pedagógico
que de…ne los niveles de competencia para la enseñanza de esta lengua,
inspirado en el que adoptó la Comisión Europea para los 43 idiomas

hablados en Europa. “Reparamos así, simbólica y concretamente,
la antigua injusticia asestada a la lengua de signos. Reconocemos

su legitimidad educativa y cultural y damos los medios para
enseñarla con el alto nivel que se merece”, dijo el ministro.»

—Teletexto de Televisión Española, 19 de febrero de 2002 (p. 803)

Fecha: 26-08-2001

De: Ruben Jofre

A: Ernesto Davis

«Hola nuevo un pocito conocer a sordos y yo tambien.- Porque y estoy muy curioso por internet apare-
cio sitiodesordos. Hay informacion tu carta mail@DAVIS.- Entonces me obligar ayuda gran de sordos.-
Una pregunta vos de que trabajar intrepete a sordomudos.- YO tengo trabajar o…cio a fabrica conocer. yo
estoy trabaja metarlugico; torneriar,fresa,aqujeriar,soldaduria, heladeras.motor,bombinar,lavaropa,molinos
cesped,maq.cruas, ect... tambien tecla automatico la maquina tornno y fresa.- Por eso no hay o hay cursos
taller de escuela donde.- Para futuro primero aprender yo con cursos bien en escuela.- Dame diploma es-
tudiar largo dos años.- Luego nuevo escuela de taller para enseñar a los sordos jovenes.Porque siempre no
hay trabajar problema siempre di…cil donde pasar a fabrica o o…cio que tiene papel diploma cursos bien asi.-
Nunca la vida año a año a año no ven del mundo donde escuela taller de sordomudos solamente argentina
dale aprender bienes.Sonreir mas orgulloso de sordomudos ganar con diplomas importante asi me gusta.-

NO VA MAS SORDOS POBRES AL REVES RICOS.

Ahora me llamo;

CESAR RUBEN JOFRE.-Mi carta nombre

rubenjofre@aol.com

Muchas gracias pronto»

Este primer apéndice, dedicado a las Lenguas de Signos Gestuales, tiene su razón de ser en el
Ejemplo ilustrativo 7.3, que propone el problema del reconocimiento en tiempo retardado de queire-
mas aislados. Comienza el apéndice con una brevísima exposición histórica —cfr. §A.1—, estable-
ciendo las de…niciones de pose, postura, gesto y signo en §A.3. Sigue la presentación de la estructura
lingüística y articulatoria de un signo gestual —cfr. §A.5— y del caso concreto de la Lengua de
Signos Española (LSE), con los parámetros manuales que intervienen en la articulación de un signo
genérico —cfr. §A.6—. Finalmente, en §A.7 comentamos la importancia de la expresión de la cara,
en el proceso de reconocimiento e identi…cación de los signos pertenecientes a las lenguas naturales
de signos gestuales.
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A.1 Breves apuntes históricos

«Ingens enim, immensa, incredibilis est vis mentis humanae et cui nihil propemodum di¢cile sit, nisi quod
non vult. Qua in re, ut miracula transeam, quae vidi, surdum a primis vitae annis et (quod consequens est)
mutum didicisse tamen, ut quaecumque scriberet aliquis, intelligeret et ipse quoque, tamquam loqui sciret,
omnia mentis suae cogitata perscribere posset.»
(«Realmente la fuerza de la mente humana es grande, poderosa, extraordinaria y casi nada es difícil para
ella, a no ser lo que no quiere. Relataré los hechos extraordinarios que vi: un sordo desde los primeros
años de su vida y, en consecuencia, mudo había aprendido cuando alguien escribía algo y él mismo también,
como si supiera hablar, podía escribir detalladamente todos los pensamientos de su mente.»)
—Rodolfo Bauer [1481], llamado Agricola III, via María Ángeles Rodríguez [802] (p. 49)

La historia de las lenguas de señas puede consultarse en muchas obras, por ejemplo en las de María Ángeles
Rodríguez [802], Álvaro Marchesi [837] y Santiago Torres, José Miguel Rodríguez, Rafael Santana y
Antonia M. González [1482]. Baste aquí un breve bosquejo.

Difícil es hablar sobre la historia de las lenguas de señas, para épocas anteriores al siglo XVI. En los tiempos
más antiguos, se pensaba que el sordo(-mudo) era estúpido, de hecho, según Platón yAristóteles, un sordo(-
mudo) no puede ser educado, según Hipócrates, «la mudez es una enfermedad incurable que impide discurrir
al que la padece». Aunque San Agustín [1483] (pp. 458-461, 539-569), en el siglo IV, llamase la atención sobre
los gestos de los sordomudos como señas iguales a las palabras, quizás no sea hasta el Renacimiento, cuando
a …nales del siglo XV, Leonardo Da Vinci, llama la atención escribiendo «los movimientos de los mudos que
hablan con las manos y los ojos, con las cejas y con toda su persona [...] en materia de movimiento los mudos son
maestros, entienden desde lejos lo que otros están hablando, sólo por el movimiento de las manos» Rodríguez
[802]. Años más tarde, en la primera mitad del siglo XVI, Girolamo Cardano, recogiendo la noticia de Rodolfo
Bauer (Agricola III) —cfr. Cita al comienzo de la sección—, planteó la posibilidad de enseñar a los sordo(-
mudos) mediante el lenguaje escrito (él daba por supuesto que para aprender a hablar, hay que escuchar), pero
no creó ningún método —cfr. Cardano [1484].

Parece ser que la educación del sordo tiene su origen en España, cuando allá, sobre el 1545, el padre Prior
del monasterio benedictino de San Salvador de Oña, con…ó a uno de los monjes, fray Pedro Ponce de León, el
cuidado y educación de dos hijos sordos de los marqueses de Berlanga. A …nales del siglo XVI aparece publicado
un alfabeto manual por fray Melchor de Yebra [1485]. Juan Pablo Bonet, en el prólogo de la obra [1486],
aboga por la necesidad de que sean los pedagogos, y no los médicos, los encargados de preparar a los sordos
para la convivencia en sociedad. El alfabeto manual que él publica, que parece ser aprendió de Ramírez de
Carrión, coincide con el de éste, publicado nueve años más tarde —cfr. Ramírez de Carrión [1487]. En
esta primera época, la orientación es totalmente oralista, y elitista, pues los sujetos tratados, generalmente son
hijos de la nobleza.

En el siglo XVIII se produce un cambio en la orientación de la educación de los sordos; del oralismo se
pasa al «gestualismo», a la valoración de la seña, y de los casos particulares de la nobleza, a la educación
generalizada. Quizás el gran impulso de este cambio se deba a los signos metódicos del abad francés De L’Epée,
los primeros signos manuales, no sólo dactilológicos —cfr. De L’Epée [1488, 1489, 1490]—. Este abad ha
pasado a la historia como el primer maestro de sordos que reconoce la lengua de señas como la lengua natural
de los sordos —cfr. Torres, Rodríguez, Santana y González [1482]—, aunque quizás no se diese cuenta
de la gran importancia de considerar la lengua de señas como un código propio de comunicación, y lo utilizase en
el sentido que hoy se utiliza el bimodal o se signa un idioma oral (con la gramática de éste) —cfr. Rodríguez
[802]; Torres, Rodríguez, Santana y González [1482].

La historia más reciente tiene un nombre de Universidad y dos nombres de Congresos. Fue en 1817 cuando
Thomas Hopkins Gallaudet se lleva a Estados Unidos a Laurent Clerc, maestro francés en lengua de señas,
y fundan ese mismo año en Hartford la American School for the Deaf, abierta aún en la actualidad. Su
hijo, Edward Miner Gallaudet fundó el Gallaudet College de Washington, actualmente conocida como la
Universidad de Gallaudet, la «universidad del sordo». El Congreso de Milán (1880), que impone el oralismo
como único sistema de comunicación en la educación del sordo, asumiendo que la sordera es una de…ciencia y
no una diferencia, con…ando su educación a instituciones religiosas y especializadas. El Congreso de Hamburgo
(1980) que «deroga» las imposiciones del de Milán y aboga por una mayor libertad en la comunicación,
hablándose de la lengua de señas como tal, aunque su reconocimiento como una lengua o…cial todavía no se
haya conseguido del todo. Quizás una de las de…ciencias que muchos arguyen sea que no existe una lengua de
señas «escrita».
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A.2 Una amplia variedad de lenguas de señas

Al igual que ocurre con los lenguajes hablados, las lenguas de señas de países distintos son diferentes. Cambian,
tanto la realización de la seña, en cuanto a los parámetros subléxicos de la misma, como a la gramática de la
lengua —cfr. Fig. A.1.

Figura A.1: [ÁRBOL] y [MADRE], según diferentes
lenguas de señas.
—Fuente: Tetzchner y Martinsen
[1491].

Las lenguas de señas se han desarrollado de manera natural, con aportaciones (neologismos), procedentes de
otras lenguas de señas, de lenguajes de signos grá…cos (Bliss, PIC, SPC, ...), de la lengua hablada del entorno,
etc. —cfr. Klima y Bellugi [1492]; Tetzchner y Martinsen [1491]—. También se observan neologismos
derivados de pantomimas o representaciones miméticas y otros simplemente, puras invenciones, aunque la gran
mayoría se genera dentro del propio Lenguaje de Signos mediante sus recursos propios —cfr. Bellugi y
Newkirk [1493].

Por otro lado, existen otros lenguajes que utilizan señas, que comparten la gramática del lenguaje hablado
—cfr. Marchesi [837]; Wilbur [1494]—. Se conocen como lenguajes orales signados. Son lenguajes
pedagógicos, elaborados por instructores para representar con signos de la Lengua de Señas, el lenguaje hablado
del entorno. No son usados por los no oyentes, debido a que la gramática es la del lenguaje hablado, totalmente
diferente a la de la Lengua de Signos.

A.3 Poses, posturas, gestos y señas

Si hacemos caso a Mulder [1495], los movimientos de las manos pueden dividirse en dos grandes grupos. Los
del primero poseen propósitos comunicativos, pero sin manipular físicamente ningún objeto (los movimientos de
este grupo se llaman de mano vacía o de mano libre). Los del segundo grupo manipulan y prenden objetos. En
cualquier caso, unmovimiento manual puede de…nirse, de manera equivalente, por el conjunto de movimientos
de los brazos, manos, muñeca, dedos y falanges —descendiendo por una jerarquía natural, al modo del modelo
anatómico de Lee y Kunii [808].

Cadoz [1496] ha clasi…cado los movimientos manuales en tres grupos, de acuerdo a su función:

Semióticos: comunican información con signi…cado y son resultado de la experiencia cultural compartida.
Ergóticos: están asociados con la noción de trabajo, con la capacidad de los humanos de manipular el

mundo físico, con la posibilidad de crear artefactos.

Epistémicos: que permiten a los humanos aprender del entorno mediante experiencia táctil o exploración
háptica.

Han sido propuestas muchas más clasi…caciones: de movimientos manuales —cfr. Malek, Harrison y
Thieffry [1497]—, de gestos —cfr. Kendon [1498];McNeill [1499]; Nespoulos y Roch Lecours [1500]—
y de movimientos manuales ergóticos —cfr. Napier [1501]; Pressing [1502].

De…nición 304 Por nuestra parte, llamamos gestos a los movimientos manuales semióticos. Una pose manual
es justamente la posición de la mano y los dedos (y acaso codo, falanges, etc.) en un instante de tiempo.
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De…nimos una postura como las posiciones de la mano y los dedos (y acaso codo, falanges, etc.) en un intervalo
no signi…cativo de tiempo, o sea, en el que no se observan cambios signi…cativos1. Nunca se observan poses de
la mano (sí a posteriori, por ejemplo en una fotografía), sino que siempre se observan posturas.

De…nición 305 Por seña o signo gestual entendemos cualquier gesto o postura como elemento de un lenguaje
(natural) de señas, un sistema de comunicación lingüística natural, de hecho y derecho.

A.4 Comunicándonos con señas

Figura A.2: <Mime cue>: de este tamaño (entendido
por todos).
—Fuente: Givens [1504].

A lo largo del tiempo, muchos autores han a…rmado que quizás los gestos precedieron al diálogo como
sistema de comunicación entre homínidos —cfr. v. gr. Fig. A.2; Kimura [1505]; Marchesi [837].

Una simple observación nos muestra cómo los movimientos faciales y corporales forman parte del acto
comunicativo —cfr. Nierenberg y Calero [1506]; Stove [1507]—. De manera similar al análisis lingüístico
que se lleva a cabo en el sistema vocal-auditivo, puede estudiarse el sistema gestual-visual. Los primeros
estudios más conocidos sobre kinésica, el análisis descriptivo del código gestual-visual en sí2 , se deben a
Weston LaBarre [1509] y a Ray Birdwhistell [1510]. Cualquier postura o movimiento de una determinada
parte del organismo (facial o corporal) se denomina kino (equivalente a fono). En paralelo con la lingüística,
un primer paso sería la consecución de algún sistema que permitiese registrar o transcribir cualquier sucesión
de kinos, procedentes de uno o más «emisores». El sistema de notación que desarrolla Birdwhistell es bastante
complicado.

Un segundo paso consistiría en determinar y clasi…car los kinos signi…cativos en el código, los kinemas (en
un sentido equivalente a los fonemas), como clases de kinos de igual signi…cado. Los kinos agrupados en una
misma clase se denominan alókinos (cf. alófonos), caracterizándose según la variación3 sea condicionada o no.
Birdwhistell propone como equivalente de los morfemas, o quizá de las palabras, aquellos patrones de postura
facial y corporal, que en conjunto tienen una signi…cación distintiva, pero que pierden su signi…cado cuando se
fragmentan.

Puede consultarse más sobre kinésica, por ejemplo, en las obras de Fernando Poyatos [1511, 1512, 1513].

Pero además de los lenguajes de señas de las comunidades sordas, existen muchos otros. Piénsese, por
ejemplo, que de igual modo, que en determinados ambientes, donde las manos del usuario están contínuamente
ocupadas, se hace necesaria un interfaz vocal, siendo esta precisamente, una de las motivaciones del desarrollo
de sistemas de control basados en reconocimiento de voz, existen otros entornos, donde o bien, el ruido ambiente
es tal que es imposible una comunicación vocal, como en la construcción, o bien es necesario un silencio absoluto,
haciéndose necesaria una comunicación alternativa, que bien pudiera ser por signos.

Este es el caso de la comunicación con señas empleada a veces por personas para comunicarse con los
conductores de maquinaria pesada, o de maquinaria agrícola —cfr. Fig. A.3.

Ahora, imaginemos que la maquinaria es un robot; podríamos conducirlo a distancia utilizando un lenguaje
arti…cial de gestos. Así son abordables tareas como las siguientes:

1Yanghee Nam y KwangYun Wohn los han llamado gestos primitivos [1503].
2Aunque algunos autores ya habían destacado la importancia del análisis de esta banda de código, pero realmente no habían

abordado el problema en profundidad —cfr. Osgood y Sebeok [1508].
3Si se puede predecir la aparición de un sonido dentro de una sucesión de ellos en función de otros sonidos que estén en su

entorno, entonces decimos que esta variación de sonidos es condicionada. En cambio, si dos sonidos pueden intercambiarse
libremente, obteniéndose en ambos casos elocuciones con signi…cativas, decimos que es una variación libre o no condicionada.



A.4. Comunicándonos con señas 477

Figura A.3: Los cuatro gestos manuales convencionales entre los op-
eradores de grúas de la empresa MARR Equipment Cor-
poration (Boston, MA, USA). Cada gesto se presenta
con dos variantes direccionales. Los tres primeros gestos
(<swing>, <boom> and <hoist>) controlan los tres gra-
dos de libertad de la grúa. El cuarto coordina <boom> y
<hoist> de forma que el gancho se aleje de la grúa pero
manteniéndose a la misma altura.
—Fuente: Sturman [795].

² Control y manipulación de robots (físicos), a partir de la de…nición de un sublenguaje apropiado. Por
ejemplo, Pappert y Gigante [1514] construyen un sistema para control por gestos de un brazo virtual,
basado en un conjunto de gestos arti…ciales. Sturman [795] modela una grúa. Katkere, Hunter,
Kuramura, Schlenzig, Moezzi y Jain [1515] proporcionan otro ejemplo.

² Control y manipulación de actores (robots lógicos en un sistema de realidad virtual o de realidad au-
mentada). Por ejemplo, Sanso y Thalmann [1516] proponen un sistema muy completo de «grasping»,
solucionando variados problemas cinemáticos y de impedimento de colisiones. Brooks [1517] proporciona
otro ejemplo de esta funcionalidad.

² Veri…cación del emisor. En general, puede pensarse en varias de las aplicaciones que se han propuesto para
el reconocimiento de voz. Por ejemplo, podría utilizarse para veri…car el emisor —cfr. Rabiner y Juang
[623]—. O sea, dado un discurso o una muestra de discurso, decidir si corresponde a uno de los emisores
controlados (usuarios registrados) y a cuál de ellos. Esto es como una …rma digital tridimensional, una
grafología en tres dimensiones.

Ejemplos de otros sistemas de comunicación basados en posturas o gestos, reducibles, en todo caso, a una
lengua de signos son los siguientes:

² Sistemas de lenguajes de interacción con computador basados en comandos gestuales, que frecuentemente
utilizan gestos deícticos y de indicación, aunque algunos admiten una variedad más amplia de gestos.

– Estos sistemas permiten, por ejemplo, la elección de comandos en un determinado entorno de menús,
como podría ser un esquema de navegación virtual. Un ejemplo de estos sistemas puede ser GIVEN
(Gesture-driven Interactions in Virtual Environments) —cfr. Böhm, Hübner y Väänänen [1518].

– Otro ejemplo de estos sistemas es CHARADE. En él se usan gestos manuales para controlar un
computador que nos ayude en una presentación. Este sistema proyecta la pantalla del computador
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en lo que sus autores denominan «zona activa» —cfr. Baudel y Beaudouin-Lafon [1519]—, y
mediante un DataGlove, el usuario interactúa con el sistema, ejecutando comandos de una forma
simple: apuntando a la zona activa y realizando determinados gestos manuales. Esto, realmente,
logra que la presentación sea más natural. Los autores presentan un ejemplo de lenguaje, que es
perfectamente reducible a una lengua de signos, por ejemplo, a la LSE.

² Sistemas que interpretan la mano como un ratón 3D. Una aproximación a este objetivo se consigue por
el método de selección radial, usada, por ejemplo, en el mundo virtual Rubber Rocks —cfr. Codella,
Jalili, Koved, Lewis, Ling, Lipscomb, Rabenhorst, Wang, Norton, Sweeney y Turk [1520],
basado en el modelado físico de objetos ‡exibles —cfr. Norton, Turk, Bacon, Gerth y Sweeney
[1521]; Sweeney, Norton, Bacon, Haumann y Turk [1522].

Figura A.4: Mundo virtual <Rubber Rocks>.
—Fuente: Codella, Jalili, Koved, Lewis,
Ling, Lipscomb, Rabenhorst,Wang, Norton,
Sweeney y Turk [1520]

En la Fig. A.4 vemos dos usuarios interaccionando con el mundo virtual Rubber Rocks. Las gorras de
beisbol que visten portan un sensor de posición para identi…car el movimiento de la cabeza. Mediante
los guantes y los sensores de posición adosados a ellos se introducen los gestos. Los usuarios están viendo
una habitación desde lados opuestos. Dentro de la habitación hay objetos ‡exibles sometidos a campos
gravitacionales. Todo consiste en atrapar estos objetos, simplemente apuntándoles con el dedo. Las manos
también se representan en la escena re‡ejando sus posiciones y los gestos que están haciendo. El sistema
proyecta un rayo desde el dedo extendido y si intersecciona al objeto, éste queda atrapado, pudiendo
entonces lanzarse contra la mano del oponente, debilitando así un poco más al contrincante, cada vez que
se consiga. En la foto de la Fig. A.4 el simulador está congelado en el momento que que ambos jugadores
pugnan por un objeto en forma de ladrillo.

A.5 Estructura lingüística y articulatoria de la seña

William C. Stokoe, en 1960 [1523], quizás fuese el primero, en fundamentar la estructura lingüística de una
lengua de señas, la lengua de señas americana(LSA) (American Sign Language, ASL), además de propugnar y
defender el reconocimiento de su autonomía lingüística.

Las lenguas de señas —La Seña, en palabras de Oliver Sacks [1524]— presentan una organización estruc-
tural formal similar a la que se encuentra en los lenguajes verbales, esto es, una estructura subléxica análoga
al nivel fonémico —cfr. Stokoe [1523]; Stokoe, Casterline y Croneberg [1525]; Battison [1526]; Lid-
dell y Johnson [1527]—, y unas reglas de producción que especi…can de forma precisa cómo combinar tales
unidades fonológicas mínimas para formar gestos signi…cativos (señas), cómo combinar signos simples en sig-
nos más complejos, para …nalmente producir frases (proceso análogo a los niveles morfológico y sintáctico)
—cfr. Suppala [1528]; Padden [1529]; Perelló y Frigola [1530]; Rodríguez [802]; Torres, Rodríguez,
Santana y González [1482].

En un primer intento de analogía entre las estructuras subyacentes a los lenguajes verbales y gestuales,
Stokoe [1523], propone los nombres de querología (cherology), querema (chereme) y alóquero (allocher),
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como equivalentes gestuales de fonología, fonema y alófono, respectivamente.

Estos queremas se asemejan funcionalmente a los fonemas del lenguaje verbal: serían las equivalentes a
unidades fonológicas mínimas con capacidad funcional distintiva (oposición en contraste semántico), discrimi-
nante, de modo que dos gestos se pudiesen diferenciar únicamente en uno de ellos.

Stokoe [1523] distingue tres aspectos de la «estructura submorfémica» de un signo:

² tabula (–tab–, «el lugar donde se escribe algo»; la posición);
² designator (–dez–, que se reconoce por la con…guración de la mano y por la postura; la orientación o
dirección);

² signation (–sig–, «la acción de hacer un signo», reconocida por un movimiento signi…cativo en el espacio,
o por un cambio en la con…guración, o en la orientación).

Cada uno de estos aspectos se constituye en querema o alóquero, según presente o no, una función distintiva.
Stokoe [1523] delimita doce tabs (posiciones), diecinueve dezs (con…guraciones) y veinticuatro sigs (tipos de
movimiento) —cfr. Fig. A.5—. En 1980, Stokoe postula que cualquier signo manual puede diferenciarse de
otros signos manuales mediante cuatro características:

² postura de la mano,
² orientación de la mano-brazo respecto del cuerpo,
² localización sobre el cuerpo (es una proyección 2D del individuo signante desde el punto de vista de un
observador),

² movimiento.
En la década de los 70, Ursula Bellugi, su marido Edward S. Klima, y sus colaboradores del Instituto

SALK, trabajaron en el descubrimiento de la gramática subyacente a la Lengua de Señas —cfr. Bellugi
y Fischer [1531]; Bellugi y Klima [1532]—. Más adelante, Ursula Bellugi y sus colegas, estudian los
substratos neuronales de los lenguajes de signos, analizando las consecuencias en la comunicación con dichos
lenguajes, de diversas lesiones cerebrales y en el funcionamiento espacial en general —cfr. Bellugi, Poizner y
Klima [1533, 1534]; Bellugi yNewkirk [1493]; Corina, Poizner, Bellugi, Feinberg,Dowd yO’Grady-
Batch [1535]; Poizner, Bellugi e Iraqui [1536]; Poizner, Bellugi y Klima [1537]; Poizner, Klima y
Bellugi [1538].

Tanto Stokoe, como Klima y Bellugi, de…enden el hecho de que la fonología de las lenguas de señas se
basa en la simultaneidad más que en la secuencialidad (como ocurre con los lenguajes verbales). Cada gesto
está constituido por una combinación única de los diferentes queiremas propuestos, y su reconocimiento se
identi…ca con el proceso simultáneo, de reconocimiento de cada uno de los queiremas constituyentes.

A partir de los estudios de Liddell [1539] y Liddell y Johnson [1527], donde se sugieren y estudian
elementos secuenciales (segmentos fonológicos) signi…cativos, varios autores como Corina [1540, 1541, 1542],
Perlmutter [1543] y Sandler [1544], elaboran propuestas estructurales que combinan tales aspectos, basán-
dose en teorías lingüísticas de infraespeci…cación, fonología autosegmental y geometría de características, lle-
gando a modelos fonológicos de la LSA, que permiten la predicción de queiremas —cfr. Brentari [1545];
Corina y Sagey [1546].

En resumen, las lenguas de señas comparten varios principios organizativos con las lenguas verbales, como
niveles léxicos, sílabas, segmentos, características distintivas y procesos gramaticales recursivos —cfr. Bellugi
[1547]; Rodríguez [802];Wilbur [1548].

Finalmente, hemos de notar que la simultaneidad a la que nos referimos en el caso de la modalidad visual-
gestual implica la posible simultaneidad en la producción y expresión de los elementos de una frase. Es decir,
mientras que la estructura del lenguaje oral es lineal, no ocurre esto con la de una lengua de señas. Por ejemplo,
la Fig. A.6 muestra un signo capaz de expresar toda una frase. En este ejemplo, la mano derecha nos informa al
mismo tiempo de que (1) hay una persona, (2) dicha persona está sentada, y que (3) está sentada precisamente
en la parte delantera de un coche.

A.6 Articulación de la seña española. Parámetros manuales

En España, entre los primeros trabajos lingüísticos sobre comunicación no verbal se encuentran los de Torrego
sobre lingüística, cinésica [1549] y gestos en el español hablado, continuados por Sebastián Serrano [1550,
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Figura A.5: Notación de Stokoe.
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Figura A.6: Una persona apoyada en la parte delantera
de un coche.
—Fuente: Rodríguez, [802].

1551], y los de Fernando Poyatos, desde sus primeros trabajos en kinésica [1552, 1553, 1554], hasta su tratado
sobre comunicación no verbal, desarrollado en tres tomos [1511, 1512, 1513].

En el estudio concreto de la lengua de signos destaca la obra de Jorge Perelló y Juan Frigola [1530],
quienes consideran los tres mismos aspectos que Stokoe, estableciendo, en su análisis de la lengua de signos
catalana (LSC), treinta y nueve posiciones, cuarenta y siete con…guraciones y veinticinco movimientos.

No obstante, quizás el primer estudio más completo en España sobre la estructura lingüística de la LSE se
deba a María Ángeles Rodríguez, desde sus trabajos iniciales [1555, 1556], hasta su tesis doctoral en 1990,
publicada en [802], donde analiza la LSE, desde la semántica, sintaxis y morfología, pasando por el estudio de
la articulación de los signos y la estructuración de los mismos en base a una serie de parámetros articulatorios
y su posterior clasi…cación según ellos.

Considera que un signo es el resultado de la combinación simultánea (no lineal) de los siguientes parámetros
formativos quinésicos):

² forma o con…guración de una mano (queirema), distinguiendo veintinueve;
² orientación de la mano (queirotropema), distinguiendo nueve;
² lugar de articulación (zona del espacio donde se articula el signo, toponema, del término griego ¿o¼o»:
«lugar»), diferenciando veinticinco.

Estos tres parámetros son estáticos, es decir no suponen, en principio, ningún análisis de movimiento —otra
cosa es que pueda deducirse su reconocimiento a partir de alguno—. Además, son unimanuales, pues pueden
se atribuyen a una única mano.

Como parámetros, también unimanuales, pero dinámicos, distingue:

² el tipo de movimiento de la mano (kinema), diferenciando dieciocho;
² la dirección del movimiento de la mano (kineprosema), entre los que distingue seis.

Rodríguez [802] considera un sexto parámetro articulatorio:

² la expresión de la cara (prosoponema),

y aunque su valor es fundamentalmente expresivo, también posee función distintiva, por ejemplo, para diferen-
ciar entre enunciados interrogativos y enunciativos, o incluso señas simples, por ejemplo, [DULCE] y [DOLOR]
—cfr. Fig. A.12 (pág. 487).

Podemos encontrar clasi…caciones alternativas. Por ejemplo, hay estudiosos que además del queirema,
queirotropema, toponema y kinema, consideran oportuno distinguir los siguientes:

² Esquedemas: Planos, en número de cuatro, abarca la longitud del brazo y aluden al punto, situado
delante del signante, en que se articula el signo. Opinan que sustituirá al kineprosema.

² Haptonema: Es el punto de contacto, parte de la mano dominante que entra en contacto con el cuerpo
del signante.

² Componente no manual: Corresponde a expresiones faciales, movimiento de la cabeza o a movimiento
de los hombros y el tronco; en el que se incluirá el prosoponema.
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Otro re…nan la clasi…cación. Por ejemplo, con respecto a los kinemas, podría diferenciarse entre:

² kinemas dactílicos (movimientos internos, de los dedos de una mano), y
² kinemas no dactílicos (movimientos genéricos, aplicables a la mano considerada como un todo, y también
a los dedos).

Aunque muchos de las señas de la LSE se realizan con una mano, hay señas en cuya ejecución participan am-
bas manos, rigiéndose su formación por determinadas relaciones de simetría y dominancia—cfr. Rodríguez
[802].

Además de los anteriores, hemos de considerar los siguientes parámetros complementarios:

² Componentes corporales de tipo expresivo, como la oral (parte del prosoponema), cuya importancia
semiótica comentaremos en §A.7;

² Dactilología: los signos dactilológicos, es decir, el alfabeto signado, es necesario cuando falta un signo
compartido entre emisor y receptor, por ejemplo, cuando dos personas se conocen y desean comunicarse
sus nombres;

² Lectura Labiofacial (LLF) esto es, leer una palabra en los labios del emisor, y al igual que la dactilología,
tampoco forma parte de la LSE, pero lo complementan;

² Gesticulación;
² Entorno: hay un uso topográ…co de ciertos signos de la LSE, al localizar en el espacio físico un concepto
semántico, un lugar al que el individuo signante se referirá con posterioridad, pudiendo representar este
lugar, una persona, varias personas, objetos, etc; pero lo único que nosotros vamos a percibir es una
indicación deíctica (generalmente con el dedo índice extendido) apuntando hacia tal lugar.

² Restricciones anatómicas, propias disminias físicas, o generadoras de disminias funcionales.

Cada uno de estos parámetros adopta varias con…guraciones, siendo esta la diferencia principal, en su
estructura lingüística, entre los diferentes lenguajes de signos. No en todos los lenguajes de signos existe el
mismo número de ellos; es una situación similar a la del número de fonemas en los lenguajes verbales, y se rige
por su función distintiva en contraste semántico. Por ejemplo, en la LSA es usual considerar 36 queiremas,
mientras que en la LSE, Rodríguez [802] sólo considera 29. No obstante la aparición de neologismos también
hace que aparezcan nuevos queiremas. Y otros estudios identi…can otro número de queiremas, por ejemplo,
Inmaculada Muñoz [1557] identi…ca 71 queiremas en la LSE.

La función distintiva de cada uno de los parámetros propuestos se analiza en Rodríguez [802] (pp. 186ss).
De todos modos, hablaremos de ella en las secciones posteriores.

A.6.1 Queiremas

El término inglés «chereme», procedente del griego Â"¶½ («mano»), aparece propuesto por William C. Stokoe
[1523], y su traducción española queirema, entre otros por Rodríguez [802]. Indica, genéricamente, la con…-
guración de una mano, independientemente de su posición, orientación o dinámica de la mano como un todo.
La Fig. A.7 muestra los 29 queiremas que considera María Ángeles Rodríguez [802] en la Lengua de Signos
Española.

Pero ésta no es la única clasi…cación. Inmaculada Muñoz [1557] propone el concepto de familia de
queiremas. Diferencia entre 71 queiremas que agrupa en 21 familias. El diccionario (en CD-ROM) DILSE
—cfr. Frutos, González, Minchero y Nieto [1558]— (conjuntamente con un segundo CD-ROM con
neologismos), recoge la idea de las familias propuestas por Muñoz —cfr. Fig. A.8.

A.6.2 Queirotropemas

La denominación queirotropema tiene sus raíces en dos vocablos griegos: Â"¶½ («mano») y ¿½"¼o¹®¶ («vol-
verse», «dirigirse»). María Ángeles Rodríguez [802] distingue nueve queirotropemas —cfr. Fig. A.9.

Una notación posible para la orientación sería añadir simplemente un punto, por ejemplo: K1 =+ ¢, y
K2 = _+.
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Figura A.7: Los 29 queiremas que identi…ca María Án-
geles Rodríguez para la Lengua de Signos
Española.
—Fuente: Rodríguez [802] (pp. 175-
177).
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Figura A.8: DILSE mostrando las distintas familias de
con…guraciones de la mano activa.
—Fuente: Frutos, González,
Minchero, Nieto [1558].

Figura A.9: Queirotropemas identi…cados por María
Ángeles Rodríguez en la Lengua de Sig-
nos Española.
—Fuente: Rodríguez [802] (pp. 182-
184).

A.6.3 Toponemas

La palabra toponema proviene del término griego ¿ ¶o¼o» («lugar»). Dada una partición de la super…cie del
cuerpo en un número determinado de zonas (más que de la super…cie, de una proyección bidimensional frontal
del mismo), nos interesa identi…car sobre qué zona o zonas se produce la articulación de un signo determinado.
María Ángeles Rodríguez distingue veinticinco [802] (pp. 177-179), siendo las «grandes» zonas: espacio
neutro (desde los hombros al estómago), cabeza, brazo izquierdo y brazo derecho.

A.6.4 Kinemas

El término kinema proviene del griego ·¶¶À´¾¶³ («movimiento»). Basándonos en los estudios lingüísticos previos
que aparecen en la Tesis Doctoral de Rodríguez [802], en la Memoria de Licenciatura de Muñoz [1557] y en
el estudio —re‡ejado en DILSE (y en su continuación con neologismos)— de Frutos, González, Minchero
y Nieto [1558], distinguimos dos grupos de kinemas, los movimientos internos de una mano, aplicables a
los dedos, que llamamos kinemas dactílicos (que producen cambios en el queirema), y otros movimientos,
aplicables a la mano considerada como un todo (sin producir cambios en el queirema), aunque también a los
dedos.

Destacamos seis kinemas dactílicos, tres variaciones angulares (kinemas simples) y tres complejos:
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² ¢\dart ´«variación en el ángulo de ‡exión de las articulaciones MF, IFD e IFP de los dedos trifalángicos
(II-V) y en las articulaciones MF e IF del pulgar»;

² ¢_dart ´«variación en el ángulo de aducción lateral de las articulaciones MF de los dedos I, II, IV y V»;
² ¢_CMC ´«variación en el ángulo de abducción palmar de la articulación carpometacarpiana del pulgar»;
² PI ´«movimiento de pinzamiento, con el objetivo de juntar dos yemas»;
² P ´«Presionando la yema del pulgar sobre la uña de uno o más dedos, de pronto extender todos los
dedos»;

² D ´«Deslizamiento de los dedos a lo largo del pulgar o de la yema del pulgar».

Distinguimos los siguientes ocho kinemas, aplicables también a los dedos, y diversos atributos, que
podríamos denominar componentes kinestésicos, de estos tipos de movimiento:

Kinemas Atributos
LR ´«en línea recta» V V ´«vaivén»
AR ´«en arco» DI ´«discontinuo, a sacudidas»
BU ´«bucles o lazos» RE ´«repetido»
CI ´«circular o giratorio» CO ´«con contacto»
HE ´«helicoidal o espiral» CH ´«choque o impacto»
ON ´«ondulado» VN ´«velocidad normal»
ZZ ´«en zig-zag o quebrado» V R ´«velocidad rápida»

V L ´«velocidad lenta»
BR ´«movimiento brusco»

Podríamos considerar más atributos, y lo haremos, pero a nivel particular, por ejemplo, en kinemas de tipo
circular o helicoidal, debemos considerar el eje de rotación, las velocidades, linear y angular, dactílicas o no
(correspondientes a kinemas dactílicos o más genéricos, respectivamente).

[EN LÍN EA RECTA] [EN  ARC O] [BUCL ES] [GIRATORIO]

[ONDULADO] [EN Z IG-Z AG][ES PIRA L]

Figura A.10: Kinemas que identi…camos en la Lengua de
Signos Española.
—Fuente: Elaboración propia.

En la Lengua de Señas Española, todos los kinemas, salvo [ESPIRAL], se realizan en un plano. Por ello, los
denominaremos kinemas planos.
El atributo de contacto tiene en la LSE, función distintiva entre queiremas (y por ende, entre toponemas),

por ejemplo, FF e IS, o D y MF —cfr. Fig. A.7.

A.6.5 Kineprosemas

El término kineprosema, que Rodríguez [802] aplica a la dirección del movimiento de una mano, como un
todo, proviene de los términos griegos ·¶¶À´¾¶³ («movimiento») y ¼½¶o¾"¶¹¶ («dirigirse a»). Siempre relativo
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a un punto perteneciente a la persona signante, distinguimos seis direcciones básicas de movimiento (las seis
primitivas básicas de orientación tridimensional) —cfr. Fig. A.11:

HF´Hacia el Frente,
HC´Hacia el Cuerpo,
HA´Hacia Arriba,
HB´Hacia aBajo,
HI´Hacia la Izquierda,
HD´Hacia la Derecha.
Para abreviar, podríamos notarlas: +, *, ", #, ¡! yÃ¡, respectivamente. El kineprosema fue de…nido por

Prillwitz, Leven, Zienert, Hanke y Henning [1559] por la dirección de los nudillos.

Figura A.11: Kineprosemas identi…cados por María Án-
geles Rodríguez en la Lengua de Sig-
nos Española. Además de las seis direc-
ciones básicas de movimiento, están repre-
sentadas las composiciones oblicuas, dos a
dos.
—Fuente: Rodríguez [802] (p. 181).

Podríamos pensar en todas sus composiciones, un total de 27 direcciones posibles de movimiento. Sin
embargo, puede verse en los estudios de la LSE de María Ángeles Rodríguez [802] y de la lengua de señas
catalana de Jorge Perelló y Juan Frigola [1530], cómo al analizar el movimiento de una mano, considerada
como un todo, únicamente las cuatro composiciones destacadas en la Fig. A.11, son las interesantes:

HIA ´ HA+HI,
HDA ´ HA+HD,
HIB ´ HB +HI,
HDB ´ HB +HD.
Para abreviar, podríamos notarlas: %, -, & y ., respectivamente.

A.7 Pero, ¿qué tiene de especial TU cara?

Según Young y Ellis [1560] —cfr. Ruiz Soler [1561] (p. 84)—, la importancia de las caras radica en los
siguientes factores:

² Son percibidas muy tempranamente (gran interés de los bebés por las caras).
² Tienen propiedades perceptuales propias (v. gr. su representación con…guracional: sus componentes,
nariz, boca, etc., se reconocen peor aisladamente que en el contexto de la cara).

² Nuestra memoria las retiene prodigiosamente.
² Decisivas en el comportamiento social de los primates (identi…can a los miembros del grupo y codi…can
los estados emocionales).
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² Si puedes ver, entonces, normalmente, ¿hacia dónde miras primero a una persona en cualquier interacción
social? A su cara.

Y es que diversos estudios —cfr. Gross, Rocha-Miranda y Bender [1562]; Perrett, Misstlin y
Chitty [1563]— parecen con…rmar la existencia de neuronas, las células ínfero-temporales (IT), que responden
selectivamente a las caras —responden hasta veinte veces más a caras que a otros estímulos visuales (como
enrejados sinusoidales, …guras geométricas simples u objetos tridimensionales) y su respuesta tiene una latencia
entre 80 y 160 ms; tienen especi…cidad sensorial (no responden ante estímulos auditivos o táctiles) y la magnitud
de las respuestas es constante, a pesar de rotaciones y alteraciones de tamaño, distancia o contraste —cfr. Ruiz
Soler [1561] (p. 85)—. Aún más, ciertas células IT responden a alguna orientación particular («centradas en
el observador»), mientras que otras responden de manera similar ante cualquier orientación («centradas en el
objeto») —cfr. v. gr. Desimone, Albright, Gross y Bruce [1564]; Desimone [1565]; (via Ruiz Soler
[1561], pp. 85-86); y también Hubel y Wiesel [1566], para un precedente en las neuronas del córtex visual
del gato.

Por otro lado, como veremos en esta sección, la expresión de la cara (prosoponema4) posee funcionalidad
distintiva en la LSE. Por ello, procede estudiar su reconocimiento. No obstante, esto excede los propósitos
iniciales de nuestra tesis.

En las lenguas de señas, existen señas distintas, que, compartiendo todos los parámetros articulatorios
considerados anteriormente, la única vía para su distinción es mediante la expresión facial de la persona que la
articula. En la LSE, por ejemplo, [DULCE] y [DOLOR] —cfr. Fig. A.12.

Figura A.12: [DULCE] y [DOLOR], ejemplo de signos de la Lengua de
Signos Española, únicamente distinguibles por el proso-
ponema.
— Fuente: Rodríguez [802]

Por otro lado, muchas expresiones se intensi…can usando la cara, por ejemplo, la duda, posibilidad, enojo,
etc —cfr. Fig. A.13—. La diferencia entre un enunciado interrogativo y exclamativo también se resalta con
ayuda de la expresión facial.

Figura A.13: Las expresiones faciales más frecuentes en la Lengua de
Signos Española.
— Fuente: Perelló y Frigola [1530]

4María Ángeles Rodríguez [802] propone el término prosoponema —procedente del griego ¼½¶o¾$¼½oº («faz», «máscara»)—,
para indicar genéricamente la expresión de la cara.
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En la LSE, las expresiones faciales más frecuentes son aquellas relacionadas con estados de felicidad, tristeza,
enojo, sorpresa, repugnancia y dolor —cfr. Perelló y Frigola [1530]—, y quizás, esta taxonomía permita
identi…car todo el léxico. Considerando que existen sistemas mediante los cuales puede conocerse la expresión
facial, por ejemplo —cfr. Essa, Darrell y Pentland [1567]—, o «Facial Waldo» —cfr. Joslin [1568]—,
posiblemente, podamos caracterizar una expresión facial determinada mediante los cinco pseudo-terminales
siguientes:

² cejas (levantadas, relajadas o fruncidas), de acuerdo con la variabilidad de un único grado de libertad;
² ojos (abiertos o cerrados), también según un único grado de libertad;
² dirección de la mirada (por ejemplo, mediante el seguidor ocular de los laboratorios Applied Science,
—cfr. Fig. A.14;

Figura A.14: Existen varios sistemas de seguimiento ocular, para re-
conocer la dirección de la mirada, los cuales se están
empleando, por ejemplo, como interfaces de comuni-
cación sustitutivos portátiles, con aquellas personas que
no pueden mover sus brazos o piernas. Un ejemplo de el-
los es el seguidor ocular de los Laboratorios Applied Sci-
ence, provisto de una cámara en la frente, que registra los
ojos a través del espejo translúcido. La cámara que se ve
en la barbilla, es opcional, y se encargaría de registrar lo
visto por el usuario, para su análisis posterior.
— Fuente: Jacob [1569] (p. 1506).

² boca (sonrisas, irritaciones y un gradiente de abertura), con dos grados de libertad;
² parpadeo.

Figura A.15: Un actor humano, equipado con <Facial Waldo>, de
Joslin [1568].
— Fuente: Burdea y Coiffet [809]

La medición de las actividades electromiográ…ca (EMG) y electroencefalográ…ca (EEG) relativas a la cara,
permitirían completar nuestro sistema con el reconocimiento de ciertos prosoponemas. La medición de la
actividad electro-oculográ…ca (EOG) permitiría, …nalmente completarlo con reconocimiento de la dirección de
la mirada. Este sistema evitaría dispositivos de adquisición de tipo exoesqueleto, tan aparatosos como, por
ejemplo, «Facial Waldo» —cfr. Joslin [1568]; vide Fig. A.15.
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Las expresiones faciales de felicidad, tristeza, enojo, sorpresa, repugnancia y dolor —cfr. Fig. A.13— son
características o estados psicológicos, que como tales, quizás pudieran evaluarse por otros medios. La presión
sanguínea, frecuencia cardíaca, frecuencia respiratoria, diámetro pupilar, respuesta galvánica de la piel (la
resistencia eléctrica de la piel), etc., no son nada difíciles de medir en tiempo real —cfr. Jacob [1569]—; otra
cuestión es, la caracterización a través de ellos, de los estados anteriormente relatados.

No obstante lo anterior, la importancia semiótica de la componente oral merece ser analizada aparte. Esta
componente es una kinésica labial, más frecuente en sordos postlocutivos, aprendida en parte en la escuela y
en general en la relación con personas oyentes. También posee un fuerte carácter contrastivo; por ejemplo,
Marit Vogt-Svendsen [1570] analiza la función distintiva de dicha componente en treinta y siete signos de
la Lengua de Signos Noruega, distinguiendo cinco rasgos de contraste: abertura de la mandíbula, forma de los
labios, con…guración de las mejillas, posición de la lengua, diferente forma de espirar —cfr. Rodríguez [802]
(pp. 34ss).

¤ ¤ ¤

«Una persona es discapacitada (disabled) en la medida en que se le impide su entera participación en la
sociedad con las barreras que hemos construido.»
—A. Roulstone [1571]





En el Capítulo 17, proponíamos, para cada individuo, convertir su per…l descriptor dado por
intervalos de extremos distribuciones de probabilidad, en un per…l descriptor donde no intervengan
probabilidades, en realidad, en un per…l descriptor ©-borroso de tipo 2, donde los extremos de los
intervalos son subconjuntos borrosos ordinarios. Para llevar a cabo esto, necesitamos saber medir la
distancia o divergencia entre distribuciones de probabilidad. Podemos hacerlo, directamente, esto es,
a partir de las disimilitudes locales entre valores de las funciones de distribución, o indirectamente,
a partir de medidas locales entre valores de sus funciones de densidad asociadas. En este último
caso, Krzanowski [50] distingue entre: medidas relacionadas con la medida de a…nidad propuesta
por Bhattacharyya, y medidas basadas en ideas de teoría de información. En cualquier caso,
destacábamos la necesidad de utilizar divergencias ponderadas entre distribuciones de probabilidad.
Todas ellas las recogemos en este Apéndice.

B.1 Medidas directas

Entre funciones de distribución1 de probabilidad, es frecuente utilizar —cfr. Huber [1574]; Rieder [1575]—
la distancia vertical del supremo (distancia de Kolmogorov):

K(P;Q) = sup
x
jP (x)¡Q(x)j (B.1)

y las distancias de Cramér-von Mises:

d2¹(P;Q) =

Z
jP (x)¡Q(x)j2 ¹(dx) (B.2)

d¹;1(P;Q) =

Z
jP (x)¡Q(x)j¹(dx) (B.3)

donde ¹ suele considerarse ¾-…nita.

Una distancia oblícua, es la distancia de Lévy2. Sean P;Q 2 ¢, h; x 2 R y la condición:

(P;Q;h; x) ´ P (x¡ h)¡ h · Q(x) · P (x+ h) + h (B.4)

1Una función de distribución (f.d.) es cualquier función F : [¡1;+1] ! [0; 1] no decreciente tal que F (¡1) = 0 y
F (+1) = 1. Observe el lector que no hay nada probabilístico, ni aleatorio en esta de…nición. Son, precisamente, sus usos en
contextos probabilísticos, a saber: «la probabilidad de que X sea menor que x es F (x ¡ 0)», «la probabilidad de que X no sea
mayor que x es F (x+0)», «la probabilidad de que X sea igual a x es F (x+0)¡F (x¡ 0)», los que justi…can la normalización de
las funciones de distribución exigiendo que sean continuas, bien por la izquierda, bien por la derecha —cfr. Schweizer y Sklar
[477]—. Si ¢ denota el conjunto de todas las funciones de distribución continuas por la izquierda en R, y D el subconjunto de
¢ de aquellas f.d. tales que F (¡1 + 0) = F (¡1) = 0 y F (+1¡ 0) = F (+1) = 1. Por lo general, suele suponerse que las
funciones de distribución de probabilidad son funciones de distribución de D —al asumir, dada una variable aleatoria X
de…nida sobre un espacio de probabilidad (;A; P ), que Pf! 2  : ¡1 < X(!) < +1g = 1—, aunque hay situaciones en las que
Pf! 2  : X(!) = +1g > 0 —cfr. Feller [1572] (p. 360); Hammersley [1573] (p. 652); Schweizer y Sklar [477] (p. 44).

2 La usó, en 1925, P. Lévy, aunque no la de…nió, como métrica para el conjunto de las funciones de distribución continuas por
la izquierda en R. La primera de…nición explícita apareció en 1936, en una nota de Lévy en un libro de Fréchet [1576].
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entonces, la distancia de Lévy dL(P;Q) se de…ne como:

dL(P;Q) = inffh 2 R+ : (8x 2 R)(P;Q;h; x)g (B.5)

Si 8c 2 R, Pc y Qc son los puntos de intersección de la recta y = c ¡ x con las distribuciones P y Q,
respectivamente, entonces, la distancia de Lévy es —cfr. Sales Valles [1577]:

dL(P;Q) = sup
c2R

d(Pc;Qc) (B.6)

Obsérvese que si c!§1, entonces d(Pc; Qc)! 0, y por tanto se alcanza el supremo.

Schweizer y Sklar [477] (p. 45) proponen modi…car la distancia de Lévy de la siguiente manera —
modi…cación inspirada, a su vez, en modi…cación propuesta previamente por Sibley [1578]:

dLm(P;Q) = inffh 2 (0; 1] : (8x 2 (¡1=h; 1=h))((P;Q;h; x) ^ (Q;P ;h; x))g (B.7)

También podemos medir la distancia entre distribuciones a partir de sus densidades asociadas. Krzanowski
[50] distingue entre: (a) medidas relacionadas con la medida de a…nidad de Bhattacharyya [1579], y (b)
medidas basadas en ideas procedentes de la teoría de la información.

B.2 Medidas relacionadas con la medida de a…nidad de Bhattacharyya

En este apartado seguimos fundamentalmente la exposición deMcLachlan [1580] (pp. 22-26), siendo en estas
páginas donde el lector puede encontrar mayor información y un número mayor de medidas. McLachlan
considera, entre las medidas a las que se re…ere el título, la propia medida de a…nidad de Bhattacharyya
[1579]:

½(P;Q) =

Z p
p(x)q(x)d¹ (B.8)

y sus descendientes inmediatas, la conocida actualmente como separación angular —cfr. Bhattacharyya
[1581]:

±B(P;Q) = cos
¡1 (½(P;Q)) (B.9)

y una medida que usó Kolmogorov en unas notas no publicadas:

±KO(P;Q) = 1¡ ½(P;Q) (B.10)

Chernoff [1582] introdujo:

±C(P;Q) = ¡ log
Z
p®(x)q1¡®(x)d¹ (B.11)

con ® 2 [0; 1]. Observe el lector que, si ® = 0:5, entonces la medida de Chernoff se reduce a:

±®=:5C (P;Q) = ¡ log ½(P;Q) (B.12)

que en muchas ocasiones es citada como la distancia de Bhattacharyya—cfr. Hand [1117] (p. 134); Pardo
[703] (p. 138).
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Matusita [1583] de…ne:

±M(P;Q) =

µZ ³p
p(x)¡

p
q(x)

´2
d¹

¶1=2
(B.13)

que muchas veces es citada como distancia de (Ernst David) Hellinger—cfr. Beran [1584]; Le Cam [1585];
McLachlan [1580]; Rieder [1575]; Pardo [703] (p. 138).

Se observa que:

±M(P;Q) = (2¡ 2½(P;Q))1=2 (B.14)

= (2±KO(P;Q))
1=2 (B.15)

Lissack y Fu [1586] de…nen:

±LF (P;Q) =

Z ¯̄̄̄
p(x)¡ q(x)
p(x) + q(x)

¯̄̄̄®
(p(x) + q(x)) d¹ (B.16)

con 0 < ® <1, que es una generalización de la distancia variacional de Kolmogorov3 :

±K(P;Q) =

Z
jp(x)¡ q(x)j d¹ (B.19)

B.3 Medidas basadas en ideas procedentes de la teoría de la infor-
mación

En los orígenes de la teoría de la información probabilística —según relata Leandro Pardo [703] (p. 15)—
destacan cuatro nombres y tres fechas: Boltzmann [1587], en 1896, Shannon [701], en 1948, y Kullback y
Leibler [1588], en 1951. La noción de entropía de Shannon, asociada a un experimento aleatorio, como una
medida de la incertidumbre asociada al mismo —y, por tanto, de la cantidad de información que proporciona—
, tiene su precedente en la entropía probabilística de Boltzmann en termodinámica y ésta, a su vez, en la
entropía no probabilística de Clausius [1589], en 1864, asociada a un sistema físico. Kullback y Leibler
introducen el concepto de divergencia, como una medida de la distancia entre dos distribuciones de probabilidad.
Desde ese momento, sus incursiones en múltiples campos, de la mano de sus aplicaciones, no ha tenido …nal4 .

Sea fa1; : : : ; ang un conjunto de posibles resultados cuyas probabilidades de ocurrencia son fp1; : : : ; png. Sea
X la variable aleatoria discreta que describe el experimento aleatorio asociado a tal situación, P (X = ai) = pi,
i 2 f1; : : : ; ng. Se trata de de…nir una medida de la incertidumbre asociada al experimento aleatorio X. La
entropía de Shannon [701], de la variable aleatoria X (o de la distribución P ) se expresa por —cfr. Pardo
[703] (p. 22):

H(X) = H(P ) (B.20)

= H(p1; : : : ; pn) (B.21)

= ¡
nX
i=1

pi log pi (B.22)

3Bajo la aproximación que proporciona el modelo de mixturas al análisis discriminante, cuando la realización x proviene de una
mixtura de dos posibles grupos, en proporciones ¼i ¸ 0 (la probabilidad a priori de que x pertenezca al grupo i, de tal manera
que ¼1 +¼2 = 1), entonces, si los grupos se identi…can mediante las funciones de distribución P y Q, la distancia de Lissack y Fu
[1586] se de…ne como:

±LF (P;Q) =

Z
j¿p(x)¡ ¿q(x)j® (¼pp(x) + ¼qq(x)) d¹ (B.17)

donde 0 < ® <1, y ¿p(x) = ¼pp(x)=¼pp(x)+¼qq(x), y ¿q(x) = ¼qq(x)=¼pp(x)+¼qq(x) son las probabilidades a posteriori de que
x pertenezca al grupo identi…cado por P y por Q, respectivamente. El caso ® = 1 es la distancia variacional de Kolmogorov:

±K(P;Q) =

Z
j¼pp(x)¡ ¼qq(x)j d¹ (B.18)

4No está de más que reproduzcamos la lista de campos donde se han aplicados las nociones de entropía y divergencia —cfr.
Pardo [703] (pp. 15-16): Termodinámica y mecánica estadística; Estimación no paramétrica de funciones de densidad; Diseño de
experimentos; Tablas de contingencia; Análisis de series temporales; Análisis de señales y de textos; Tomografía computarizada;
Reconstrucción de imágenes; Procesos de búsqueda; Análisis de la …abilidad de sistemas; Teoría de colas; Teoría de juegos;
Teoría de la decisión; Economía, comercio internacional, concentración industrial, problema de la cartera, etc.; Clasi…cación
y reconstrucción de formas; Actividades bancarias y seguros; Publicidad y estudios de mercado; Geografía; Distribución de la
población, plani…cación urbana y regional y transportes; Modelos biológicos, ecológicos y médicos; etc.
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Si X es una v.a. discreta que toma los valores fan : n 2 Z+g con las probabilidades fpn : n 2 Z+g, entonces:

H(X) = ¡
1X
i=1

pi log pi (B.23)

supuesto que converja la serie.

Si X es una v.a. continua, con función de densidad f(x), entonces, la entropía de X viene dada por:

h(X) = ¡
Z
R
f(x) log f(x)dx (B.24)

supuesto que exista la integral.

La unidad de entropía depende de la base que se tome para de…nir el logaritmo. Caso de tomar logaritmos
en base 2, la unidad de entropía se conoce como BIT (binary unit), siendo la entropía correspondiente a
una v.a. con dos resultados equiprobables:

H

µ
1

2
;
1

2

¶
= log2 2 (B.25)

= 1 BIT (B.26)

Si la base es 10, la unidad de entropía se denomina DIT (decimal unit), y es la entropía correspondiente a una
v.a. con diez resultados equiprobables:

H

µ
1

10
; : : : ;

1

10

¶
= log10 10 (B.27)

= 1 DIT (B.28)

Si se trata de un logaritmo neperiano, la unidad de entropía se denomina NAT (Naeper unit), y es la entropía
correspondiente a una variable aleatoria continua que se distribuye según una uniforme en (0; e):

h(U(0; e)) = ¡
Z e

0

1

e
Ln
1

e
dx (B.29)

= 1 NAT (B.30)

La entropía de Shannon de un experimento aleatorio fue la primera medida de entropía que consideraba
las probabilidades de ocurrencia de los resultados del mismo5. Posteriormente, se han propuesto muchísimas
medidas de la incertidumbre asociada a un experimento aleatorio. Debe observar el lector que el máximo de la
entropía, o sea, el máximo de la incertidumbre, de una variable aleatoria discreta, se alcanza para la distribución
de probabilidad uniforme, lo que no es cierto para una v.a. continua, pues, por ejemplo, h(U(0; 1)) = 0 —que
tampoco es un mínimo, pues la entropía correspondiente a v.a. continuas puede ser negativa—. En el caso de
las v.a. discretas, podemos decir que la distribución de probabilidad menos cierta, la que tiene menor certeza
asociada, es la distribución de probabilidad uniforme6.

Para medir la «distancia informativa» entre dos distribuciones de probabilidad, se han propuesto las cono-
cidas comomedidas de divergencia. Se trata de medir la información que una variable Y proporciona acerca
de otra variable X, es decir, la cantidad de incertidumbre probabilística que se pierde respecto de X al observar
Y . Se supone que una variable proporciona información completa sobre sí, o en otras palabras, se admite que,
al observar X se pierde toda la incertidumbre probabilística que pudiérase tener acerca de X. De aquí que la
divergencia entre cualquier distribución y ella misma, sea cero: la «distancia informativa» es cero.

5Shannon publica en 1948 su propuesta de medida de entropía [701]. Anteriormente, Hartley [1590], publicó, en 1928, una
medida de entropía que únicamente tenía en cuenta el número de resultados, pero no las probabilidades de ocurrencia de los mismos:

H(X) = c logb jXj (B.31)

siendo b; c 2 R+, con b > 1.
6En teoría de la información, se han propuesto las llamadas medidas de certidumbre. Un ejemplo es la energía informa-

cional, propuesta por Onicescu [1591] en 1966, que para una v.a. discreta X descriptora del experimento aleatorio con distribución
P (X = ai) = pi, i 2 f1; : : : ; ng, se de…ne por:

e(X) =
nX
i=1

p2i (B.32)

que, efectivamente, alcanza un mínimo para la distribución uniforme.
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Si bien este hecho puede ser considerado un axioma a la hora de de…nir las medidas de divergencia, la realidad
es que no existe la de…nición de medida de divergencia, y tampoco de medida de incertidumbre probabilística
o entropía, noción subyacente al de medida de divergencia. Lo que sí hay son caracterizaciones particulares
—por ejemplo, una para la entropía de Shannon correspondiente a v.a. discretas y …nitas, es proporcionada
por Leandro Pardo [703] (teorema 1.3).

Dadas dos medidas de probabilidad, P y Q, de…nidas sobre un universal …nito X = x1; : : : ; xn, deno-
tando, como es frecuente, pi = P (fxig) y qi = Q(fxig), asumiendo que P es absolutamente continua con
respecto a Q (en el caso …nito, esto signi…ca que qi = 0 =) pi = 0), y considerando la extensión continua
de f(x; y) = x log(x=y) a [0;+1)2, mediante la de…nición de f(0; y) = 0 para y ¸ 0, se de…ne la medida de
información discriminatoria o medida de divergencia de Kullback-Leibler —cfr. Kullback y Leibler
[1588]; Kullback [1592]; Shore [1593]; Cover y Thomas [702]; Pardo [703]—, en el caso …nito, como el
funcional DKL : (PX )2 ! [0;+1)

DKL(P;Q) =
nX
i=1

f(pi; qi) (B.33)

=
nX
i=1

pi log

µ
pi
qi

¶
(B.34)

y en el caso continuo, si P y Q admiten las densidades p y q, con respecto a alguna medida ¹, entonces:

DKL(P;Q) =

Z
p(x) log

µ
p(x)

q(x)

¶
d¹ (B.35)

Kullback y Leibler tomaron la idea de esta divergencia, a partir de un trabajo de Jeffreys [1594],
publicado cinco años antes, en 1946 —cfr. Pardo [703] (p. 71)—. La divergencia DKL(P;Q) es conocida
también como ganancia de información de Q, con respecto a P , y mide la cantidad de información ganada
por un observador al darse cuenta de que la distribución de probabilidad cambia de Q a P , o sea, DKL(P;Q)
cuanti…ca el coste de predecir resultados usando Q, cuando, en realidad, P es la descripción correcta de la
incertidumbre —cfr. McCulloch [1595]. Ganamos, precisamente si la que realmente es correcta, P , es más
probable que Q, la que no lo es.

Desde que Kullback y Leibler de…nieron DKL, han sido propuestas muchas medidas de divergencia para
dos distribuciones de probabilidad P y Q. Por ejemplo, una propuesta de Jeffreys [389]:

DJ(P;Q) = DKL(P;Q) +DKL(Q;P ) (B.36)

es una simetrización particular de la divergencia de Kullback y Leibler.

La r-divergenciaDr deRényi [1596], publicada en 1961, fue la primera generalización7 deDKL, si r =2 f0; 1g:

D1r(P;Q) = (r (r ¡ 1))¡1 log
Ã

MX
i=1

pri q
1¡r
i

!
(B.37)

Csiszár [1597] y Ali y Silvey [1598] de…nieron la familia de las conocidas como '-divergencias:

D'(P;Q) =
MX
i=1

qi'

µ
pi
qi

¶
(B.38)

donde ' : [0;+1) ! (0;+1] es convexa, asumiendo que p y q son positivas, o en otro caso, de…niendo
0'(0=0) = 0 y 0'(p=0) = p limr!1('(r)=r). La divergencia DKL pertenece a esta familia, siendo el caso
particular '(x) = x logx.

Esta familia comprende, como casos particulares, muchas divergencias propuestas por otros autores —cfr.
Pardo [703] (p. 94): distancia variacional o estadística, para '(x) = jx¡1j; divergencia Â2 o de Kagan [1599],
para '(x) = (1¡ x)2; de Matusita [1600], para '(x) = j1¡ xaj1=a, a 2 (0; 1); de Balakrishnan y Sanghvi
[1601], para '(x) = (x¡1)2=(x+1); de Rathie y Kannappan [1602, 1603], para '(x) = (xs¡x)(2s¡1¡1)¡1,
s 6= 1; media armónica, para '(x) = 1 ¡ 21=r(1 + x¡r)¡1=r; de Cressie y Read [1604], para '(x) = (a(a +
1))¡1(xa+1 ¡ x), a =2 f¡1; 0g; de Rukhin [1605], para '(x) = (a + (1 ¡ a)x)¡1 ¡ 1, a 2 [0; 1); de Lin, para
'(x) = ax log x¡ (ax+ 1¡ a) log(ax+ 1¡ a); etc.

7Usando la misma idea, y en el mismo trabajo de 1961, Rényi introdujo la generalización de la entropía de Shannon [701]
—cfr. Pardo [703] (p. 43).



496 Apéndice B. Medidas de disimilitud entre distribuciones de probabilidad

Observe el lector que la r-divergencia Dr de Rényi no es un caso particular de '-divergencia. Menéndez,
Morales, Pardo y Vajda [1606], de…nen una clase más amplia de divergencias, las (h;Á)-divergencias —cfr.
Pardo [703] (p. 95):

DhÁ(P;Q) =
AX
a=1

´ahaDÁa(P;Q) (B.39)

=
AX
a=1

´aha

Ã
MX
i=1

qiÁa

µ
pi
qi

¶!
(B.40)

siendo ´a pesos positivos, Áa : [0;+1) ! (0;+1] es convexa, asumiendo que p y q son positivas, o en otro
caso, de…niendo 0Áa(0=0) = 0 y 0Áa(p=0) = p limr!1(Áa(r)=r), y ha funciones no decrecientes y continuas en
el rango de la función DÁa(P;Q), o sea, en (0; Áa(0) + limr!1(Áa(r)=r)), con ha(0) = 0. La r-divergencia de
Rényi [1596] sí es un caso particular de (h; Á)-divergencia, para ha(x) = (r (r ¡ 1))¡1 log(1+x signum(r(r¡1)))
y Áa(x) = (x

r ¡ 1) signum(r(r ¡ 1)), con r =2 f0; 1g.
Podemos encontrar más ejemplos de medidas de divergencia, por ejemplo, en el libro de Leandro Pardo

[703]; en el artículo de Kapur [1607]; en el libro publicado electrónicamente de Inder Jeet Taneja [1608]; y
por citar dos sitios «vivos»: http://rgmia.vu.edu.au/papersinfth.html.

B.4 Divergencias ponderadas

Los ejemplos 302 (pág. 438) y 303 (pág. 438), advierten de un inconveniente en el uso generalizado de las
divergencias.

Belis y Guiasu [1609], en 1968, fueron los primeros que propusieron una expresión para la entropía de
Shannon con ponderaciones. Posteriormente, Pedro Gil [1610], en 1975, hizo una propuesta más natural.
Sea fa1; : : : ; ang un conjunto de posibles estados cuyas probabilidades de ocurrencia son fp1; : : : ; png. Sea X
la variable aleatoria discreta que describe el experimento aleatorio asociado a tal situación, P (X = ai) = pi,
i 2 f1; : : : ; ng. Consideremos que la información que reporta el hecho de que el sistema esté en un estado ai
posea diferente importancia, signi…cación o utilidad, que si está en otro estado aj . Para tener en cuenta esta
diferenciación, se asocia a cada estado ai un índice ponderal ui 2 [0;1), indicador de la importancia relativa de
la información asociada a dicho estado, respecto de la información asociada a los demás estados. Parece natural
exigir que si la información asociada a un estado no es relevante, su índice asociado sea cero. La entropía
ponderada de Shannon se expresa por —cfr. Pardo [703] (p. 48):

Hw(X) = Hw(P ) (B.41)

= Hw(p1; : : : ; pn) (B.42)

= ¡
nX
i=1

uiPn
j=1 piui

pi log pi (B.43)

Fueron Taneja y Tuteja [1611], en 1984, los primeros en proponer una divergencia ponderada, en
realidad, una modi…cación ponderada de la divergencia DKL de Kullback y Leibler:

DwKL(P;Q) =
MX
i=1

uipi log
pi
qi

(B.44)

siendo w = fu1; : : : ; uMg un multiconjunto de índices ponderales no negativos. Esta expresión presenta varios
inconvenientes —cfr. Pardo [703] (pp. 98-99)—, a saber, primero, si para todo i 2 f1; : : :Mg, ui = u, entonces,
DwKL(P;Q) = uDKL(P;Q), cuando lo más natural es que fuese D

w
KL(P;Q) = DKL(P;Q); segundo, para algunas

distribuciones, DwKL(P;Q) < 0, por lo que el mínimo de D
w
KL(P;Q) no es cero; tercero, el mínimo de D

w
KL(P;Q)

no se alcanza cuando P = Q, sino que depende del valor de los índices ponderales ui. La consideración de todas
estas condiciones ha hecho que la expresión anterior haya evolucionado hasta:

DwKL(P;Q) =
MX
i=1

uiqiPM
j=1 ujpj

µ
pi
qi
log

pi
qi
¡ pi
qi
+ 1

¶
(B.45)

la cual es no negativa, para cualesquiera distribuciones P y Q, y vale cero, sólo cuando P = Q, y tiene como
caso particular DKL, cuando para todo i 2 f1; : : :Mg, ui = u.
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Leandro Pardo [1612] de…ne las (h; Á)-divergencias —cfr. Ec. B.40— ponderadas:

Dh;wÁ (P;Q) =
AX
a=1

´ahaD
w
Áa
(P;Q) (B.46)

=
AX
a=1

´aha

Ã
MX
i=1

uiPM
j=1 ujpj

qiÁa

µ
pi
qi

¶!
(B.47)

siendo ´a pesos positivos, Áa : [0;+1)! (0;+1] es convexa, asumiendo que p y q son positivas, o en otro caso,
de…niendo 0Áa(0=0) = 0 y 0Áa(p=0) = p limr!1(Áa(r)=r), y ha funciones positivas no decrecientes y continuas
en el rango de la función DwÁa(P;Q), con ha(0) = 0 y Á

0
a(1) = 0.





«La tierra no discute,
No se lamenta, no hace planes,

No grita, no se apura, no persuade,
no amenaza, no promete,
No discrimina, no tiene

fallos concebibles,
No pone …n a nada, no rechaza nada,

no excluye a nadie.»
—Walt Whitman

<A los decidores de palabras>

«Otro concepto de animal es necesario, más acertado, y quizás, más místico. Los tratamos condescendien-
temente debido a su incompletitud, debido a su trágico destino de ser seres muy inferiores a nosotros. Y
en esto nos equivocamos, nos equivocamos muchísimo. Los animales no serán medidos por el hombre. En
un mundo más antiguo y más completo que el nuestro, ellos viven terminados y completos, favorecidos con
extensiones de los sentidos que nosotros hemos perdido o que nunca alcanzamos, conviviendo con voces que
nosotros nunca oiremos. No son hermanos, tampoco subordinados; son otras naciones, atrapados junto a
nosotros en la red de la vida y el tiempo, compañeros prisioneros del esplendor y de las penalidades de la
tierra.»
—Henry Beston <The Outermost House>

Es otra arenga. El haber hablado de la comunidad de los iguales, comunidad humana, en el
capítulo 8.2, ha conmovido mis sentimientos de ser vivo, más que de especie. Aunque debemos ser
realistas: pretender ampliar esta comunidad a los grandes primates, como de…enden en su libro,
Paola Cavalieri y Peter Singer [51], es un objetivo a largo plazo, a muy largo plazo; y pretender
ampliarla a otros seres vivos, es, sencillamente, una utopía. Pero la justicia, como la estabilidad y
el equilibrio, sólo es una cuestión de tiempo, así que no es una ucronía. He ahí el porqué de este
apéndice. Al igual que en el capítulo 1, donde se reunieron otras tantas arengas, pido disculpas,
pues dado su carácter, su síntesis re‡exiva no me pertenece.

C.1 Habilidades de comunicación animal

«No puedes estrechar la mano con un puño cerrado.»
—Indira Gandhi (Observación en una conferencia de prensa, Nueva Delhi, 19-10-1971)

De todos nos son bien conocidos los estudios sobre la comunicación animal en varias especies, por ejemplo,
los iniciados por KarlVon Frisch en 1919 en torno a los comportamientos lingüísticos de las abejas —cfr. Lin-
dauer [1613]; Von Frisch [1614]—, del…nes —cfr. v. gr. Lilly [1615, 1616]; http://www.aquathought.com—
, marsopas —cfr. Kellogg [1617]—, o chimpancés salvajes o controlados —cfr. Goodall [1618, 1619];
Goodall y Berman (Contrib.) [1620].

En la actualidad, existe una especialización de la Semiótica, la Zoosemiótica —cfr. Sebeok [1621]— cuyos
centros de interés son el estudio de la naturaleza general de los sistemas de comunicación animales tanto inter
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como intra-especie —cfr. Marler [1622] [1623]; Hockett [1624]; Sebeok [1625]—, los orígenes evolutivos del
lenguaje humano, sobre todo considerando los posibles lazos …logenéticos con otros sistemas de comunicación de
los primates —cfr. White [1626]; Lenneberg [1627]; Hockett y Ascher [1628]—, al estudio comparativo
de los sistemas de comunicación animal con los sistemas de comunicación humanos, y a la comunicación entre
el hombre y diferentes especies: con abejas, por ejemplo, Steche—cfr. Sebeok [1621]—, otros insectos —cfr.
Masson y Brossut [1629]—, ranas —cfr. Leroy [1630]—, del…nes —cfr. Würsig [1631]— y con primates
—cfr. p. ej. Menzel [1632].

La comunicación animal parece ser fundamentalmente pragmática y funcionalista, por lo que si está en
nuestro ánimo el compararla con la comunicación humana, deberíamos hacerlo desde el punto de vista de una
lingüística fuertemente funcional, por ejemplo, la de Leonard Bloomfield [1633], cuya semántica se describe
a partir de la situación conductual y social, y olvidarnos de la in‡uencia del lenguaje —cfr. Riba i Campos
[1634].

Sebeok [1635] distingue entre sistemas zoosemióticos, códigos autoorganizados y autoregulados, indepen-
dientemente del lenguaje, y sistemas antroposemióticos, culturales, modelados por el lenguaje. Aunque muchos
autores opinan que todo código no verbal de comunicación humano está in‡uenciado por el lenguaje —cfr.
McNeill [1636]—, o al menos de una organización paralela a la suya —cfr. Birdwhistle [1637]—, otros
de…enden lo contrario, lo cual puede ser más evidente en la fase anterior al desarrollo del lenguaje —cfr. Spitz
[1638]; Guyot [1639].

Diversos estudios destacan la importancia de los gestos como recursos prelingüísticos —cfr. Bruner [1640];
Caselli [1641]; Bates, O’Connel y Shore [1642]—, pudiendo concluirse, empíricamente, que en el desarrollo
del lenguaje en un niño, el signo precede a la palabra —cfr. Schlesinger y Meadow [1643]; Bonvillian
[1644].

C.2 Conversaciones entre grandes monos

Figura C.1: Interacción lingüística interespecí…ca.
— Fuente: Humberto R. Maturana y
Francisco J. Varela [1] (p. 214 de la
versión inglesa revisada de 1998). A su
vez, procede de C. Blakenmore, p. 125,
de una fotografía perteneciente al Institu-
to para el Estudio de los Primates, de la
Universidad de Oklahoma.

«Hay ciento noventa y tres especies vivientes de monos y simios. Ciento noventa y dos de ellos están
cubiertos de pelo. La excepción es un simio desnudo que se autodenomina “Homo sapiens”.»
—Desmond Morris [1645] (Introducción)

Una gran parte de la investigación se centra en estudiar la comunicación entre los animales y el hombre.
Resulta evidente que somos más parecidos a los grandes simios (monos antropoides o póngidos: chimpancé,
gorila y orangután) que a los monos de tamaño inferior (platirrinos, catirrinos y cinomorfos). Dos han sido las
tendencias para enseñarles un lenguaje: aquéllas cuyo objetivo es conseguir del animal, cierta competencia sobre
el lenguaje verbal humano (usualmente, el inglés), mediante léxicos arti…ciales, como …chas, dibujos, fotografías,
un teclado de conceptos, o incluso la propia emisión vocal y las que proponen que aprendan un sistema de
comunicación no verbal, que puede ser arti…cial, un lenguaje signado o un lenguaje de signos determinado
(usualmente, el ASL), acompañado o no de un refuerzo oral (en inglés) por parte de ciertos instructores.
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Parece imposible …siológicamente que un simio hable. La razón es meramente anatómica. El lenguaje
articulado es posible en el hombre, debido a que hacia la edad de dos años, la laringe desciende hacia la base del
cuello, aumentando el tamaño de la faringe, que funciona como caja de resonancia a los sonidos producidos por
las cuerdas vocales de la laringe, permitiendo su modi…cación o modulación —cfr. Fouts, Shapiro y O’Neil
[1646]; Laitman [1647]—. En cambio, en los primates se mantiene más o menos al nivel de las tres vértebras
cervicales del cuello, de manera que su faringe es muy pequeña y la modulación ha de efectuarse por los labios
y la boca —cfr. Fig. C.2.

Figura C.2: Faringe y laringe del simio y del ser hu-
mano.
— Fuente: Adaptado de QUO.

Los primeros intentos conocidos para enseñar a hablar a un primate, proceden del siglo XVIII, cuando Peter
Camper, un anatomista holandés, intentó, sin éxito, enseñar a hablar a un orangután —cfr. Charline [1648].

En 1916, William Furness consigue que un orangután pronuncie las palabras inglesas «mama» y «cup».
Posteriormente, Winthrop y Lucia Kellogg, durante 16 meses, intentaron que hablase su mona Gua, y aunque
no consiguieron que pronunciase nada, observaron que entendía cerca del centenar de palabras —cfr. Charline
[1648]—. En 1954, Keith y Cathy Hayes, dan por concluido su experimento con Viki, una chimpancé que,
tras seis años de entrenamiento, logró pronunciar cuatro palabras inglesas: «papa», «mama», «cup» y «up»
—cfr. Fouts, Shapiro y O’Neil [1646].

Ante estos continuos fracasos, otros investigadores recurrieron a léxicos arti…ciales. Ann James y David
Premack trabajaron con la chimpancé Sarah —cfr. Ann James Premack [1649]; David Premack [1650]
[1651, 1652]; Ann James Premack y David Premack [1653, 1654]—. El entrenamiento, apoyado en técnicas
de refuerzo básicamente de recompensas y castigos, comenzó cuando Sarah tenía cinco años y consiguieron unos
resultados excelentes: capacidad de construcción de oraciones organizadas jerárquicamente, clases conceptuales
(color, nombre, forma, medida), predicados, ciertos cuanti…cadores, conectivas lógicas, negaciones y ciertas
preguntas (quién, qué) —cfr. Riba i Campos [1634]—. Posteriormente, Woodruff y David Premack
[1655], consiguieron con un grupo de chimpancés, incluida Sarah, conductas intencionales de engaño o mentira,
aunque esto no debe sorprendernos, pues eran conocidas —cfr. Sebeok [1656]— conductas parecidas entre los
monos rhesus, que intercambian comunicaciones meta-lingüísticas para distinguir entre lo que es broma y lo
que es en serio.

Estas experiencias, demuestran, y son muchos los psicolingüistas que opinan lo mismo, que estos simios
han aprendido, no sólo variados comportamientos expresivos, si no también un verdadero lenguaje con una
verdadera sintaxis (aparte de la semántica, inherente al entendimiento conceptual).

En esta línea se expresa el equipo de Duane M. Rumbaugh y Timothy V. Gill [1657]; Rumbaugh, Gill y
Von Glasersfeld [1658]—, que en su laboratorio de Yerkes, en Georgia, inventaron un lenguaje, el yerkish,
basado en ciertos símbolos que la chimpancé Lana, de dos años y medio, aprendió en un ordenador. El sistema
consta de un computador con dos consolas, una para Lana y la otra para la intervención eventual de los
instructores. Cada consola puede tener hasta cinco paneles de 25 teclas cada uno, …gurando en cada tecla, un
lexigrama en yerkish. Lana, incluso podía autoentrenarse, pues el sistema proporciona los refuerzos adecuados
—cfr. Riba i Campos [1634]—. Vía este sistema, Lana aprendió rápidamente a expresarse con largas frases,
utilizando una verdadera sintaxis, iniciaba conversaciones, inventaba nuevas variaciones y combinaciones de las
palabras conocidas, creando incluso nuevos nombres para determinados objetos.

Finalmente, como ya anticipábamos, otras investigaciones se han centrado en la enseñanza de algún sistema
gestual de comunicación. Quizás la primera y más famosa investigación corresponda a Beatrice T. y R. Allan
Gardner [1659], con Washoe, una chimpancé hembra que consiguió dominar más de 160 signos del ASL
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(aunque los Gardner no eran expertos en ASL), tras un entrenamiento, en ambiente familiar, de cuatro años
y tres meses, logrando además una utilización espontánea y apropiada de sus combinaciones en frases, así
como la generalización, la autocomunicación y la creación de nuevos términos —cfr. Riba i Campos [1634];
Charline [1648].

Roger S. Fouts y Deborah H. Fouts, fundadores del Instituto de Comunicación Chimpancé y Humana
en la Universidad Central de Washington, continúan las investigaciones con Washoe y otros chimpancés —cfr.
Fouts [1660]; Fouts y Rigby [1661]—. Ellos relatan como el trabajo conjunto con instructores de ASL
(aunque tampoco expertos), permite que consigan, no sólo resultados parecidos a los de los Gardner, sino
que además los chimpancés se servían del lenguaje de signos para sus relaciones sociales. Quizás, podríamos
destacar, además de Washoe, a la chimpancé hembra Ali —cfr. Fouts, Shapiro y O’Neil [1646].

Una de las tareas que se propusieron fue la de comprobar si Washoe enseñaría los signos aprendidos a su
descendencia. El hijo de Washoe murió al nacer, y ella adoptó a Loulis, un chimpancé de diez meses. Pues
bien, cuando sólo habían transcurrido ocho días, Loulis comenzó a imitar los signos que ejecutaba Washoe.
Ésta se las ingeniaba para enseñárselos y Louis los utilizaba para comunicarse con los demás chimpancés y con
los seres humanos —cfr. Fouts [1662] (cap. 10).

A Washoe y Loulis, se unieron Moja (en 1979) y Dar y Tatu (en 1981), todos procedentes del segundo
proyecto de enseñanza de lenguaje de signos de los Gardner. Loulis enseñaba la signación aprendida de su
madre adoptiva a Dar, su nuevo compañero de juegos.

Un número mayor de instructores (más competentes) de ASL se empleó con un joven chimpancé macho —
cfr. Terrace, Petitto, Sanders y Bever [1663], obteniéndose resultados similares a los de los Gardner,
aunque las frases que formaba eran de mayor longitud.

También se han realizado experiencias con orangutanes. Debido a la semejanza entre las áreas especializadas
en el lenguaje del cerebro humano y el del orangután, se postuló la posibilidad de enseñar lenguaje de signos
gestuales a este último —cfr. Lemay y Geshwind [1664]; Galdikas [1665]—. H. Lyn White Miles —cfr.
Ristau [1666]; Ristau y Robbins [1667];Miles [1668]— comenzó, en 1973, a experimentar con chimpancés, y
desde 1979 con Chantek, un orangután que llegó a aprender 150 signos, aunque como los demás grandes simios,
inventó nuevos signos, los utilizaba de modo simbólico (por ejemplo, haciendo referencia a personas o cosas no
presentes, y a cosas o ideas, fuera de su contexto), entendía el inglés hablado, y de manera general, no hay
diferencias notables entre sus logros y los de los chimpancés.

Francine Patterson y Koko
—Fuente : Muy Interesante

Y nos encontramos con Koko, una gorila de 27 años, con quien, desde 1972, ha trabajado Francine Patter-
son, y cuyos resultados son espectaculares —cfr. Patterson [1669]—. Pensamos que lo más acertado es «oir»
y «escuchar» a su amiga —cfr. Patterson y Gordon [1670]—: «utiliza un vocabulario de signos de más de
1.000 palabras, que entiende el inglés hablado y es capaz de mantener conversaciones «bilingües», al responder
en signos a preguntas formuladas en inglés. Conoce las letras del alfabeto y es capaz de leer algunas palabras
impresas, entre ellas, su propio nombre. Alcanza puntuaciones de entre 85 y 95 en el test de inteligencia de
Stanford-Binet1 .

1Un ser humano se considera «de…ciente mental» (que conste que nos horroriza esta denominación, simplemente es DIFER-
ENTE) si su puntuación es inferior a 70, considerándose normal (intervalo modal) una puntuación entre 90 y 110 —cfr. Wolman
[1671].
A tenor de esto, resulta curioso que se piense en hacer pasar el test de Turing a una máquina, cuando existen seres vivos que,

seguramente, podrían pasarlo. Por otro lado, como no todos los seres humanos somos iguales, pensemos que hay seres humanos
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¿Qué es lo que más les gusta hacer a los gorilas? GORILA AMAR COMER BUENO.
¿Qué te hace feliz? GORILA ÁRBOL.
¿Qué te pone furioso? TRABAJO.
¿Qué hacen los gorilas cuando está oscuro? GORILA ESCUCHAR [pausa] DORMIR
¿Cómo has dormido anoche? SUELO MANTAS (Koko duerme en el suelo con mantas).
.¿Cómo te gustan que estén las mantas? CALIENTE KOKO-AMAR.
¿Qué ha pasado? (después de producirse un terremoto). MALDITA SEA MALDITA SEA SUELO MALO

MORDER. JALEO JALEO.
—Fuente : Paula Cavalieri y Peter Singer [51]

Da muestras de una clara autoconciencia al mirarse en un espejo y realizar una serie de actos relacionados
consigo misma, tales como hacer gestos o mirarse los dientes, así como por el adecuado uso de un lenguaje
autodescriptivo. Cuando se ha portado mal, miente para evitar las consecuencias que ello pueda acarrearle, y
anticipa las reacciones de otros ante sus actos. Juega juegos imaginarios, sola o con otros. Ha hecho dibujos
y pinturas de carácter …gurativo que representan cosas. Recuerda acontecimientos pasados de su vida y puede
hablar sobre ellos. Entiende y utiliza con propiedad palabras relacionadas con el tiempo, tales como ANTES,
DESPUÉS, MÁS TARDE, AYER.

Se ríe de sus propias bromas y de las de otros. Llora cuando se ha hecho daño o cuando la dejan sola,
grita cuando está asustada o furiosa. Habla de sus sentimientos, con palabras como FELIZ, TRISTE, MIEDO,
DISFRUTAR, DESEANDO, FRUSTRADA, FURIOSA, y utiliza con frecuencia la palabra AMOR/AMAR.
Siente pesar por aquellos a los que ha perdido: un gato al que quería mucho, o un amigo que se ha marchado.
Es capaz de hablar de lo que ocurre cuando se muere, pero se pone nerviosa y se siente incómoda cuando se
le dice que hable de su propia muerte o de la muerte de sus compañeros. Se comporta con una amabilidad
extraordinaria con los gatitos y con otros animales pequeños. Ha expresado empatía por otros a los que sólo
ha visto en fotografías».

Michael, el compañero de Koko, un gorila macho tres años más joven que ella, y a pesar de que no se le
enseñó lenguaje de signos hasta los tres años y medio, utiliza más de 400 signos diferentes. Ambos gorilas son
capaces de entender si un humano es menos diestro que ellos en la signación, y ralentizan la ejecución de los
signos, incluso repitiéndolos. Además, enseñan nuevos signos al otro gorila o a humanos, diseñando sus propias
estrategias de enseñanza.

Además, Koko yMichael son capaces de generar nombres nuevos a partir de palabras conocidas: BOTELLA
CERILLA (encendedor), BLANCO TIGRE (cebra), SOMBRERO OJO (antifaz), JUDÍA BOLA (guisante),
COLLAR BOTELLA (un cartón con seis botellas). ¡Cómo nos recuerda esto al principio fundamental del
sistema AAC Rebus!, ¿verdad? —cfr. §??.

C.3 La comunidad moral de los iguales

«De nuevo contemplé los ojos del gorila, unos ojos sabios y astutos, y me pregunté qué sentido podía tener
ese intento de enseñar el lenguaje a los gorilas. Nuestro lenguaje. ¿Por qué? Hay muchos miembros de
nuestra propia especie que viven en la selva y con la selva, y que la conocen y la entienden. Sin embargo, no
les escuchamos. ¿Qué nos hace pensar que escucharíamos lo que un mono pudiera decirnos, o que el mono
fuese capaz de contarnos cosas de su vida en un lenguaje que no ha nacido de esa vida? Pensé que quizá no
se trate de que los simios tengan aún que adquirir un lenguaje. Lo que sucede es que hay un lenguaje que
nosotros hemos perdido.»
—D. Adams y M. Carwardine [1672]

Ya comentábamos en §8.2 que, aunque parezca increible, no es hasta 1971 [835], cuando se aprueba una
primera declaración de la ONU —que se refuerza y complementa con una segunda declaración en 1975 [836]—,
cuando se considera, al …n, a los seres humanos con discapacidad intelectual iguales al resto de seres humanos
—aunque, eso sí, sus derechos deben ser salvaguardados por guardianes humanos no discapacitados intelectual-
mente.

La comunidad de los iguales: todos los seres humanos2.

La comunidad moral de los iguales: ¿quiénes, además?

con graves di…cultades de comunicación, que no serían capaces de superarlo.
2¿Igualdad o equidad? Ante la igualdad, cualquiera puede repartir; ante la equidad, ¿quién reparte? Relea el lector la cita

de Milton Friedman —premio Nobel de Economía en 1976— y Rose Friedman, en la pág. 196 de la presente Tesis.
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¿Por qué no todos los grandes primates? Es decir:

¿por qué no extender la comunidad de los iguales
a la comunidad moral de los iguales,

a las especies homo sapiens (ser humano),
pan troglodytes (chimpancé),

pan paniscus (chimpancé pigmeo),
gorilla gorilla (gorila)

y pongo pygmaeus (orangután)?

Todos los miembros de esta «comunidad moral de los iguales» deberían compartir unos derechos, entre los
cuales debería encontrarse el derecho a la vida, la protección de la libertad individual y la prohibición de la
tortura.

Entre los principios o derechos propugnados por la declaración sobre los grandes simios …guran los siguientes
—reproducido de Cavalieri y Singer [51] (p. 12):

² El derecho a la vida. Debe protegerse la vida de los miembros de la comunidad de los iguales. No puede
darse muerte a los miembros de la comunidad de los iguales, excepto en circunstancias que se de…nan
muy estrictamente, por ejemplo: en defensa propia.

² La protección de la libertad individual. No puede privarse arbitrariamente de su libertad a los miembros
de la comunidad de los iguales. Si se les aprisiona sin que medie un proceso legal, tienen el derecho a
ser liberados de manera inmediata. La detención de quienes no hayan sido condenados por un delito,
o de quienes carezcan de responsabilidad penal, sólo se permitirá cuando pueda demostrarse que es por
su propio bien, o que resulta necesaria para proteger al público de un miembro de la comunidad que
claramente pueda constituir un peligro para otros si está en libertad. En tales casos, los miembros de la
comunidad de los iguales deben tener el derecho a apelar ante un tribunal de justicia, bien directamente
o, si carecieren de la capacidad necesaria, mediante un abogado que los represente.

² La prohibición de la tortura. Se considera tortura, y por tanto es moralmente condenable, in‡igir dolor
grave, de manera deliberada, a un miembro de la comunidad de los iguales, ya sea sin ningún motivo o
en supuesto bene…cio de otros.

Heta Häyry y Matti Häyry [1673] (pp. 218-219) de…enden que el argumento en el que se fundamentan
estos derechos consta de las siguientes premisas y conclusiones:

P1) Los seres que son iguales en el sentido moral deben ser también tratados como iguales.

P2) Son iguales en sentido moral aquellos seres cuyas facultades mentales y cuya vida emocional tienen aprox-
imadamente el mismo nivel.

P3) Las facultades mentales y la vida emocional de los seres humanos y de los otros grandes simios se encuentra
aproximadamente al mismo nivel.

C1) En consecuencia, debe darse igual trato a los seres humanos y a los demás grandes simios.

P4) No se debe matar, aprisionar ni torturar a los seres humanos, a menos que se den determinadas condiciones
especí…cas.

C2) En consecuencia, no se debe matar, aprisionar ni torturar a otros grandes simios, a menos que se den
determinadas condiciones especí…cas.

Como seguramente, nada más leer estas premisas y conclusiones, se nos ocurren varios modos de ataque
contra cualquiera de las premisas, cualquiera de las conclusiones e incluso contra la propia línea argumental,
recomendamos, no ya leer el capítulo de Heta y Matti, sino toda la obra dedicada al Proyecto «Gran Simio»
ya citada —cfr. Cavalieri y Singer [51]3—. De todas formas, quien argumente contra (C2) basándose en
que los simios se matan entre ellos, y que será difícil enseñarles a cumplir esta nueva ley, que piense en que
quizás sea una cuestión de tradición o costumbres, aunque sólo sean (…lo)genéticas. Y si no, que piense por qué
se asesina, lapidándola, a la mujer en ciertos paises, y en cómo convencerles de no hacerlo. O por qué ciertas

3Véase: http://www.greatapeproject.org/gaphome.html
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familias de India asesinan a sus bebes si son niñas, por el simple hecho de no tener que darles una dote en el
futuro. O, ¿por qué existe el terrorismo? O, ¿por qué existe la pena de muerte? O, ¿por qué existen las guerras,
donde los asesinos que lanzan las bombas quedan impunes? In…nita mayor crueldad muestra el ser humano con
estos comportamientos, o es que acaso, ¿alguien duda de su conocimiento consciente del valor de la vida?

Por algún sitio hay que empezar. Comencemos por los que más se parecen a nosotros, pero realmente, de
lo que se trata es de que al igual que somos tolerantes olvidando bastante de nuestra individualidad para vivir
en sociedad, también lo seamos, y la especie humana viva en sociedad con el resto de las especies, rechazando
de una vez por todas nuestra vil arrogancia, sin sentido ni fundamento alguno.

No obstante los creyentes a pies juntillas en la Biblia seguro que ven una razón en las palabras [...] dominad
a los peces del mar, y a las aves del cielo, y a todos los animales que se mueven sobre la tierra.» (Génesis 1, 28).
Ahora bien, ser soberano no signi…ca ser dictador, torturador, criminal o asesino. De hecho, los seres humanos
vegetarianos estrictos ven en el versículo siguiente una razón para su modo de vida: «Y añadió Dios: Ved que
os he dado todas las hierbas que producen simiente sobre la faz de la tierra, y todos los árboles que producen
simiente de su especie, para que os sirvan de alimento a vosotros.» (Génesis 1, 29). Claro que según el versículo
siguiente, parece que todo animal debería ser vegetariano: «Y a todos los animales salvajes, a todas las aves
del cielo y a todo ser viviente que se arrastra sobre la tierra, le doy por alimento toda hierba verde. Y así se
hizo.» (Génesis 1, 30). El segundo relato insiste en ello: «Y Dios había hecho nacer de la tierra toda suerte de
árboles hermosos a la vista, y de frutos suaves al paladar; [...]» (Génesis 2, 9). El alegato de algunos teístas
vegetarianos se funda en que ésto ocurría en el paraíso.

Uno de los principales argumentos contra la consideración de la comunidad moral de los iguales, parece ser
la imposibilidad de comunicarnos con el resto de los seres, pero ¿por qué no atendemos a todas las experiencias
llevadas a cabo con los grandes primates no humanos —e incluso con otras especies, como relatábamos al
comienzo del capítulo?

Y el reino vegetal, ¿qué? Michael Talbot [179] (p. 189) nos cuenta cómo en 1983 se habló mucho de
la comunicación entre árboles. Éstos, al ser atacados, liberan una sustancia química en el aire que actúa
de «disparador» para que los árboles vecinos preparen sus sistemas de defensa químicos, en proporción a la
duración e intensidad del ataque sufrido por los árboles que han sido atacados. Y parece que la transmisión es
por el aire, porque se llevaron a cabo experiencias con arces y chopos en macetas, cubiertos con plexiglas, y sólo
se comunicaban con los que estaban dentro de la misma urna4. En la misma página, Michael Talbot [179] (p.
189) cita también el estudio, en el mismo año, 1983, realizado por un grupo de la Universidad de Clermont,
Francia, en el que llevaron a cabo experiencias pinchando clavelones jóvenes con agujas, de manera que como
respuesta, éstas, durante 13 días, crecían en direcciones distintas a la del pinchazo. Parece que dedujeron que
se podría hablar de un mecanismo básico de memoria y recuperación de la información, dependiente de la
provisión de iones5.

Los ejemplos negativos residen en nuestra propia especie —ya lo hemos comentado repetidamente en esta
Tesis—, y queda mucho tiempo para que todos los seres humanos formen parte realmente de la comunidad de
los iguales. Seamos realistas: pretender ampliar esta comunidad a los grandes primates es un objetivo a largo
plazo, a muy largo plazo; y pretender ampliarla a otros seres vivos, es, sencillamente, una utopía.

C.4 Embajadores del ser humano

«Ahora que los primates están aprendiendo el lenguaje por señas, sólo es cuestión de tiempo hasta que se
consiga que alguno nos ayude en el estudio de su propia especie. Podemos imaginar a primates diestros en
el lenguaje que actúan como intérpretes o incluso como embajadores del ser humano.»
—Frederick Pearl

Ante el éxito obtenido en estas experiencias, ¿podría resultar interesante considerar la posibilidad de adaptar
dispositivos de adquisición a la mano de un gran simio? Evidentemente es una idea que peca de antropomorfa.

4How trees talk to one another, Science Frontiers (OnLine), 27, 1983, mayo-junio; Trees talk to one another, Science Digest,
92(1), 1984, enero, p. 47.

5Plants have childhood memories, New Scientist, 97(1340), 1983, 13 enero, p. 88.
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Dos pueden ser las primeras razones: si escuchamos «hablar» al simio, y expresar sus sentimientos, en
nuestro lenguaje, quizás se nos ablande un poquito el corazón, y por supuesto, la razón argumentada por
Frederick Pearl en la cita del comienzo.

Esto ya aparece re‡ejado en la película Congo, de Paramount Pictures (1995), dirigida por Frank Mar-
shall, donde se aporta la idea de que un simio sirva de enlace entre nosotros y ellos, simulando una gorila, Amy,
que, mediante un guante equipado con sensores, de aspecto muy parecido a un PowerGlove

R°
, se comunique

mediante gestos.



Cuando el mundo entero estalle, 
será demasiado tarde, 
para reencontrarnos 
con las leyes naturales. 
 
Si hemos roto con los bosques, 
si hemos roto con los mares, 
con los peces, con el viento, 
que nos hizo libres. 
 
Como niños chicos, 
en oscuridad, 
así estamos todos, 
bajo el mismo vendaval. 
 
Mi rosa de la paz, 
vieja rosa con heridas, 
siento cuando me acaricias, frío, 
y no se donde estás. 
 
Mi rosa de la paz, 
mira que te siento lejos, 
yo te busco y no te encuentro, 
ahora. 
 
Mi rosa de la paz. 
 
Que diría de este mundo, 
un viajero del futuro, 
de un planeta, 
más allá de las estrellas. 
 
Si hemos roto con los bosques, 
roto nuestras propias voces, 
y aunque nadie escuche, 
aún se oye. 
 
Con nosotros mismos, 
con la eternidad, 
porque estamos todos, 
bajo el mismo vendaval. 
 

Mi rosa de la paz, 
vieja rosa con heridas, 

siento cuando me acaricias, frío, 
y no se donde estás. 

 
Mi rosa de la paz, 

mira que te siento lejos, 
yo te busco y no te encuentro, 

ahora. 
 

Mi rosa de la paz. 
Mi rosa de la paz. 

 
Cuando el mundo entero estalle, 

y sea demasiado tarde, 
y ya no queden rosas, 

para nadie. 
 

Yo estaré contigo, 
rosa de la paz, 

como niños chicos, 
cuando acabe el vendaval 

 
Mi rosa de la paz, 

vieja rosa con heridas, 
siento cuando me acaricias, frío, 

y no se donde estás. 
 

Mi rosa de la paz, 
mira que te siento lejos, 

yo te busco y no te encuentro, 
ahora. 

 
Mi rosa de la paz, 

vieja rosa con heridas, 
siento cuando me acaricias, frío, 

y no se donde estás. 
 

Mi rosa de la paz, 
mira que te siento lejos, 

yo te busco y no te encuentro, 
ahora. 

 
Mi rosa de la paz. 
Mi rosa de la paz. 

Amaral 
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«El conocimiento del conocimiento obliga. Nos obliga a adoptar una actitud de vigilancia permanente contra
la tentación de la certeza. Nos obliga a reconocer que la certeza no es una prueba de la verdad.»
—Humberto R. Maturana y Francisco J. Varela [1] (p. 245 de la versión inglesa revisada de 1998)

«Hay un viejo dicho según el cual el pez no puede ver el agua en que nada. Nosotros, los seres humanos,
nadamos en un océano más que extraordinario, un mar de acontecimientos tan asombroso, y sin embargo
tan diferente de nuestra realidad cotidiana, que se torna difícil dar un paso atrás y advertir esa maravilla
en toda su plenitud.»
—Michael Talbot [179] (p. 199)

«Ha sido una prueba difícil. Pero, por fín, un poco de descanso es posible ... por …n, puede disfrutarse
de la vida. [...] La próxima vez comenzará temprano, se organizará mejor, se ajustará a un cronograma y
controlará su ansiedad. Y su convicción es …rme, hasta la próxima vez.»
—Jane B. Burka y Leonora M. Yuen [1674] (p. 27)
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